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lieber  die  Xinfe   üqnidilferenter  Po- 
tenzen bei  zwei  Kreisen. 


Von 

Herrn  Doctor  Kosters 

zo  Warendorf. 


Der  geometrische  Ort  des  Punktes  >  der  eine  solche  Lage  zu 
z\\ei  festen  Kreisen  bat»  dass  die  Quadrate  der  von  ihm  aus  an 
die  Kreise  gezogenen  Tangenten  eine  Consta nte  Differenz  haben, 
beisse  „die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  für  diese  zwei  Kreise.*' 

Die  beiden  Kreise  seien  M  und  N  mit  den  Radien  R  und  r, 
der  Punkt  D  üm^  in  der  Linie  Squidifferenter  Potenzen,  und  die 
vVm  ihm  aus  naca  M  und  N  gezogeneu  Tangenten  seien  T  und  I; 
dann  ist: 

wo  e*  die  constante  DiffereaK  ist.  Um  nnn  die  Ortslinie  des  Punk- 
tea  D  so  finden,  ziehe  man  die  Cenlrallinie  Jlf^V^  und  theile  diese 
in  A  no,  dass 


MA-NA  = 


nfl 


-MS' 

fVO 

ist,    dann  ist  die   in  A  auf  MN  errichtete  Senkrechte  die  ver- 
engte Ortslinie,  ivelche  wir  L  nennen  wollen. 

Thtii  XIX.  \ 


Fiihrt  man  die  Tangenten  auf  die  von  D  an«  gezogenen  Cen- 
trallinien  DM{a)  und  DN{b)  zurOck,  «o  ist  filr  7^— <*=:c>: 

Aus    der  Betrachtung  dieser  Ortslinie  L  will   ich  hier  nur 
einige  spezielle  Fülle  hervorheben. 

1)  Es  sei  zunächst  die  Aequidifferenz  c*=:0  oder: 

5r>-<«=Q,  undV-Ä«=Ä«— r». 

Dann  ist  L  die  Linie  der  gleichen  Potenzen,  aze  radical,  die  als 
eine  bei  der  Betrachtung  der  Kreise  äusserst  fruchtbare  Linie 
hinlänglich  bekannt,  wenn  auch  noch  weniger  in  Handbücher  auf- 
genommen ist  Man  findet  sie  vielfach  sowohl  analytisch  ab  reio 
geometrisch  betrachtet,  cf.  Steiner's  geometrische  Constructio- 
nen  |).  59.;  Adams  harmonische  VerhältDisse  p.  249.;  Plü 
cke^^i  geometrische  Entwickelungen  L  48.;  Chasies  Geschichte 
der  Geometrie  p.  202. 

2)  Setzt  man: 

^  c«=ii(B«— r«). 


oder: 


oder: 


ra-<«=n(Ä«-r«), 


a«-6«=(ii+ !;(«•— r«); 


so  ist  L  die  Linie  der  gleichen  Potenzen  fiir  jedes  Kreis- 
pnar,  das  aus  den  heiden  Peripherien  der  ursprünglichen  Kreise 
M  und  N  um  zwei  entsprechende ,  entweder  innere  oder  äussere 

Berührungspunkte  von  T  und  i  mit  den  Radien  RyTn  und  rV^ft 
beschrieben  ist;  und  die  Durchschnittspunkte  sämmtlicher  dieser 
Kreise  mit  den  jedesmal  zugehörigen  Tangenten  T  und   t  liegen 

in  zwei  Kreisen,  die  aus  M  und  N  mit  den  Radien  JßV"n-|-l  und 

rVn  +  l  beschriebeo  sind  und  für  welche  L  die  Linie  d«r  glei- 
chen Potenzen  ist 

3)    Setzt  man: 

» 

od^r: 

T«— <>=:—»  (fi«--r«), 
oder:  v 


so  eimbt  sich  dieBedentang  der  Linie  L  Rlr  diesen  allgemeinen 
Falt  mrch  eine  der  Torigen  (sab.  %\  ähnliche  Betrachtung;  ich 
werde  hier  nnr  vnjA  apedelle  Fälle  oesondera  hervorheben. 

a)  Ea  ad 

c«=— (Ä»  — r«),  oder  «=1;  . 
folglich : 

m 

T»— <*=— (Ä*— 1*); 

dann  Ist  alao: 

c* — Ä*=0,  oder  a=6. 

Hier  tat  L  die  Ortslinie  des  Punktes,  der  von  den  Mit 
telpankten  M  und  iV  gleiche  Entfemnng  hat 

b)  Ea  aei 

c«s=-2(Äa-r»),  oder  «=2; 
folglich: 

dann  iat: 

oder: 

Die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  ist  fiir  diesen  Fall,   dass 
die  Diffareas 

c«=-2(Ä»— r*) 

ist,  von  besonderer  Bedeutung  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Auf- 
iQsong  von  Aufgaben,  und  sie  nia^  in  der  nun  folgenden  Betrach- 
tung vorsngsweise  die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  im  Gegen- 
satze zur  Linie  der  gleichen  Potenzen  beissen,  vf elcher  Gegensats 
deotlieh  hervortritt  in  den  zwei  Gleichungt^n: 

« 
und 

a«— 4«=— (IP— r»). 
Die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  kann  ebenso,  wie  die  Linie 


gleicher  Potenzen,  aossef  4arch  die  oben  aneMebene  Tbeilaog  der 
Centrallinie  TKliV,  auf  mehrfacfae  Weise  einfaen  construlrt  werden. 
Eine  sehr  «rnfache  Cönstructioh  ist  folgwndei 

EiTichee  auf  MN  die  zwei  senkreehten  Radien  KH  nnfl  Nk^ 
ziehe  JiK,,  und  im  Halbirungspunkta  Q  der  Linie  HK  die  Senk- 
rechte QGt  vrelche  MN  in  O  schneidet,  dann  ist  die  Senkrechte 
auf  MN  im  Punkte  O  die  gesuchte  Linie  L  Sqiiidifferenter  Po- 
tenzen fiir  die  zwei  Kreise  M  und  N  —  Beschreibt  man  nun  aus 
O  mit  OH  od^r  OK  einen  Kreis,  so  schneidet  dieser  die  Cen- 
trallinie MN  in  <S  und  s,  welche  Punkte  eine  solche  Lagt  bAen, 
dass  alle  aus  den  einzelnen  Punkten,  z.  B.  />,  der  Linie  L  mit 
den  entsprechenden  Entfernungen  von  5  oder  t ,  z.  B.  mit  DS 
oder  Dst  beschriebenen  Kreise  die  Peripherien  der  zwei  gegebe- 
nen Kreise  M  und  N  halbiren. 

Ist  ferner  O  der  Hauptpunkt  der  Linie  L  Squidifferenter  Po» 
tenzen,  so  ist,  wenn  X  der  Ualbirungspunkt  von  MN  ist,  und 
XOi  =  XO  gemacht  wird,  O^  der  Hauptpunkt  der  Linie  derglei- 
chen Potenzen  für  die  zwei  Kreise  M  und  N  oder  der  Central- 
punkt  der  in  der  Linie  MN  durch  die  Einschnitte  der  zwei  Kreise 
A,B  und  n,b  bestimmmten  Involution,  deren  Hauptpunkte  5|  und 
fi  sind,  durch  welche  alle  aus  der  Linie  der  sieicben  Potenzen 
mit  den  zugehörigen  Tangenten  beschriebenen  Kreise  gehen. 

Zudieser  Mittheilung  veranlasste  mich  eine  Au%abe  im  Archiv 
Tbl.  Xlll.:  „Durch  zwei  gegebene  Punkte  einen  Kreis  zu  ziehen, 
der  einen  gegebenen  Kreis  in  den  Endpunkten  desselben  Durch- 
messers des  lefztcren  Kreises  schneidet*'  —  um  zu  zeigen,  wie 
mit  Hülfe  der  Linie  Squidifferenter  Potenzen  mehrere  Aufgaben, 
zu  denen  auch  obige  gehurt,  leicht  aufgelöst  werden  können,  um 
80  mehr,  als  eben  derartige  Aufgaben  dem  nächsten  Zwecke  des 
Archivs  entsprechen  und  auf  dem  Gebiete  des  Gymnasialunter- 
richts vorzugsweise  wunscbenswerth  erscheinen. 

Besagte  Aufgaben  verlangen  die  Constructipn  ^ines  Kreises, 
der,  wenn  Punkte,  Geraden  und  Kreise  zu  zwei  oder  drei  Stück 
zusammen  gegeben  sind,  durch  die  gegebenen  Punkte  gebt,  die 
Geraden  berührt  und  die  Kreise  in  den  Endpunkten  desselben 
Durchmesfiers  schneidet. 

Es  sollen  hier  nur  zwei  (Taf.  H.  Fig.  i.)  besonders  hervorge* 
hoben  werden. 

\,  Aufgabe.  Gegeben  sind  zwei  Punkte  E  und  F 
und  ein  Kreis  M^  es  soll  ein  zweiter  Kreis  bet^chrie* 
ben  werden,  der  durch  die  zwei  Punkte  geht  und  den 
gegebenen  Krers  in  den  Endpunkten  desselben  Durch* 
messers  des  letztern  Kreises  schneidet.    . 

Auflösung.  Man.  beschreibe  um  £F  als  Durchmesser 
einen  Kreis  N,  construire  zu  ^  und  jY  die  Linie  L  äquidifferen- 
ter  Potenzen ,  errichte  NP  senkrecht  auf  EF,  so  ist  der  aus  P 
mit  PE  beschriebene  Kreis  der  verlangte. 

Beweis.  Der  aus  P  mit  PE  beschriebene  Kreis  geht  anch 
durch  F,  weil  P  in  der  Ortslinie  PN  des  Punktes  liegt,  der  von 
E  und  F  gleiche  Entfernung  hat,  und  die  Peripherie  des  Kreises 
M  ist  in  G  und  //  balbirt,  denn  der  aus  der  Linie  Squidifferen- 
ter  Potenzen'  beschriebene  Krei»  halbirt>  wenn  die  Peripherie  des 
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gigelieDen  Kreises«    auch  ii»  des  andeisn  Kreises^    was 
skhttttMk  also  beweisen  Hsst:       ' 

liefe  MH  wi  lUG,  so  ist: 
(MbPia  L  Hegt)  nach  der  Formel: 


EiMaber: 


b^kik: 


p^*^.^£■=/>£»=PÄ«, 


PB^=:PM*  +  Mm; 


tohfieh  ist  HM  senkrecht  auf  PM,  und  da  ebenso  MG  senkrecht 
vi  PM  ist,  mo  ist  GH  Durchmesser  des  Kreises  M  uod  folglich 
cBe  Peripherie  in  G  und  H  balbirt 

3.  Aufgabe.  Gegeben  sind  drei  Kreise  M^  iVund 
F;  es  soll  ein  vierter  Kreis  beschrieben  werden"»  der 
die  Peripherien  aller  drei  Kreise  halbirt. 

AnflSsong.  Ziehe  zu  M  und  iV  die  Linie  L  SquidiflTer enter 
Potensen,  und  ebenso  zu  M  und  F  die  Linie  L|  äquidifferenter 
Potensen»  so  ist  der  Durchschnittspunkt  P  von  L  und  L^  der 
Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises,  und  zieht  man  nun  PN,  und 
EF  senkrecht  auf  PN ,  so  ist  der  aus  P  mit  PE  beschriebene 
Kreis  der  verlangte. 

E8eiebtelne«inxeSchaarvonAufgaben,diesich  mit  Haifeder  Linie 
Sqnidilierenter  Potenzen  ebenso  leicht  als  die  vorigen  auflösen  las. 
sen»  Qod  der  Satz;    „dass  alle  aus  der  Linie  äquidifferenter  Po. 

tenzeo  mit  V^n*  +  Ä*  oder  V  6*  +  r*  beschriebenen  Kreise  die 
Peripherien  der  zwei  gegebenen  Kreise  halbiren'S  spielt  hier  eine 
ihnuche  Rolle  als  bei  der  Linie  der  gleichen  Potenzen  der  Satz: 

,,dass  alle  aus  ihr  mit  Va? — Ä^  oder  yfb'^^r^  oder,  was  das- 
selbe ist»  mit  den  zugehurigen  Tangenten  beschriebenen  Kreise 
die  swii  gegebenen  senkrecht  schneiden.  Es  sollen  im  Folgenden 
einige  solche  Aufgaben  aufgestellt  werden. 


Aufgaben. 

1)  Einen  Kreis  ziehen ,  der  die  Peripherie  zweier  (der  Lage 
nach)  gegebener  Kreise  balbirt,  und  durch  einen  gege- 
•benen  Punkt  gebt. 

2)  Einen  Kreis  ziehen,    der  die  Peripherie  zweier  gegebe- 
ner Kreise  halbirt,    und  eine  gegebene  Gerade  berührt. 


3)  EiDen  Kreis  zteheD,  der  i]m  PerIpiMrie  efaies  gegebtnen 
Kreise«  halbirt  and  swel  gegebene  Geradee  berahit 

4)  Einen  Rreie  sieben ,  der  die  Peripherien  sweier  Kreise 
halbirt  und  einen  dritten  rechtwinkelig  schneidet. 

5)  Einen  Kreis  ziehen,  der  zwei  gegebene  Kreise  recht« 
winkelig  schneidet  und  die  Peripherie  eines  dritten  halbirt. 

6)  Einen  Kreis  ziehen ,    der  durch  einen  gegebenen  Punk) 

Seht,  einen  gegebenen  Kreis  rechtwinkelig  schneidet  und 
ie  Peripherie  eines  andern  haibirt 

7)  Einen  Kreis  ziehen,  der  eine  gegebene  Gerade  berflhrt» 
einen  gegebenen  Kreis  rechtwinkelig  schneidet  und  die 
Peripherie  eines  andern  hulbirt 

8}  Einen  Kreis  ziehen,  der  durch  einen  gegebenen  Punkt 
geht,  einen  gegebenen  Kreis  berflhrt  um  die  Peripherie 
eines  andern  halbirt 

9)  Einen  Kreis  ziehen ,  der  eine  gegebene  Gerade  und  einen 
gegebenen  Kreis  berührt  und  die  Peripherie  eines  an- 
dern halbirt. 


Bemerkung  des  Herausgebers  zu  vorsteheDdem 

Aufsatze. 

Der  Herr  Verfasser  des  vorstehenden  Aufsatzes  hat  zu  dem- 
selben nur  eine  Pigur  (Taf.  U.  Fig.  2.)  eingesandt,  welche  zu  den 
beiden  Aubaben  auf  S.  4.  und  S.  5.  gebort.  Wenn  auch  die  Le* 
ser  wahrscneinüch,  so  wie  ich ,  Zeiclmungen  zu  dem  ersten  Theile 
dieses  Aufsatzes  vermissen  werden ,  sor  haoe  ich  denselben  dessen- 
ungeachtet auch  ohne  dieselben  abdrucken  lassen,  weil  es  mir 
scheint,  dass  diese  Zeichnungen  ein  Jeder  sich  leicht  wird  selbst 
entwerfen  können,  so  dass  dadurch  die  Deutlichkeit  wesentlichen 
Schaden  nicht  leiden  durfte. 


II. 

Ton  den  einem  Kreise  nmselirf  ebenen 
und    einem    zweiten   Kreise    elnbie» 

schrielienen  Tielecl&en. 

Von 

Henm  Planck, 

Etpetenten  an  <fer  polytechnischen  Schute  zo  StoUgart. 


Man  findet  in  Poncelet's  Trait^  des  proprii$t^a  pro- 
jectives  einen  auafiibrlicheB  Beweis  des  Satzes: 

y.Wenn  zwei  Ke^schnitte  eine  solche  Lage  hahen, 
dass  irgend  ein  neck  (lern  einen  umschrieben  una  zugleich 
^m  andern  eiDbeschrieben  werden  kann,  so  lassen  sico  nii- 
x3hli|^  andere  necke  unter  denselben  Bedingungen  be* 
•chreibeiu*' 

Das  Folgende  enthält  eine  Vereinfachung  der  vonPoncelet 
angewandten  Beweismethode,  und  sodann  noch  einen  -besondem 
dafOB  unabhängigen  Beweis  für  das  einem  Kreise  umschriebene 
und  einem  zweiten  Kreis  ein  beschriebene  Drei-  und  Viereck. 

Da  wir  dabei  vom  Pasca Ischen  Satze  in  dem  Sinne, 
wie  derselbe  in  Nr.  XXI.  Theil  XVfIf.  dieses  Archivs  auf- 
gefasst  wurde,  vielfachen  Gebrauch  machen  werden,  so  .müs- 
sen wir  auf  das  in  Mro.  I.  dieses  Artikels  Ausgeführte  im  Voraus 
verweisen. 


I. 


Betrachten  wir  ein  System  von  Kreisen,    deren  Mittelpunkte 
anf  der  Geraden  OP  (Taf.  1.  Fig.  1.)  liegen,   und   die   den    mit 
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OP^z  OP*  beschriebenen  Kreie  ortboeonal  darcheehneiden.  Wird 
ein  solcher  Kreis  von  der  Geraden  OP  in  den  Punicten  JB«  <S  ge- 
troffen, so  ist 

0/»=  OP^=  ORxOS, 

mithin  sind  P*,  R,  P,  S  vier  harmonische  Punicte,  d.  b.  die 
Punkte  Pt  P  sind  fiir  alle  Kreise  des  Systems  snigeordnete  Pole. 
Was  im  Folgenden  fOr  P  bewiesen  wird ,  gilt  auch  fllr  P, 

Ist  ABCD  ein  irgend  einem  der  Kreise  einbeschriebenes 
Viereck,  dessen  Diagonalen  sich  in  P,  dessen  gec^en Oberliegende 
»Sieiten  also  verlängert  sich  auf  der  Polare  von  P  schneiden,  so 
erkennt  man  leicht,  dass  jede  durch  P  gezogene  Gerade  zwei 
gegenaherliegende  Seiten  AB,  DC  in  zwei  Punkten  A\  O  trifft, 
welche  zu  P  und  zum  Schnittpunkt  E  der  Geraden  mit  der  Polare 
von  P  harmonisch  liegen.  Hieraus  aber  folgt  unmittelbar,  dass 
dfe  Punkte  Jf^  O  wieder  auf  einem  Kreise  des  Systems  liegen, 
und  ferner,  dass  die  beiden  andern  Punkte  j^,  JÜK^  in  weichem 
AB,  DC  diesem  Kreise  begegnen ,  gleichfalls  mit  P  auf  einer 
Geraden  liegen. 

Da  nun  APB,  DPC  sowohl  als  A'PB\  ITPC  ähnliche 
Dreiecke  sind ,  so  folgen  nachstehende  wobi  meist  bekannte  Sätze : 

1)  Irgend  zwei  Kreise  des  Systems  werden  von  einer  belie- 
bigen Geraden  in  vier  Punkten  von  der  Lage  geschnitten,  dass 
je  ein  Paar  von  Geraden,  welche  zwei,  nicht  auf  einerlei  Kreis 
liegende,  Punkte  mit  dem  Punkt  P  verbinden,  denselben  Win- 
kel bildet,  wie  das  andere  Paar,  {DPD'=CPC  n.  s.  w.}« 

2)  Da 

AP    AL^^m    ^ 

AA^AB'  ""  DD'^DC 

die  Lage  der  Punkte  A  und  D  aber  ganz  anabhängig  von  einan- 
der ist,  so  folgt,  dass  das  Verhältniss  von  AP  zu  der  von  A  an 
den  zweiten  Kreis  gezogenen  Tangente  constant  ist,  oder  allge* 
mein ,  dass  das  Verhältniss  der  von  einem  Punkt  A  irgend  eines 
der  Kreise  an  zwei  andere  Kreise  des  Systems  gezogenen  Xiui- 
genten  sich  mit  der  Fortbewegung  von  A  nicht  ändert. 

Bierin  liegt  zugleich : 

3^  Den  ßerfihrungspunkt  einer  Sehne  AB  mit  einem  Kreise 
des  ISystems  erhält  man ,  wenn  man  von  P  nach  AB  die  den 
Winkel  APB  halbirende  Gerade  zieht. 

Jetzt  handelt  es  sich  darum,  zu  beweisen,  dass,  wenn 
zwei  Seiten  AB,  AC  eines  einem  Kreise  des  Systems 
einbeschriebenen  Dreiecks  Tangenten  an  zwei  anderen 
Kreisen  des  Systems  bleiben,  dann  auch  die  dritte 
Seite  BC  immer  Tangente  an  einem  und  demselben 
Kreis  desselben  Systems  bleibt 


'  Dies«  aeigt  sich  dud  hier  weift  einfacher»  als  bei  Puncelet, 
der  ein  System  Fon  Kreisen  mk  geneinschaftlicher  reeller  Sekante 
betrachtet  Poncelet  2ibt*  zunächst  fSr  den  Punkt,  hi  welchem 
die  Seite  AC ihre  Umhfillungscurve  berührt,  folgende  Coostniction: 
l¥enn  c  der  Berührungspunkt  von  AB,  b  der  Berührungspunkt 
¥eo  AC  mit  den  beiden  gegebenen  Kreisen  ist,  so  findet  man  den 
BerfihrangsDunkt  a  auf  J3C»  indem  man  den  Punkt  A  mit  dem 
Schaathranln  von  ßb  und  Cc  verbindet.  Dann  wird  weiter  hewie- 
seSf  oass  der  Punkt  a  zugleich  derjeaige  ist,  in  welchem  ßC 
Kreis  vom  System  berührt.  Das  Letztere  ergibt  sich  nun, 
wir  jene  Construction  vorläufig  voraussetzen ,  einfach  daraus, 
swischen  den  Punkten  a,  6,  c  1)  die  bekannte  Relation 
Statt  findet: 

AexBaxO>=zAbxBcXCe, 

and  dsM  S)  nach  den  oben  angeführten  Sitzen: 

Ab      AP     Be_BP 

W—'€p'    lü-IP' 

wemach  man  also  erhält: 

Ba_  BP 
Ca  ""  CP  • 

Ist  mm,  schliessen  wir  nach  Poncelet  weiter,  die  Umhflilungs- 
cnrve  von  BC  kein  Kreis  vom  System ,  so  muss  sie  zusammen- 
ftifen  mit  der  Umhüllung  aller  Kreisie  des  Systems »  während  doch 
cioe  solche  gar  nicht  ezbtirt:  es  bleibt  also  nur  das  Erste  übrig. 

Die  einstweilen  aufgenommene  Vorauss'etzung  hinsichtlich  der 
Construction  des  Berührungspunktes  a  Hesse  Sich  umgehen,  wenn 
nachzuweisen  wäre»  dass  das  Verhältniss 

BP     CP_  BP+CP 
Ba^  Ca''      ßC 

■nter  den  festgesetzten  Bedingungen  constant  bleibt,  indem  dann 
von  selbst  folgen  würde,  dass  a  immer  auf  demselben  Kreise 
liegt  Man  hätte  dann  einen  allgemeinen  rein  elementaren  Beweis 
unsres  Theorems.  Allein  der  direete  Nachweis  dieses  Satzes 
scheint  mehr  Sache  der  rechnenden  Geometrie  zu  sein»  und  des- 
halb ist  es  wohl  vorzuziehen,  die  gemachte  Vorausetzung  mög- 
lichst einfach  zu  beweisen. 

Wir  schliessen  deshalb  nach  Poncelet  Zunächst  so:  Der 
gesuchte  Schnittpunkt  irgend  einer  Lage  BC  mit  der  ihr  unend- 
lich nahen  Lage  ist  jedenfalls  kein  anderer,  als  der  Schnittpunkt 
von  BC  mit  derjenigen  nächstfolgenden  Lage,  die  man  erhalten 
würde,  weni|  hei  der  Fortbewegung  von  A  die  Seiten  AB^  AC, 
statt  Tanjenfen  an  den  beiden  Kreisen  zu  bleiben,  sich  um  ihre 
Berflhniil|spunkte  c,  6  drehen  würden.  Man  sieht  sich  daher 
anf  die  Aufgabe  zurückgeßihrt: 


w 

Den  Psnki  za  kestimnen»  In  wetehaM  die  freie 
Seite  JBC  eines  einem  Kreisif  eint^eschriebenen  Drei« 
eciis  ABCy  imnsen  Selten  AB,  AC  sich  am  zwei  feetd 
Punkte  Cf  6  dreheo,  ihre  UmhaliangscarTe  berfibrt 


Poncelet' beweist  die  scboo  gegebene  Constmiition 
Ao%abe  mifftetet  ProjecHoa  |:weier  coocentriscber  Kiilse.  W^stfn 
flan  sich  phkr  an  die  Auflu^ung  d#r  Aufgabe  erinnert ,  die  Lage 
Von  BC  zd  Baden,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht,  so 
wird  man  anf  eine  sehr  einfache  L5sune  unseres  ProtÄ^ms  körn* 
men,  da  der  gesuchte  Punkt  eben  die  Bedinflnng  erRilbn'  mnss, 
dass  sich  durch  ihn  nicht  noch  eine  zweite  Sehne  Tom  System 
der  Sehne  ßC  ziehen  lässt.  Wir  werden  hier  mit  *  folgender  Be- 
trachtung ausreichen. 

Wenn  (Taf.  I.  Fig.  2.)  BC  und  B'O  zwei  Lagen,  der  Creien 
Sehne  sind,  so  schneiden  sich  nach  dem  Pascal'schen  Satze 
BO  und  BC  in  einem  Punkt  der  Geraden  öc.  Dieser  Punkt 
rückt  immer  näher  dem  Punkt  D,  in  welchem  BC  die  bc  triflft, 
wenn  B'O  sich  der  La.^e  BC  nähert»  und  fällt  mit  ihm  zusam- 
men, wenn  B'O  mit  BC  zusammenfällt  Dann  aber  siimI»  wie 
man  sieht,  der  Schnittpunkt  von  BC  und  BO  und  der  mit  D 
zusammengefallene  Punkt  zwei  zu  B,  C,  oder  B\  O,  harmoni- 
sche Punkte  geworden,  und  daraus  fglgt  aus  bekannten  Gründen 
die  angezeigte  Construction. 

-■■••■ 

Der  weitere  Gang  des  Poncelet'sehen  Beweises  ist  nun 
deri  Wenn  irgend  ein  neck  einem  Kreise  umschrieben  ind  einem 
zfweiten  einbescbrieben  ist,  so  wird  jede  Diagonale  dta  necks 
einen  dem  System  def  beiden  Kreise  angeborigen  Kreis  in  einem 
bestimmten  Punkte  berflbren ,  und  wird ,  wie  sich  ans  dem  erwie- 
senen •  Uilfssats  erelbt,  auch  Tangente  an  demselben  Kreise  blei- 
ben, wenn  man  der  Annahme  liaum  gibt»  dass  bei  einer  Ver- 
rückung des  Polygons  eine  Seite  desselben  aufhuren  würde,  Tan- 
gente an  den  ersten  Kreis  zu  sein.  Bleiben  aber  die  Diagonalen 
immer  Tangente^  an  denselben  Kreisen,  so  muss  wieder  nach 
dem  Hilfssatze  auch  die  Seite  des  Polygons,  deren  Bewegungs- 
gesetz in  Frag^  gestellt  wurde,  Tangente  an  dem  Kreise  bleiben, 
ao  welcheÄ  sie  es  In  ihrer  ersten  Lage  war. 


IL 

Man  sieht,  dass  der  Nerv  des  Beweises  im  PascaFscben 
Satze  liegt.  Auch  Poncelet  beweist  eigentlich  bei  seiner  Con* 
stracfion  des  Berührungspunktes  diesen  Satz  nur  zum  zweiten 
Mal.  Im  Folgenden ,  wo  wir  die  Betrachtung  dei  Umhüllnngs- 
curven  zunächst  ganz  umgeben  werden,  weruen  mr  uns  gleich- 
falls des  PasoaTschen  Satzes  auf  einer  andern  Seite  wieder 
bedienen. 
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B»'  sei  <T«fl  I.  Fig.  3.)  itm  Oreiecfc  ABC  tm^m  Kreise 
mUt  dcfii.lliMI|MiiiH  O  iinnelirieheik  »le  Peripherie 4e«Kre» 
Mp,  dem  das  Dreieck  einbeschrieben  ist,  wird  "tbo -det- Isteredta 
ifO,  BO,  CO  in  den  Punkten  />,  £,  F  getroffen,  £F  begeg- 
Mt  dcf  ulO  in  G.  Da  Bogen  .^F=sßF,  Bogen  AE=CE,  so 
bt,  wie  man  leicfat  erkeiiat, ;  Dreieck  AEF  congruent  Dreieck 
OEF,  fiberdiess  ^O  in  G  senkrecht  halbirt  Zieht  man  nun  den 
Dvrdbmesser  AQ,  der  der  £F  in  P  hegtet;  ^nd  frlfft  POrkt- 
Vtagert  die  ßC'inR,  so  ist,  weil  QD  parallel  EF  und  QF=DE, 

FAPssEAG^  FOP=EOG= COR, 

■    ■'.      I  ■         '.  •        ".      ff 

sonach  Dreieck  (70A  ähnlich  Dreieck  £06,  oder  OA  seakrteM 
«D  JffC  mid  gleich  dem  Halbmesser  dbs  dem  Dreieck  ABfJ  ein- 

bescbiiebj^iieo  Kreise«^*   ,     .,.^ 

.  _  • 
Nun  bemerke  man,  dass  PO,  012  Projectionen  det*  Seliiie 
BF  Ton  den  Punkten  £  und  C  des  Kreises  aus  sind.  Da  aber 
PO  auch  eine  Projection  von  QD  ist  (von,  ^  aus),  so  mussnach 
dem  PascaTschen  Satze  OR  gleichfatlls  eine  Projection  von  QD 
Yon  eipem  Punkt  S  des  Kreises  aus  sein.  Somit  ist  ODR^=^AQ(]L 
nnd  da  fiber^ess  DOR=POG=QAO,  das  Dreieck  ÜJ DA  äin- 
lieh  dem  Dreieck  QAO,  womäch  man  bat:  t     :>     . 

ODxAO 

^^- AQ — '  ^ 

ein  anderwärts  her  bekannter  Ausdruck,  der  zeigt,^  dass  der  Halb- 
messer OR  von  der  bestimmten  Lage  des  Punktes  A  unab« 
hSngig  ist 

Es  sei  jetzt  (Taf.  I.  Piff.  4.)  dna  Viereck  ABCD  einem 
Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  O  umschrieben,  und  einem  Kreise 
mit  dem  Mittelpunkt  Af  einbeschrieben.  AO  halbirt  den  Bogen 
BD  in  £,  CO  in  G,  BO  halbirt  den  Bogen  AC  in  F,  DO  in 
If.  Dann  sind  EG,  FH  Kreisdurchmesser,  EG  senkrecht  zur 
Sehne  BD  in  Q,.  FII  senkrecht  zor  Sehne  AC  m.P.  Da  ndn 
OM  eine  Projection  sowohl  der  Sehne  DF  (von  H  aus),  als  der 
Sehne  AG  (von  £  aus)  ist,  so  sind  diese  Sehnen  von  einerlei 
System  in  Bezug  auf  den  Durchmesser  OM ,  und  es  wird  daher 
die  Projection  der  Sehne  DF  von  B  aus  zusammenfallen  mit 
der  Projection  der  Sehne  AG.  von  C  aus,  d.  h.  AC  und  BC 
werden  sich  in  einem  Punkte  iV  des  Durchmessers  OM  schnei- 
den. Hieraos  folgt  einstweilen  so  viel,  dass  der Sfabnitifiunkt  der 
Diagonalen  des  Vierecks  unabhängig  ist  von  der  besonderen  Lage 
des  Punktes  A\  denn  der  Punkt  N  ist  durch  M  und  O  bereits 
gegeben. 

Ganz  ebenso  wird  man  scblie'ssen,  dass  DF  und  AG  Sehnen 
von  einerlei  System  sind  in  Bezug  auf  die  Gerade  PO,  dassfolg- 
Kek  DB  and  EG  sich  auf  einem  Punkte  dieser  Geraden  -sthnei- 
dien,  ffdto  dass  die  Punkte  P,  O,  Q  in  gerader  Liaio  liegjen  (ein 
anderwärts  her  bekannter  Satz). 
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FGr  die  1jinft%  r  des  dem  Viereck  ABCD  einhescbriebenen 
KreiM«  bat  man  nnn,  da  OABssEGB,  uod  £fiG=l2C.,  mit- 
tflist  Ibniiober  Dreiecke: 

r        EB 
Ö3=F6' 

oder,  da  BE'ssEGxEQ: 

Wollte   man   jetxt   den  in  I.    gefundenen   Satx   benntnen,    dass 
— ^j^        eine  conetante  Gruase  ist.    also  z.  B.  =  9\t%,f^iM 

(wenn  nemlich  der  Punkt  Q  mit  itf  xusamraenfällt),'  bo  wOrde  man 
erhalten: 

OA*xEO^ 

Man  kann  aber  damelbe  Resultat  unabhSncig  davon  ans  den  Ei- 
geasebaften  des  Dreiecks  EOG  erhalten.    Da  nemlich 

EOQ=zGOM,    EOM^GOQ; 

so  hat  man: 

EOxOQ     EO 


1) 


2) 


OGxOM~  GM' 

EOxOM      EM, 
OGxOQ  —  GQ ' 


woraos 

3) 
•onit 


£Q«_  g^_  OE'+OG'      OE*+  OG* 
EQ  "  GQ~-  EQ  +  GQ  ~        EG 


ein  mit  dem  obigen  ans  bekannten  GrOnden  identischer  Ausdruck. 


IIL 

Noch  ilsst  sich  in  ziemlich  einfacher  Weise  der  Satz  bewei- 
sen, durch  den  man  mit  dem  Dreieck  und  Viereck  zugleich  fet- 
tig wird: 
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Wenn  swei  Seiten  AB,  ^C  eines  elneniKreise  ein- 

beicbriebenen  Dreiecks  Tangenten  an  einem  zweiten 

Kftise   bleiben,    so   bleibt    auch    die  dritte  Seite  BC 

Tasgente  an  einem  dritten  Kreise,  der  mit  den  beiden 

ersteo  einerlei  (reelle  oder  ideale)  Sekante  hat 

Betrachten  wir  zwei  parallele  La|i:en  BC  und  B'O  (Taf.  II. 
%  L).  AO  halbirt  den  Bogen  BC  in  P,  AO  den  Bo^en 
VC  m  P*.  '  Der  Durchmesser  PP*  steht  senkrecht  zu  BC  in 
D,  senkrecht  zu  B'V  in  ly.  Ist  PP'z=i1R,  und  der  Halbmesser 
ilei  andern  Kreises  r,  so  hat  man ,  da  PAC'='  PP*Ct  wegen 
idmlkhkeit  der  Dreiecke: 


Ekflnse  indet  man: 


2)    ^^^^ 


Ei  ist  aber 


folglich 


3)>/)  +  />fl'=2Ä(^,+  -^). 


oder,  wenn  £  die  Entfernung  der  Mittelpankte.beider  Kreise  b«' 
seicbuet; 

PD  +  P'D'^'2R-^Diy=:^mT*  ^^Ij^jT 


Da  somit  zwei  parallele  Lagen  von  BC  immer  denselben  Abstand 
haben  y  so  kann  man  den  Satz  hiemit  als  bewiesen  betrachten, 
oder  auch,  wenn  man  wilU  den  Beweis  in  einer  oder  der  andern 
Weise  fervollständigen. 

Was  man  aber  daraus  in  Bezug  auf  das  einem  Kreis  oin- 
schriebene  und  einem  zweiten  Kreis  einbeschriebene  Drei-  und 
Viereck  zu  schliessen  hat»  leuchtet  ein. 
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Beifräg^e  zur  Kenntniss  4es  frerodlf Bf « 

fren  Dreiecks« 

Von 

Herrn  C.  Hellwig, 

Lehrer  der  Mathematik  in  Furatenw^lde« 


•I 


•  ■'  f 


L 


.  Allgeineifte  Betca.chtang.  , 


Wir  gehen V von  dem  Satze  aus,  dass  die  drei  auf  den  Seiteo 
eines  Dreiecica  '  ABC  (Taf.  iU.)  ivk .  ihr^n  Hitteo  a,  6,  c 
errichteten  t^tbe  sich  in  einem  Punkte  17  schneiden,  in  dem 
Mittelpunkte  des  Kreises /ivefdier  sich  um  das  Dreieck  beschrei- 
ben lässt. 


i 


( ,.,  iDiucjb  die.  .Verbindung,  Ton  a,  6»  c. unter  einander  entsteh 
aas^rei^pk.a^j?»  dessen  2>e^ea  mit  denen  von  ABC  parätlel  i^n< 
die-Plfl^^n  ^^  ihnen  sind.  Pie  verlängerten  Lothe  (1Ü9  bÜ,\cÜ 
iniisseh  aäher  die  Huheii  des  Dreiecks* a6c  sein «  welche  sich  also 
ebenfalls  stets  in  einem  einzigen  Punkte  kreuzen.  Bei  den  lluh^n 
AB,  BF^%  CO^oi^MBC  tttt^  dlieiä   in  U  Statt  finden. 

Jetzt  machen  wir  -m.   ' 

aAi  =  Da,     bB^  =  üb ,    cCi  =  üc 

und  verbinden  die  erhaltenen  Punkte  Ai,  Bi,  Ci  mit  H  und  mit 
A,  B,  C,  welche  letzteren  ihrerseits  mit  ü  verbunden  werden. 
Dadui;ch  entstehen  offenbar  sechs  Rhomben  mit  gleichen  Seiten; 
denn  die  Diagonalen  halbiren  sich  gegenseitig   und  stehen  senk* 
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\  m 


redit  auf  einander»  und  je  zwei  angrenzende  die^irRhoiBben  ha- 
ben eine  Seite  gemein.  In  der  Figur  sind  die  Seilen  aller  eeche 
Rhomben  durch  punktirte  Zeichnung  marfcirt  worden  and-  jede  der 
punktfrten  Geraden  iat  mithin  dem  Radiue  des  «um  *  da«  SrelMÜ 
ABC  beschriebenen  Kreises  gleich.  .  :         ^ 

Dorch  die  Verbindung  der  Punkte  Ai,  Bi^  Ci.  unter,  eyiali* 
der  erhält  man  jetzt  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  mit  denen  von 
ABC  als  Gegenseiten  in  Parallelogrammen  hezäglich  gleich  vnd 
parallel  sind  (/^AiBiCi^^ABC).  Die  Lage  der  beiden  Drei» 
ecke  ist  reciprok,  da  einerseits  die  TerlängeKen  Geraden  .^i  17» 
BiV,  CiU  die  Huhen  von  AiBxCi  bilden,  andrerseits  aber  sich 
leieht  zeigen  Ifisst,  dass  nicht  nur  AiBi  In  öi,  AiCi  ih  6|»  B^Ci 
in  Ci  halbirt  sind,  sondern  auch 

Aa^^Hai,    Bb^^Hh^,    Cfej=J?Ci 

sein  muss»  so  dass  also  in  H  der  Mittelpunkt  des  um  AtBiCi 
beschriebenen  Kreises  liegt.  Die  einander  entsprechenden  ^>tiicko 
der  Hohen    beider    Dreiecke   sind    natürlich    ebenfalls    einander 

gleich,  z;  B. 

■  ■• 

Aai^=iHai^=iAia=zlJa» 

Ei«  über  AB  beschriebener  Halbkreis  geht  durch  D  und  F,  und 
man  hat  deshalb: 

AH.HD:=zBH.HF'^       ^1 

ebenso  ist 

•    AH.HD=CH.BG, 

i,  b.  die  Produkte  aus  den  Abschnitten  der  Hohen 
eines  Dreiecks  sind  gleich. 

Wegen  der  kurz  vorher  gemachten  Bemerkung  liber  die  Gleich- 
heit von  Aüi  und  Bai  u-  9-  ^-  gehen  die  aufgestellten  Beziehun- 
gen über  In: 

Hat.HD^zHbi.HP^Jhii.HG, 

«  ■ 

welche  anzeigt,  dass  die  Punkte  a^  bn  c^,  B$  F9  G  einem 
einzigen  Kreise  angehören. 

Terblndet  man  A  mit  a,  so  schneidet  Aa  die  Gerade  bc  in 
J  so,  dass  JbzzzJc,  und  errichtet  man  nun  auf  bc  in  /  ein  Loth' 
bis  zum  Durchschnitt  mit  BC  in  K,  so  muss  DK=^aK  sein. 

I 

Wendet  man  dies  auf  das  Dreieck  AHB  an ,  so  muss  ein 
Lothj  auf  Hl 61    in  der  Mitte  errichtet,  auch  auf  cG  in  der  Mitte 
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senkrecht  stehen.  W«il  nun  aber  der  Mittelpunkt  des  vorerwShn- 
ten  Kreises  offenbar  der  Durchschnitt  der  auf  a|6i  in  der  Mitte 
nnd  auf  CfG  in  der  Mitte  errichteten  Lethe  ist,  so  müssen  sick 
in  diesem  Mittelpunkte  auch  die  auf  c6r  und  CiG  in  den  Mitten 
errichteten  Lothe  treffen ,  cL  b«  dieser  Mittelpunkt  muss  der 
Durchschnitt  M  der  Diagonalen  GGi  und  cct  des  Rechtecks 
cGcfGi  sein.  Auf  gleiche  Weise  gehen  durch  denselben  die  Dia- 
gonalen der  Rechtecke  aDoiDi  und  bFb^Fi,  Der  gedachte  Kreis 
Ssht  mithin  noch  durch  die  Punkte  n»  bf  c.  Weil  non  jlf  4ie 
erade  DDi  ha4hirt  und  DH  =  und  ||  UDi  Ist,  so  muss  M  wei- 
ter die  Mitte  der  Verbindungsgeraden  OH  sein. 

Wird  ÜJS  von  Ja  in  S  getroffen,  so  sind  die  Dreiecke  ilffS 
and  aUS  winkelgleicb  und  es  verhält  sich: 

AS:üS=1IS:  ÜS^AH:  Da, 

woraus  wegen  AH— 20a  folgt,    dass  AS=2aS  und  HS=i2DS 
ist,  d.  b. 

Die  Geraden,  welche  die  Ecken  eines  Dreiecks 
mit  den  Mitten  der  Gegenseiten  verbinden,  schneiden 
sich  auf  der  Verbindungsgeradea  des  Höhendurch- 
schnittes und  des  Mittelpunktes  vom  umschriebenen 
Kreise  so,  dass  die  Abschnitte  dieser  Geraden,  wie 
ihre  eigenen  sich  verhalten  zu  einander  wie  2:L 

Die  Grosse  des  Radins  für  den  Kreis  um  M  ergiebt  sich 
leicht  aus  der  Bemerkung,  dass  Aa^^zzaiH  und  HM=JIO  iBt; 
denn  es  muss  deshalb 

]Uai=z}^üA=lR 

sein  (R  bezeichne  den  Radius  des  Kreises  um  ABC). 

Schneidet  endlich  Aa  den  Kreis  aus  M  in  N  und  den  Kreis 
aus  C7  in  Q,  so  haben  die  Dreiecke  SNIU  und  SQO  einen  glei* 
eben  Winkel  und  zwei  ihrer  Seiten  solche  Beschaffenheit,  dass 
2MNz=zOQ  und  2MS=zOS  ist;  weshalb  auch  2SN=SQ 
sein  muss. 

Wir  giauben  in  dem  Vorstehenden  einen  sehr  einfachen  Nach- 
weis über  die  Lage  gewisser  bemerkenswerther  Geraden  und 
Punkte  eines  Dreiecks  geliefert  zu  haben,  und  wenden  uns,  darauf 
fussend,  zu  anderen  Geraden  und  Punkten  der  Figur. 

Verbindet  man  nSmIich  />,  F  und  G  unter  einander,  so  ist 
M  der  Mittelpunkt  des  Kreises  um  Dreieck  DFG  mit  dem  Ra- 
dius X  A,  wie  sogleich  erhellt;  aber  es  ist  femer  H  der  Mittel- 
punkt des  dem  Dreieck  DFG  eingeschriebenen  Kreises;  denn 
man  hat: 
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j^DGci=j^DaiCi  (Periphcriewinkel)  =z^DAC 
und 

Z,FGci=:j^FbiCi  (Peripheriewinkel)  —^FBC, 
so  das3,  weil 

Z.DAC=:^¥BC, 

auch 

^DGci^^FGci 

sein  muss. 

Daher  bilden  die  Hüben  vom  Dreieck  ABC  die  Halbirungs- 
eeraderi  der  Winkel  vom  Dreieck  DFG,  deren  Durchschnitt  mit- 
hlo  den  I\littelpunkt  des  Kreises  darstellt,  welcher  sich  in  das 
Dreieck  DFG  beschreiben  lässt.  Daraus  fliesst  die  weitere  Fol- 
gerun«^,  dass  A,  ß,  C  die  Mittelpunkte  der  dem  Dreieck  DFG 
angeschriebenen  Kreise  sind,  da  ihre  Verbinduni^sgeraden  auf 
den  Halbirungsgeraden  der  Winkel  von  DFG  senkrecht  stehen^ 
and  somit  die  Aussenwinkel  von  DFG  halbiren. 

Fällt  man  in  DFG  von  //  die  Lothe  JIX,  //F,  HZ.   so  ist 

GX=Gr,    FX=FZ,    DY=zDZ; 

verlängert  mani>6r  und  DF  und  fallt  von  A  die  Lothe  AP,  AT, 
AV,  so  ist 

GP=G1\    DT=DV,    FP=zFV, 

welches  Alles    durch  Congruenzen    sich   leicht  nachweisen  lässt. 
Es  ist  also 

DT=DV   oder    DG+GT=DF  +  FV, 
hiervon  DY=DZ  weggenommen,  bleibt 

Gr+GT=FZ+FV, 
oder 

GX+GP  =  FX+FP, 
woraus  durch  Subtraction  von  PX^=PX  folgt: 

2GX=2FP    oder    GX  =  FP, 
Daher  bat  man  auch: 

GT=GP=FX, 

DT=DG  +  FX=:DV=DFiGX. 

Theil  \l\.  2 
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Ein  Kreis,  mit  HX  aas  H  beschrieben»  geht  durch  X  ^9  Z ;  ein 
Kreis»  mit  AP  aus  A  beschrieben,  seht  durch  P,  T,  V.  Verbin- 
det man  also  X,  Y,  Z,  sowie  P,  T,  V  unter  einander,  so  sind 
die  bezeichneten  Kreise  die  den  entsprechenden  Dreiecken  XYZ 
und  PTV  umschriebenen. 

Wir  gehen  nach  dieser  Erläuterung  der  Figur  zur  Bestimmung 
der  Entfernungen  der  bemerkenswerthen  Punkte  von  Ecken  und 
Seitenf  der  betreffenden  Dreiecke  und  zur  Aufstellung  von  Bezie- 
hungen zwischen  den  Flächen  dieser  Dreiecke  Selbst  über. 


U. 

Der  Durchschnitt  der  Verbindnngsgeraden  der  Ecken 
eines  Dreiecks    mit   den  Mitten  der  Gegenseiten  oder 

der  Schwerpunkt 

Dieser  Punkt  ist  in  unserer  Figur  durch  5  bezeichnet    Wir 
setzen : 

BC=:a,    AC=b,    AB=c\ 

und  nennen 

die    Entfernungen  des  Punktes   5  von    den  Seiten   des  Dreiecks 
ABC,  80  dass  z.  B.  j$0  =  £|. 


Man  hat: 


BD=zBa--Da  =  ^a-Day 
CD=:Ca+  Da^}j^a  +  Da; 


also  auch 


BD^  +  C'/>2=,2  «*+  2Z)a« 


Ferner: 


c^=AD^  +  BD^, 


mithin 
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d.  h. 


2/<o«=i«+c»-^a«. 


Wdl  nun 


also 


•4iS=  ffj  =::  <j  ija  > 


2Ja«=|<?,a 


Ut»  so  folgt 


9ei«=2(62+c*-a«)+o«.    Ebenso 
(1)  ^  9€22=2(a2+c«— 6«)  +  6«, 

woiaos 

(2)  3(eia+ea«  +  0  =  fl2+6Hc« 

1 
sich  ergiebt.    50  ist  =»ilZ);    bezeichnet  man  aber  den  Inhalt 

Ton  ABC  mit  D,  so  ist  clAD=2D,  und  man  findet  also: 


(3) 


£i=g—  •    Ebenso 
_2D 


_2/) 

«rorans 

(4)  o.Cff  ^•%-fc.{3=2/> 

folgt 

In  der  letzten  Formel  ist  ein  Satz  von  allgemeiner  Bedeutung 
angezeigt ,  nämlich  dass ,  wenn  man  von  einem  Punkt  auf  die  Sei- 
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ten  a,  b^  c  eines  Dreiecks  Lothe  Li^  L^y  L^  Hillt,  der  Inhalt  D 
des  Dreiecks  bestimmt  wird  darch: 

(5)    a,Li  +  b.Li  +  C.L3  =2Z>, 

vorausgesetzt,  dass  dieselben  positiv  genommen  werden»  sobald 
sie  auf  der  inneren,  hingegen  negativ,  sobald  sie  auf  der  äusse- 
Ten  Seite  der  Dreiecksseite,   auf  welche  sie  gefällt  sind,    liegen. 


III. 

Der  Hohendurchschnitt. 

Die  Hohen  bezeichnen  wir  mit  Ai,  h^t  h^y  so  dass  /ii  auf 
die  Seite  a,  h^  auf  6,  /13  auf  c  senkrecht  steht,  die  dadurch  be- 
stimmten Abschnitte  der  Seite  a  mit  tti  und  o^,  wovon  a^  an  der 
Seite  b  und  «2  an  c  liegt,  der  Seite  b  mit  6]  und  b^  und  der 
Seite  c  mit  C|  und  e».  Die  vorhandenen  rechtwinkligen  Dreiecke 
ei^eben  dann  leicht  die  folgenden  Beziehungen: 

.    (6)     k*=a2-6i2=c^-ftj,a, 
(Ä3«=a«-Ci2=6a-C22; 
woraus  sich,  vermöge. 


(7)     j6i+A»=6, 


sofort  ableiten  iSsst: 


«1= 2^         '        «>-        ^S~' 

(8)    ^*i=— 26 •        °«=~2Ä ' 

V 

aus  welchen  Gleichungen  man  wiederum  findet: 
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Die  iDhaltsbestimmung  erfolgt  durch: 

(10)    2/>==  a./«i  =  b.h^  =  C.Ä3 
Aus  (9)  und  (10)  folgt  dann  weiter: 

(11)     <Ä3.aa  =  /'i.Ci , 


IV. 

Der  Mittelpunkt    des    umschriebenen    Kreises. 

Der  Radius  desselben  sei  R^  die  Lotlie  von  dem  Mittelpunkt 
auf  die  Seiten  a,  b,  c  seien  ferner  li,  I2,  /s»  so  dass  /i  das  Loth 
auf  a  ist. 

Dann  hat  man: 

(12)    Ä«=JaH/i''  =  |A"H»=Jc»+4' 

und 

(13)    2D=aJi  +  bJ2  +  cJi,    vergl.  (5). 

Wenn  man  sich  nun  erinnert,  dass  früher  gezeigt  wurde: 

Aai=aiH=li,     Bbi—bjl=l^,     Cci=Ciii=:l^; 

»o  verwandelt  sich  die  oben  aufgestellte  (ileichheit  der  drei  Pro- 
ducte,  in  welchen  diese  Grössen  vorkonuiien,  in  folgende  Glei- 
chungen : 

(14)     j/i(Äi-2/,)=/3(A3-2/,), 
'i;j(V-2g=/3(/i3-2/,). 

Weil  aber  durch  B,  D,  H,  G  ein  Kreis  sich  legen  lässt,  so  wird 
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t  #24 .  A|  =  €^ .  c«    Ebenso 

(15)     hl^.h^—a^.a 

I 

Eliminirt  man  aus  der  ersten  dieser  Formeln  hi  vermöge  (10), 
80  ergiebt  sich: 

4=g^(6«  +  c«— a«).     Elienso 
(16)     \  4=^(«Hc«-Ä«), 

Diese  Ausdrücke  lassen  sich,  wenn  a-{-b-{-c=^o  gesetzt  wird, 
auf  folgende  Form  bringen  : 

/i  =  g^.t0(a-.2a)-2Äc), 
(17)     \   /i=^.{0(a-26)-2acl, 

/3=^.U(<y-2c)— 2iiÄi. 

Es  fiUlt  nicht  schwer,  aus  dem  Vorigen  die  Wertlie  von  /|,  l^^  l^ 
noch  in  anderer  Gestalt  darzustellen.    Aus  (12)  folgt  nämlich: 

(18)     •^/,«-^a=J(c«-a»), 

Multiplicirt  man  femer  die  erste  Gleichung  in  (15)  mit  a,  die  zweite 
mit  ö  und  berücksichtigt  (8)  und  (10),  so  ist: 

2/i./>=Ja(6«  +  c2^a*) 


und 


2(8./>=j6(a«  +  c«-A'^). 


23 

mithin 

2/>(/i-ü=J((a  +  *)«-c«|.(6-ii), 

wie  sich  nach  einigen  leichten  Transformationen  ergiebt  Hier- 
nach bildet  man  ohne  Mähe  auch  die  Werthe  fflr  2Z>(/|— ^)  und 
2I>(4— 4)  y  und  erhält  so : 

(19)     '7i-4  =  ^-<tf-26), 

li|-73=  g^-  0(cr— 2a). 

pividirt  man  jetzt  die  Gleichungen  (18)   entsprechend   durch   die 
in  (19),  so  kommt: 

_2D    a+//_2/>     tf-c 


(20) 


/i  +  «8  —  ":;"  •  ^   OA  —  ~:r  •  ^_oa  » 


tf    tf— 26       tf    tf— 26 

2Z>    6+c_2D   ff-g 
/^  +  *-"7"'ä=2a"-'0"J=2i' 

Die  Addition  dieser  Ausdrücke  führt  zu: 

and  die  Subtraction  der  Werthe   in  (20)    von  dem    letzten   end- 
lich zu: 

^    D    (g— 6       g— c       ff—«} 

'i  —  a  •  /ff— 2'6  +  ff-2c  "~  ff-2al  ' 

^^       ,,       Z)    (ff  — a      -ff  — c       ff— 6) 

/  — :^    \ff— tf       ff~6       ff— c) 
i^  -  a  •  |tf-.2a+  Ö-26""  ff-2cj  " 

Aus  den  so  eben  abgeleiteten  Formeln  kann  man  viele  neue 
Beziehungen  folgern;  so  führen  die  Gleichungen  (17)  in  Verbindung 
mit  (13)  zu  dem  folgenden  Werthe  von  />: 
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(23)    16Z>«=  a«(6«+c«-«2)  +  ^«(a^+c«— Ä«)  +  c*(a«+62-c«) . 
Nun  ist  aber 

und 

und  man  erhält  also: 

il6ß2=:2„2(^2  f  c«— a«)+(a2+6«-r2)(aH<^*-^^).  Ebenso 

oder 

(25)16A)a=2a«(Ä«+c*-a2)+2Ä2(o*+e'2-Ä2)--(a2+c«— 62)(6He2-a2) 

(analog  noch  zwei  andere  Ausdrücke), 

was  vermöge 

und 

2fl2(Ä2+€2— a«) = 4a2c2  ^.  2a2(Ä2-rt2-c'2) 
sich  verwandelt  in: 

(26)    16/>2  =  Aa^c^  -  (a« + c^  —  ö'^)^ , 

(ähnlich  noch  zuei  andere  Formen). 

Und  hieraus  folgt  leicht  der  bekannte  Werth: 

]6ß2  =  (a  f  6  tc)  (a+Ä— c)  (« + c— 6)  (ä+c-  o)  . 


V. 


Die  durch   die  llüheri    bestimmten  Dreiecke,    die  I\lit- 
telpunktc  der  ein-  und  angeschriebenen  Kreise. 

Die  Dreiecke,  weiche  nur  von  den  llöbon  und  Seiten  des 
Dreiecks  ABC  eingeschlossen  werden,  bestimmt  man  ohne  Wei- 
teres aus  ilcn  schon  gegebenen  Formeln,  namentlich  aus(8),  (10), 
(16)  und  (24).    So  findet  man  z.  H. 
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(27)  ^^c^=£!l|^.(*!±£l=f^y. 

(28)    ^BGIlJ^^±^^^.('^±^'^)\ 

(29)    A^/iD==,^/>.?-i^5— ^. 

Wir  holen*  jetzt  noch  eine  Bestimmung  nach  in  Betreff  des 
Radios  des  umscbriebeneo  Kreises;  aus  (12)  und  (16)  folgt: 

I 

4 

Der  Zähler  des  Factors  von  t  ä^  ist  hier,  nach  einer  mit  (26) 
analogen  Formel,  nichts  Anderes  als  ib^c^,  und  man  erhalt  also: 

(30)    R  =  jjj . 

Dieser  Gleichung  stellen  wir  sofort  diejenigen  zur  Seite,  welche 
fiSr  den  Radius  des  eingeschriebenen  und  die  der  angeschriebenen 
Kreise  gelten.  Dieselben  ergeben  sich  mit  Leichtigkeit  aus  (5), 
wenn  man  auf  die  hinzugefügte  Bemerkung  Rilcksicht  nimmt.  Be- 
zeichnet man  den  ersten  Rardius  mit  r,  die  i'ibrigen  mit  T]  ,  r^»  rs, 
»o  dass  Ti  auf  der  äusseren  Seite  der  Dreiecksseite  ä  liegt»  so 
hat  man: 

2/>=r(a+A  +  c), 

(31)      < 

|2Z>=r2(a  +  c-6), 

2D=r^{a  +  b-c). 

Wir  benennen  nun  weiter  FG  mit  «,  DG  mit  j5,  DF  mit  y, 
den  Inhalt  des  Dreiecks  DFG  mit  D  und  den  der  Dreiecke  BHC, 
JHC,  AHB  mit  A  ,  />2,  />3;  ferner  G^=6Fniit  a,,  FX^FZ 
mit  02,  Dy=zDZ  mit  ^2»  ^^^  Radien  der  dem  Dreieck />FG  ein- 
und  angeschriebenen  Kreise  mit  q,  Qi  ,  ^2  >  P3  *  so  dass  Qi  zum 
Mittelpunkt  ^  gehört,  die  Seiten  des  Dreiecks  XYZ  mit  Si,  fe» 
1«,  die  des  Dreiecks  PTV  mit  if | ,  u^f  113,  die  des  dem  Dreieck 
PTV  an  der  Ecke  Ä  entsprechenden  Dreiecks  mit  »j,  tjj»  ^3»  ""^ 
die  dem  Dreieck  an  der  Ecke  C  angehörigen  mit  iff| ,  w^^  w^,  end- 
lich den  Inhalt  der  vier  letzterwähnten  Dreiecke  mit  A»  Ai» 
A2»  As* 

Bestimmt  man  zuerst  die  Dreiecke  Z>| ,  Z>2>  i^3>  so  ergiebt 
sieb  aus  (10),   (16)  und  (24): 
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-^1= Tg2j ö"Cr  4lJ.Ui^=ar.ai.a2, 

r32^    J/> -(''*+*!=^i*!±£!=£5  Ann     a«aa 

'      _  (aHc«-i«)  (6«+c«-a«)  .«#>-,«.. 

jf/j — vg.T „      4£i.jt/3=:c'*.Ci.Ca. 

Jetzt  suche  man  a,  /3»  y  zu  finden.    Es  verhält  sich: 

a:a=Ä3— 2/3: 2/^  (\FGHcOi^CBH). 
Dahei  ist 

'^'"^'»""  8c/> 

und 

flo  dass  man  bekommt: 

'«=2fe"^**+^*~«'^  =  T^'    ^''^"^^ 

y  =  2-ä(«'+^^-^^)=¥-- 

Die  Addition  dieser  Werthe  liefert  unter  Beriicksichtigung  von 
(23)  die  einfache  Beziehung: 

SD^      2D 
(34)    a+ß+y  =-^=-^,  wegen  (30). 

Addirt  man  die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (23)  und  sub- 
trahirt  die  erste  davon»  so  erhält  man  als  Factor  von  ^  .  den 
Ausdruck : 

6«(a«+c«— A«) + c\a^-\^b'^-c^) — a«(ö«+ca— a«> 
=I6/>2-2a*(6He*-a2)  nach  (23) 
=  (a«+Ä«-c2)(a«+c*-6«)  nach  (24) 
=  16/>.Oi    nach  (32). 

Daher  wird : 


27 


'     ,  SP./),      2D,  „. 

/J  +  y— «=-^^=-gi   wegen  (30). 


(J5)     ^«  +  y--^_-^^_    ^   , 
„.»       ._8Ä/),_2/>, 


^  Nan  kann  man  den  Formeln  (31)  entsprechend  Beziehungen 
iwi«chen  D,  a,  ß,  y,  q,  q,,  q^,  pj  aufstellen,  welche  unter  Be- 
facksichtigung  von  (34)  und  (35)  übergehen  in: 

fl)=~^~-,Q  oder  DM=:D.Q  wegen  (30). 
(36)     \ 

Die  mit (30)  entsprechende  Gleichung  heisstR^-^  oderD.ß 

=  -M-,     weil    ö^    ^er  Radius  des    um    />FG    beschriebenen 

Kreises  ist;  die  Gleichsetzung  dieses  Werthes  mit  denen  in  (36) 
fuhrt  zu  folgenden  Bestimmungen: 

^ßy 

Q  —  2D' 

in  -^Py 

(37)     ^ 

_aßy 

Aus  (33)  geht  ferner  hervor: 

(38)    ai3y  =  g^^(aH6«-c2)(a2+c*-62)(6Hc2-«*). 
\%ir  unterwerfen  diesen  Ausdruck  folgender  Transformation: 
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c/Jy  =  -g^(160*(6'»+c»— a«)— 2a«(6*+<;«— a«)*|  nach  (24) 
=  g-^  •  1 16Z)«(a»+6«+fc*)  -  2a«(16/)»+(6«+c»-a*)*)  I 


=  ILß .  "'^^c^"'  -  «Ac  nach  ('26), 


d.h. 


(39)    «ft.+  o6r=2/)«. -^^ =D. jj-ß 

Den  hierdurch  bestimmten  Werth  von  aj3}' benutzen  wirzur  Fest- 
Stellung  der  Werthe  der  Radien  ^^  ^i»  q^j  Qz  vermöge  (37);  man 
findet: 

l'>—abc  ^"  +"  +*^  ^     2/>  —  4ß 

oder    4ß.p=a»+6*+c«-8Ä», 

(40)  ^<?i=ä67(*'+<''-°')  "<>"  4R.Qi  =  bHc^-a*, 
lft,=  ^  («a+c"-A»)  »  4Ä.ea  =  a»+c«-6«, 
e,=^  («H6«-«»)      „        4ß.ft=««+*'-c». 

# 

Die  vorstehenden  Formeln  eignen  sich  sehr  gut  zur  Cntwickelung 
von  Beziehungen  zwischen  unseren  Radien.  \Vir  führen  von  die- 
sen Relationen  folgende  an: 

(40)    hmQ2      =l>(«+i?-y), 

kQQiQz        =D(a+y-|3), 

\2qq2Q3       =I>(/3+y-«). 

Bildet  man  das  Product  von  a  in  (33)  und  der  Werthe  von  ^2,  ^3 
in  (40),  so  ergiebt  sich: 

«^293  =  326^Sä(«H^*-c;^)  («Hc*-^*)(ÄHc«-««) 
~  lR^    wegen  (38) , 
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d.  h. 


i)  ~2/e' 


indem  rtj^=zD   ist. 

Bildet  man  aber    ferner  die  Summe  der   Aasdriieke  in  (40)« 
so  gelangt  man  zu : 

92  +  93  =  "jj~  •    Ebenso 
ß9i93 


(42)     <9i+93  = 


D 


Die  Entmckelung  von 

(«+/5+y)  (/5+y-a)  +  («+y-/?)  (a+/»-y) 

zeigt  ohne  Schwieri£i;keit,   dass  es  nichts  Anderes  ist,   als  ißy; 
mit  Hülfe  hiervon  erhält  man  aus  (34)  und  (35) : 


ßy- 1?2  — 


Aus  (36)  aber  findet  man  vermöge  (41): 

(43)  D\R*=zDDiD^Dj^. 
Auch  folgt  aus  (36): 

woraus  man  durch  Addition  mit  Benutzung  von  (43)  ableitet: 

DDi  +  D^D^ 

991  +  9^93  = J^2 » 

d.  h.  wegen  des  obenstehenden  Werthes: 

l99i  +  9293=^ßy» 

(44)  ^pP2  +  Pip3=«y» 
'p^s  +  PiP2=«^- 
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Die  Dreiecke  an  einerlei  Ecke,  in  welche  DFG  durch  die 
Lothe  HX,  UV,  HZ  zerlegt  wird,  sind  congruent;  deshalb 
hat  man: 


d.h. 


D  =  2.  AGÄX+2.  Aß/'Äs  («,  +y).^ , 

^«1  =  2  ^*'+/'"^) »  ^®**  ^^  ~  («+/^+y)«P  •    Ebenso ; 
(45)     ^ai=2(«  +  y  — 15), 

Die  Entfernungen  des  Mittelpunkts  H  von  />,  F,  G  bezeichneo 
wir  mit  2ri ,  2rs>  2r8  und  erhalten  für  sie: 

(46)     4iri«=:^Hi?»*,    4ra*=P*+«.*,    4i^*=^*+ai«. 

2D 
Da  jedoch  ^=     .q.      ist,  so  fuhrt  dies  mittelst  (45)  zu: 

.  ,_  16Da  +  (« f pty)» (jg+y-«)« 
^'^i  -  J(«+i5+y)« 

Die  beiden  Summanden  des  Zählers   in  diesem  Bruche  enthalten» 
far  16D^  den  aus  (26)  folgenden  bekannten  Werth 

{^■{■ß-^-y)  («+iS-y)  («+y-/5)  (/5+y-ß) 

genommen,  («f  j^+y)  (i^+y— «)  als  eemeinschafllichen  Factor,  und 
der  andere  Factor  reducirt  sich  bald  zu  4/?y,  so  dass  man  bekommt: 

'^^^'=^-^^fgr'^-    Ebenso 

/5.y  wird  nach  (33)  =a.02»  d.  h.  = -^    wegen  (32),   und    filr 

■  Ol      ergiebt  sich  aus  (34)   und  (35)  der  Werth    -j^  ,  wodurch 
die  letzten  Relationen  übergehen  in: 
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A 

(48)     ^c^  =  ^. 

die  auch  sofort  aus  der  Figur  sich  ergeben. 

Verbindet  man  den  Durchschnittspunkt  m  von  HD  und  6|Ci 
mit  Z,  so  entsteht  ein  gleich8chenkliges  Dreieck  liZm  ähnlich  dem 
gleichschenkligen  Dreieck  YZD;  m  ist  nämlich  der  Mittelpunkt 
eines  Kreises  durch  Z>,  Y,  //,  Z,  in  welchem  mli  und  mZ  =  1:1 
Radien,  und  j^mHZ  und  ^ÜYZ  Peripheriewinkel  auf  demsel- 
ben Bogen  sind.    Deshalb  verhält  sich: 

Q:Vi  =  Si:ß2,  so  dass  $1  =  0,-^ 


oder 


(49)    si  =  ^,Q  nach  (48),  (45)  und  (35). 


lässt  sich  schreiben: 


and  man  erhält  wegen  (36): 


ii  =  a .  ^  .    Ebenso 

D 

Gehen  wir  jetzt  zur  Bestimmung  von  t/i,  i/^»  t'3  über,  so  ist  klar, 
dass  den  vorher  benutzten  Grössen  2ri ,  ^t^,  '^1^  hier  Aj,  ö^' 
Ct  entsprechen,  und  den  Abschnitten  ß^.  «-2.  cr^  hier  />F=y+ai, 
ttj ,  OE}  analog  sind.    Danach  muss  man  haben: 

V-I~tti  Cfi  -k    ^^ 

«1=2.^-^.^1,    »/2=-^-^-ei»    «3=2. -.p,; 
d.  h. 
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a+j5+y  «+/?—/  ct+y—ß 

Hiernach  lassen  sich  ohne  IMuhe  auch  die  Formein  entirerfen, 
welche  den  Seiten  der  Dreiecke,  die  durch  die  aus  B  und  C 
möglichen  an  das  Dreieck  DFG  beschriebenen  Kreise  bestimmt 
werden,  angeboren.    Es  ist: 

a±ß±i  _a+y— ß  ß+y—ct 

Der  Werth  von  Ui  lässt  sich  schreiben: 

1  sr 

Transformirt  man  dies  mit  Hülfe  von  (10),  (31)  und  (36),  so  kommt: 

D 


vx=a.jj^ 


.    Auf  analoge  Weise  ersieht  sich 


(51)     <u^=b.j^. — j2j — . 
_      D     aHlt^-c^ 


Ehenso: 


(52)     ^ra=a.2^^ j2) 


r3=<? 


D       a2^./^2_c2 


n^        AD 


'2 


und 


D 


3 


(53)     ,tr2=a.2T-- 4^5 


'8 


D    oHc^* 
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Die  Aosdradce  (50),  (51),  (52),  (53)  geben  ein  leichtes  Mit- 
tel  an  die  Hand,   A»  Ai»  As*  As  za  berechnen.    Denn  es  ist 

_  *i*2*3 qftc     D^ 

^""    4g    —   4p  •/>» 


•der 


Weil  aber 


^      D<    a6c    D    l 


fl6c_^  o        5.—  £ 


ist,  ^o  hat  man: 


(54)    A=^    oder  A.^=D« 


Ferner 


oder 


__ututu^  _abc    D»     (a«+c*~6*)(fl»+6«-c») 
^»■"     4^1    —  4piA*  1855 

_D«    a6c   J>^  (fl«+6«-c«)(a^4-c«— &»)       1 
^^  —  Di'AD'Di  KD  'Thih 


Durch  (30),  (36)  und  (32)  verwandelt  sich  dies  in: 

D* 
Ai=?=Fj-    oder  Ai»Di  =  D*.    Ebenso 


D« 


(56)     ^Aa=B^       »     A«ßa=I>** 


D« 
At=5^       „     A8./^=:D«. 

In  den  letzten  Dreiecksbeziehungen  ist  folgender  Satz  enthalten: 

Fällt  man  in  einem  Dreieck  die  drei  Höhen,  so  ist 
das  Dreieck,  dessen  Seiten  die  drei  Verbindungsge- 
raden    der  Hohenfussjpunkte  sind,    die  mittlere  Pro- 

Sortionale  zwischen  dTem  ursprfioglichen  Dreieck  nod 
emjenigen,    welches  entsteht,    wenn  man  die  Fuss- 
pankte   der  vom   HShendurchschnitt   auf  die  Verbin- 

Theil  XIX.  3 
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diifigs geraden   der  HShenfusspunkte    gefällten  Lothe 
mit  elnafldef:,verbindet. 


VI. 

• 

Der    Halbirungspunkt    der    Verbindungsge.raden    zwi- 
schen 4^m'  Huhendurchschnitt    und    dem    Mittelpunkt 
,.^''  des  umschriebenen  Kreises. 

Dieser  Punkt  ist  in  unserer  Figur  der  Punkt  ^  und  seine 
Entfernang  von  «der  Seite  a  durch  I^tK  dargestellt.  Wir  bezeich- 
nen diese  durcn  cox ,  ^o  wie  seine  Entfefnungen  von  den  Seiten 
6  und  c  durch  go^  und  (03;  .  seine  Enffernuogen  Von  den  Ecken 
sind  AMf  BJU,  CM,  welche  wir  Oj ,  e^ii  03  nennen. 


Dann  ist 


1  1 

(Ol  =KaiDpz-  {hl  —  7i), 


aber 


*!— ^  =  — g-^ ••   nach  (10)  und  (16). 


Hierdurch  findet  man ,  wenn  man  (23)  berQcksichtigt : 

6*(a«+c«-6«)  +  c2(a2+6«— c«) 


(5Ö)     <fi)a  = j652>  ^ 


.     Ebenso 


Weil  ferner 


DK=^\aD  =\(aB^BD)  =  \{\a'-a^), 


also 


-BÄ'=ö(3«  +  <'a) 


2^2 
ist,  so  wird: 


4osi«= j  a«  +  aaHAi*+/i*+ö.fl2— 2Äi./i  . 
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Hierill  ist 

0:0«  = 2 '      ^.^  = 2 

Vermöge  dieser  Werthe  ergiebt  sieh: 

[4oa*=iP  +  a»+c«— 6«.    Ebenso 


VII. 

EDtfernungeti   des   Schwerpunktes,    des    Huhendurch- 
scfanittes    und   des  Mittelpunktes  des  umschriebenen 

Kreises  von  einander. 

Die  Entfernung  der  beiden  ersten  Punkte^  welche  sich  in 
BDserer  Figur  als  SH  darstellt ,  bezeichnen  wir  mit  j^»  die  des 
Schwerpunktes  vom  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises.«  In 
der  Figur  5C7,  mit  E^y  die  des  letzteren  vom  Uohendurchscbnitt, 
in  der  Figur  VH^  mit  E^.    Dann  ist: 

(58)  £i=|£s    und  E^=\e^. 

Da  im  Dreieck  BHV  die  Seite  ^17  halbirt  ist  in  ilT,  so  hat  ittan 
nach  einem  in  Mo.  IL   abgeleiteten  Satze: 

oder 
worin 

Folglich  wird: 

(59)  £,«=9Ä«-(o«  +  6»  +  c»). 


3G 

Aus  (40)  ergiebt  sich: 

wodarcb  (59)  übergeht  in: 

(60)  '  £3« = Ä* — 4rR,Q  =  i?(Ä-4p) , 

1I.  b.  die  Entfernung  des  Huhendurchschnittes  vom 
Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  ist  die  mittler« 
Propoj'tionale  zwischen  dem  Radius  dieses  Kreises 
und  dem  Unterschiede  des  eben  erwähnten  Radius  und 
des  vierfachen  Lothes,  weiches  vom  HOhendurch- 
schnitt  auf  eine  Verbindungsgerade  sweier  Huken- 
fusspun-kte  gefällt  werden  kann. 


VlII. 

Entfernungen    der    Mittelpunkte    der    umschriebenen^ 
des    ein-    und  der    angeschriebenen  Kreise  von 

einander. 

Für  das  Dreieck  DFG  hat  H  die  Bedeutung  des  Mittelpunk- 
tes des   eingeschriebenen  und  M  die  des  Mittelpunktes  vom  um- 

•chriiebenen  Kreise,  dessen  Radius   ^R  ist,  so  dass  HlU^z^  El^ 

die  Entfernung  beider  Mittelpunkte  von  einander  darstellt.  Nach 
(60)  hat  man,' 

4Ä^=Ä(Ä-4p). 

In  Besug  auf  das  Dreieck  DFG  sind  ferner  AM,  BMy  CM  die 
Entfernungen  der  Mittelpunkte  der  anfi^eschriebenen  vom  Mittel- 
punkte des  umschriebenen  Kreises.  Ersetzt  man  nun  in  den 
▲ttsdrdckeo  (57) 

durch  ihre  aus  (40)  folgenden  Werthe,  indem  man  zugleich 
^  b:4/Z  nimmt,  so  ergiebt  sich: 

4oi«  =  iiP» +  4Ä.^i=Ä(Ä +  4(»i), 

4o,«=  Ä*  +  4Ä.^2  =  R(R  +  4^2)  > 

4ob«=  R^  +  4Ä.pj  =  /?(Ä+4,)5) . 

Beielchnet  man  daher  die  eben  erwähnten  vier  Entfernungen  in 
Bmur  nuf  das  Dreieck  ABC,  bei  welchem  der  Durchmesser  des 
umschriebenen  Kreises  2/2  und  die  Radien  des  ein-  und  der  an- 
geadhrtebenen  Kreise  r,  ri,  r^,  r,  sind,,  der  Reihe  nach  mit  E, 
Gi»  Et.  El.  so  Ist: 


(61) 
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E3a=:Ä(Ä  +  2r3); 


d.  b.  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  einge- 
schriebenen vom  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Krei- 
ses ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  dem  Ra- 
dius ^es  umschriebenen  und  dem  Unterschied  dieses 
Radius  und  des  Durchmessers  des  eingeschriebenen 
Kreises. 

Für  die  angeschriebenen  Kreise  gilt  derselbe  Satz« 
nur  muss  man  deren  Durchmesser  negativ   nehmen. 

Cm  die  Entfernungen  der  Mittelpunkte  der  angeschriebenen 
Kreise  von  einander»  weiche  in  unserer  Figur  durch  e,  6,  a  dargestellt 
•iod  und  die  wir  mit  A^^  A^t  A^  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC 
bezeichnen  wollen»  zu  finden,  kommt  es  nur  darauf  an,  a»  6,  c 
durch  Stficke  des  Dreiecks  DFG  auszudrücken. 

Nun  folgt  aus  (40)  durch  Addition: 

(62)  J6^=2Ä((),+()8), 
'a«=2Ä(^+^5). 

Setzen  wir  aber  diese  Ausdrücke  in  solche  iiir  das  Dreieck  ABC 
ma,  so  erhalten  wir: 

Ai^==4R(ri+r^), 

(63)  W  =  4Ä(ri+r8), 


d.  h. 
be 


h.  die  Entfernung  zweier  Mittelpunkte  angeschrie- 
ner Kreise  von  einander  ist  die  mittlere  Proportio- 
nale zwischen  dem  doppelten  Durchmesser  des  um- 
schriebenen Kreises  una  der  Summe  der  Radien  der 
beiden  angeschriebenen  Kreise. 

Die  Entfernungen  der  Mittelpunkte  der  drei  angeschriebenen 
Kreise  vom  Mittelpnnkt  des  eingeschriebenen  Kreises,  welche  in 
Bezug  auf  das  Dreieck  ABC  mit  A] ,  A2%  A3  bezeichnet  sein 
mögen,  sind  beim  Dreieck  DFG  durch  2/|,  2^,  21^  repräsentirt. 
T9nn  bat  man  nach  (12): 
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44*=4Ä«— a«=4ft«-2Ä(e,  +  ^)    wegen  (62), 
aber 

^a  +  ^=(?+^ß— ei   wegen  (41), 
ako 

44«=2Ä(^,-rt. 
Hiernach  bekommt  man  für  das  Dreieck  ABC  die  Formeln : 

Ax>--'4Ä(r,-r), 

(64)     iAa«  =  4Ä(r^-r), 

V  =  4Ä(r3-r); 

d.  h.  die  Entfernuns  des  Mittelpanktes  eines  ange- 
scbriebeneu  vom  Alittelpunkt  des  eingeschriebenen 
Kreises  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  dem 
doppelten  Durchmesser  des  umschriebenen  nnd  dem 
tDnterschiede  der  Radien  des  an-  and  des  eingeschrie- 
benen Kreises« 


IX. 

Entfernungen  des  Huhendurcbschnitts  von  den  Mittel- 
punkten des  ein-  und  der  angeschriebenen  Kreise. 

Wir  bezeichnen  diese  Entfernungen  in  Bezug  auf  das  Dreieck 
ABC  mit  F,  F^,  F«,  F3. 

Fällen  wir  im  Dreieck  DFG  von  D  auf  FG  das  Loth  Dd 
und  nehmen  Dh  gleich  dem  doppelten  Loth  Mui  von  M  auf  DG, 
so  ist  h  der  Huhendurchschoitt  in  DFG,  also  Bh  seine  Entfer- 
nung vom  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises.    Man  hat: 

Bh^ = (BX-dh)^  +  (GX—  Gd)^ . 

Hierin  ist 

[vergl.  (10)  und  (16)]  oder 

(««  +  ^-y»)(«»-fy"-/?») 
dh= gjjg 

[vergl.  (24)];  femer 
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Gjr=«,    uDd    GD=^^^^. 

fvergl.  (8)]. 

Entwickelt  man  nao  obigen  Ausdruck  fär  Bh*,  so  kann  mau 
4«!,«  «Ör  HX*+GX*  und  Gä«  =  j^r«»+/3«— y»)*  [vergl.  (16)] 
filr  dh*-i-G€P  setzen,  nnd  bekommt  dann: 

/M«=4e,«+  ^  («»+/5«_^)« 

2g(a«  +  /?«-y«)(««+ya-y)      2«,(a«  +  ß'-f) 
ISöD  ~"  2a 

Ana 

160« = 4a»|J«  -  (««  + /J«  -  y«)« 
MgH: 

16D«       ~  4D*     y  — «     r» 

od  nach  (47)  ist: 


beideo   letzten   Glieder  unseres   Ansdracks     führen   wegen 
^=s  -i-/tXv  *°  ihrer  Vereinigung  zu: 

-2^j^f^=^-UHy*-/3*+(«+^+y)^  ^egen   (45) 

Durch    die  Vereinigung  der  so  entwickelten  Glieder  gelangt 
man  jetzt  zu: 

Die  (Jebertragung  auf  das  Dreieck  ^A0L liefert  daher: 
(66)    F«=4Ä*— 8Är  +  a6+ac  +  6c— (a«  +  6«  +  c«). 
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Um  diesen  Ausdnick  noch  weiter  umzufonnen,  wollen  wir 
Werthe  för  ab+  ac  +  bc  und  a*  +  A*+  c*  herzuleiten  suchen. 
Hierzu  dienen  uns  zunächst  die  Formeln  (44),  aus  welchen  wir 
erhalten : 

« 

aber 

=  ^(r  +  4Ä)«  - 1  (r,«+r,«+r,»)  nach  (41) 

=8Ä«  +  4/?r  +  \r^-\  (r,Hr,»+r,»;, 

und 

*  r(ri+ra+r3)=r(r+4Ä)=r«+4ßr. 

Hierdurch  resultirt: 

(66)     a6+ac+6c  =  SR«  +  8Är  +  |r« — ^  (riHra^+r,«). 

Bestimmt  man  weiter  ans  (31)  die  Werthe  von  ri,  r«,  rj  und 
addirt,  so  findet  man  nach  einigen  einfachen  Reductionen  mit 
Hülfe  des  bekannten  Werthes  von  16Z)^  durch  die  Seiten  a,  b^ct 

(67)     r(rx+r2+r3)=2(a6+ac+6c)  -  (a«-|-6«+c«) . 

Dies  fuhrt  in  Verbindung  mit  (66),  indem  zugleich  r-{-AR  f&f 
'*i'f^a~i-'*8  gesetzt  wird,  zu  folgender  Relation: 

(68)    aH6«+c2=16Ä«-(rHri*+ra*+rs*), 

d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Seiten  eines  Drei- 
ecks und  der  Radien  der  ein-  und  der  angeschriebenen 
Kreise  ist  dem  Quadrat  des  doppelten  Durchmessers 
vom  umschriebenen  Kreise  gleich. 

Hierdurch  nimmt  (65)  folgende  Form  an: 

(69)    2F2=r«+riHraHra*— 4(2Ä«-r«). 
Diesem  analog  sind  die  folgenden  Bestimmungen  gebildet: 
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(70)     J2F4«=rHriHr2Hr8*-4(2iRa^ra«), 
(3F3«=r«+riHr2«+r8*— 4(2Ä«-r3«) ; 

d.  b.  das  doppelte  Quadrat  der  Entfernung  des  Huhen- 
dorchschnitts  von  dem  Mittelpunkte  des  ein-  odereines 
angeschriebenen  Kreises  ist  dem  Unterschiede  zwi* 
sehen  der  Summe  der  Quadrate  der  Radien  des  ein- 
vad  der  drei  angeschriebenen  Kreise  und  zwischen, 
der  vierfachen  Differenz  des  doppelten  Quadrates  des 
Radius  vom  umschriebenen  und  des  Quadrates .  des 
Radios  vom  jedesmaligen  ein-  oder  angeschriebenen 
Kreise. 

Der  Werth  flir  2F^3  hStte  auch  auf  ähnliche  Weise,  wie  der 
von  2F',  durch  directe  Berechnung  gefunden  werden  können,  in- 
dem die  Entfernung  Fi  beim  Dreieck  DFG  durch  hA  gegeben 
ist  Zieht  man  nämlich  durch  d  bis  zum  Durchschnitt  mit  PA 
die  Parallele  dA'  mit  kAy  so  ist: 


dA=hA,    A'P=A'A+AP=hd+Qi 

»d 

Pd^PG^Gd=zFX'^Gd=U'^GX^Gd, 

folglich 

Ä^=  (ei+rfA)«+  (a'-GX'^Gdy . 

Die  weitere  Berechnung  dieses  Ausdrucks,  welche  wir  hier 
^hergehen ,  würde  genau  Jen  obenstehenden  Werth  ßir  2Fi^  ge- 
Befiofft  haben. 


X. 

Entforoungen  des  Ualbirungspunktes  der  Verbindungs- 

Seraden    zwischen    dem    Huhendurchschnitt    und    dem 
littelpunkt  des    umschriebenen  Kreises  von   den  Mit- 
telpanlcten  des   ein-    und  der  angeschriebenen  Kreise. 

Bezeichnen  wir  die  angedeuteten  Entfernungen  durch  H,  Ht, 
Bft>  H39  so  sieht  man  leicht  ein,  dass  jedes  U  in  einem  Dreieck, 
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dessen  Seiten  £3»  das  dem  jedesmaliffen  H  entsprechende  E  und 
das  zugehurio^e  F  sind,  die  Verbindpngsfferade  sein  niuss  zwi- 
schen der  Ecke»  in  welcher  sich  E  «nd  F  schneiden,  und  dem 
Halbirunespunkt  der  Gegenseite  £«.  Deshalb  findet  folgende  Re- 
lation Stett: 

ai)    2e«=Ea+F«— ?JE,«  [vergl.  No.  II.] 

für  jede  drei  zasammengehorige  H,  E  und  F. 

Substituirt  man  hierin  die  in  (61),  (65)  und  (59)  enthaltenen 
Werthe,  so  wird: 

(72)    2H« =\r^-  10Är+a6+ac+6c  -  g  (a*  +  AHc*) . 

Die  Einsetzung  des  in  (68)  stehenden  Werthes  in  die  Glei- 
chung (59)  giebt: 

(73)    £i«=(Ä«+rHriHr«Hr8«)-8Ä*, 

d.  h.  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Huhendorch- 
Schnitts  vom  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises 
ist  dem  Unterschieae  zwischen  der  Summe  der  Qua- 
drate der  Radien  des  um-,  ein-  und  der  ang^schriehe- 
benen  Kreise  und  dem  doppelten  Quadrate  des  Durch- 
messers vom  umschriebenen  Kreise  gleich. 

Die  Einfiihning  der  Werthe  aus  (61),  (69),  (70)  und  (73)  in 
die  Gleichung  (71)  aber  führt  nach  einigen  sehr  einfachen  Re- 
ductiooen  zu: 

2H  =Ä— 2r, 

l2Hx=:Ä  +  2ri, 

(74)     \ 

|2Ha=ß+2ra, 

2H3  =  /?  +  2rs; 

d.  h.  die  doppelte  Entfernung  des  Halbirnngspunktes 
der  Verbindungsgeraden  zwischen  dem  Huhendurch- 
schnitt  und  dem  Mitteloun  kt  des  umschriebenen  Krei- 
ses von  dem  Mittelpunkte  des  eingeschriebenen  Krei- 
ses ist  dem  Unterschiede  zwischen  dem  Radius  des 
ersteren  und  dem  Durchmesser  des  letzteren  Kreises 
gleich. 

Dasselbe  gilt  für  die  angeschriebenen  Kreise  mit 
dem  einzigen  Unterschiede,  dass  man  deren  Durch- 
messer negativ  nehmen  muss. 
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XL 

Die  durch  die  Mittelpunkte  des  um-,  ein-  und  der  an- 
geschriebenen   Kreise    und    den    Huhendurcbschnitt 

bestimmten  Dreiecke. 


Um  durch  die  Bezeichnung  sofort  ausdrücken  zu  können, 
frdche  Punkte  die  Ecken  des  jedesmaligen  Dreiecks  bilden,  wol- 
len irir  fiir  das  Dreieck  ABC  festsetzen,  dass  M,  Mg,  AL,  Mj 
die  Mittelpunkte  des  ein-  und  der  drei  angeschriebenen  Kreise 
reprisentiren ,  während  V  und  H  die  bisheriee  Bedeutung  als 
liittelponkt  des  umschriebenen  Kreises  und  als  Huhendurcbschnitt 
behalten  mögen. 

Wir  betrachten  zuerst  folgende  Dreiecke: 

M|MaM,,    MMsMj,    MMiM,,    MM|M,, 

welchen   beim  Dreieck  DFG    der  Reihe   nach  D^  Du  D^,  Dg 
entoprechen.    Nun  ergiebt  sich  aus  (37): 


on  — "'^y  —  ^ßY(^+ß  +  y)  . 

^^  -IT""        ^i>         ' 

ebenso  erhält  man: 

ZiJl  —  —  C^lj  U.    8.    1. 

Daher  hat  man: 

MiMaM8.8/>=:  2aAc(a  +  6 + c) , 
JMMaM,  .  8/>= 2a6c(6  +  €--0), 
|mM,M8  .SD  =2o6c(a+c-ft), 
1MM1M2 . 8/>  =2a6c(a  +  6  —  c) . 

Demnächst  wollen  wir  bestimmen: 

MMiü,    MMaf/,    MMsü, 

welchen  beim  Dreieck  DFG  offenbar  £f/lM,  /fi?^f  und  UCM 
analog  sind.  Wir  berechnen  also  diese  und  übertragen  die  erhal- 
tenen Werthe  auf  das  Dreieck  ABC. 

Nennt  man  L  den  Durchschnitt  von  AH  mit  FG  und   IV  den 
,   von  AM  mit  FG»  so  ist: 


(75) 
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=  LAP-  LHX"  {WAP^WMa{)^^a^MHX. 

In  den  ähnlichen  Dreiecken  LAP  und  LHX  verhält  sich: 

LP:LX=AP:HX, 

also  auch 

LP+LXiLP-'LX^  AP+  HX:  AP^  HX, 

80  dass 

(AP+HX)(LP^LX)=z(ÄP^NX)(LP+LX) 

ist 

Die  Differenz  der  Dreiecke  LAP  und  LHX  iSs^t  sich  da- 
durch ,  dass  man  LX  auf  LP  abträgt  und  durch  den  Abtragnngs- 
punkt  mit  AP  eine  Parallele  zieht,  in  ein  Trapez  verwandeln,  des- 
sen Inhalt  durch  ^^(^P-I-^AOCLP—Iy^  dargestellt  wird;  wegeo 
der  eben  abgeleiteten  Beziehung  ergiebt  sich  daher: 

LAP-^-LHX^z  ^  (AP-IIX)(LP+LX)=  |  {AP-HX).PX. 

In  gleicher  Weise  ist: 

WAP--  WMu^  =  hAP-Ma^) . Pa^ , 
und  ffir  das  Trapez  hat  man: 

aiMHX=:^  (Mai  +^^).  ^«i- 

Verniuge  dieser  Werthe  wird: 

2HAM—  (AP'^HX),PX'--{AP-Mai).Pai+(^ai+nX).X€ti . 

Setzt  man  hierin  für  PX  seinen  Werth  Pai-\-Xai,  entwickelt  und 
zieht  wieder  zusammen,  so  verwandelt  sich  dies  in: 

2HAM=iMai^nX) .  Pa^  +  (AP+Ma^) .  Xa^ . 
Dabei  ist 


1 


/»«i  =  F«,  -  FPz=  F«,  -GS=l -tt^. 


d.  h. 
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Pai=z^(Y'-'ß)  wegen  (45) 


ond 


jrai  =  Gai  — GA:==^-ai  z=:^(y^ß). 


FolgBch : 

DebertrSgt  man  dies   auf  das  Dreieck  ABC  unter  Berfick- 
der  Bedeutungen  yon  AP,  i^JiC  und  ^a|,  so  ist: 


•  ■_«.• 


4MMi  f7=(c— 6).  (n— r+  2/|  |. 

Aber 

_   _     2Z>  2Z> 4a^ 

•**      ''""6+c— a       a+6+c~  (a+4+c)  (6+c-wi) 


""  4Z>.(o+A+c)  (6+c— a) 
=  j~  (a+4-c)  (a-^c-^)  =  -  ^(62+c*-a^)  + -^ . 


d.  k. 


ri— r=^^— 2/,  wegen  (Iß). 


Also  erhält  man: 

1MMit7.8Z>=a6c(c  — 6).    Ebenso: 
MMal7.8Z>=a6c(c-a), 
MM3l7.8Z>=a6c(a-6). 
Wir  gehen  nua  über  zu  den  Dreiecken: 

MM^H,    MM^H,    MM^H, 

in  B«zug  auf  DFG  durch  HAk,   HBk,    HCh  repräsentirt.    Die 
Betotlmmong  von  HAh  ist  der  vorigen  sehr  ähnlich;  denn  man  hat: 

HAh=EAP'-Ehd  -  (LAP'-LHX)+XHhd , 

wodurch  man  zu  folgendem  Werthe   gelangt: 

^BAh={HX-hd) .  PX  +(AP+HX)\  dX. 
Hierbei  ist: 
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PA=FJl-F/>=  FX—  6A^=«._c,  , 
PX=r—ß    nach  (45), 


rf.T=CJr— <Hl=«,-Grf  =  «,-5!^i^^    [vergl.  (8)], 

SidWftihiirt  »an  diese  Werthe    und  geht  zum  Dreieck  ABC 
ttif .  $#  wird: 


=  (c^6).|r+^.r+^.r,-r,^2A,+4/,}. 


Jkl«r 


.  6+c  a+&+c      2Z>      , 

r+ .r=r  . =: zizL 

a  a  a        ^ 


6+c  _       ö+c-~a_  2D      , 

Fttlgiidi  erbiit  man : 

!MMiÄ8D=a(c-A)(6Hc*-a«).    Ebenso: 
MM,Ä8Z>=A(c-a)  («Hc^-A«), 
MM»Ä8Z>=:c(a-/^)  (aH6«-c«) . 

Die  vierte  Gruppe  von  Dreiecken: 

MiM^U,    MiM,t7,     MJVIjfy 

bestimmt  sich  ieicht  aus  (75)  und  (76)  durch  Addition  und  Sub- 
traction;  denn  filr  das  mit  MiMat7  correspondirende  Dreieck 
ABM  hat  man: 
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ABM==HAS'^(HAM+HBM). 

Dadurch  bekommt  man: 

(78)    MjM.^ t7.8D = abc .  { 4(a+6-c)  -  (ö+  4)  ] 
oder: 

!(2MiM«M-MiMftD)-8^=aMo+&).     Ebenso : 
(2MiM,M-MiM3 17).8/>=  «6c.(a+c), 
(2MaM3M-M2M3  ü).8^ = abc.{b-\-e) . 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  folgenden  Dreiecken: 

MjMa^,    MxMs^,    M^M,^. 
Denn  es  ist  ja: 

und  ABk  hat   in    Bezug   auf  DFG   dieselbe    Bedeutung ,    wie 
MtM^H  bei  ABC.    Deshalb  ergiebt  sich  nach  (75)  und  (TT): 

(80)    M1M4Ä8Z)  =  4a4c.(a+Ä— c)  —  c(a+6)  (aH6*— c«) 

odck': 

i(2MiÄUM^M,M2^.8Z>=c.(a+6;  (aH6*— c«) , 
(2M1M3M— M|M,/0.8Z>= 6.(a+c)  {aH-e^—b'^ , 
(2MaM3M-.MaM8i^.8Z>=a.(6+c)  (6Hc«-a«) . 

Jetzt  bleiben  der  Betrachtung  noch  vier  Dreiecke  übrig,  von 
deren  Bildung  ausser  dem  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Krei- 
ses und  dem  Huhendurchschnitt  je  einer  von  den  Mittelpunkten 
des  ein-  and  der  angeschriebenen  Kreise  Tfaeil  nimmt.  Dies  sind 
folgende : 

UHV,    MiHU,    M^HÜ,    M^HUy 

weichen  beim  Dreieck  DFG  entsprechen: 

JUhU,    AHM,    BhM,    CkM. 

Das  «rste  von  diesen  nriissen  wir  direct  berechnen  und  zwar  in 
ähnlicher  Weise ,  wie  oben  zur  Herteitung  von  (76)  and  (77)  an- 
gewandt wurde.    Es  ist: 

Hhm=HMaiX^  BMX^Mhda^ , 
also 
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=  (ÄA— *««.«,  X + HX—Mtti).dX, 
weil  d«i=iiiiX-\-dX  ist    Aber 

mithin: 

4M^r=(c-6) .  ir— (Ai— 2/1)  +  ^"'"^"'".(r--^)!. 

Hierbei  hat  man: 

Ä  +  c-a  a+6+c      ,,       2/>      ,,     2D  ,  2I>       . 

— ; .r^r- 2r=—: 2»    ,  .  ,      und  — =Ä|, 

a  a  a  a+6+c  a         ^ 

80  dass: 

Ferner: 

a+H-c~8Z)(a+*+c)—     80     ^^      *+''**'    " ' 


und 


*-^A=Hs-(*'+'''-«*)- 


Durch  die  Vereinigung  der  beiden  80  eben  berechneten  Glie- 
der gelangt  man  zu  folgendem  Werthe: 

4ZI       •^^""     AD     '^^^^D  *     ' 
Endlich  ist: 

Will  man  hieraus  den  Werth  der  Parenthese  in  obieem  Aus- 
druck (ürMHÜ  finden,  so  sieht  man  bald^  dass  sich  als  gemsti« 
scbafUicher  Factor  herausziehen  lässt: 

a  +  6  +  c 
4/> 
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uod  der  andere  Factor  wird: 

a{ö+e — ö) — 6e=:(a — 6)(c — a). 
Demzofolge  erhält  man  die  merkwürdige  Relation: 

MHUAD=  }^  (a+6+c)  («-*)  (c^)  (c-A) . 

Jetzt  fallt  es  nicht  schwer,   auch  die  noch  flbrigen  Dreiecke 
ra  bestimmen;  denn  man  hat: 

AhM  =  HAM+HAh  -  BAM 

ood  Shnliche  Beziehungen  gelten  auch  flir  BhM  und  ChM,    so 
man  dadurch  folgende  Zusammenstellung  bekommt: 

MHÜ.SD  =|(c+6+c;(a-Ä)(c-a)(c-6) 

\MiBU.8D  =^(6+c-c) (a+b) (a+c)  (c— 6) , 

02)     . 

jflü.8Z>=5(a+c-6)(a+6)(c— a)  (6+c), 


MaÄK8/>  =^(a+6-c)(a-6)(a+c)(6+c). 

Um  die  so  berechneten  Relationen  för  die  Dreiecke  auch  durch 
die  Radien  auszudrücken,  wollen  wir  noch  Werthe  für  a*,  6^,  c^ 
aUciten.    Es  ist: 

2D_         2D     _  16^  g 

''i~''~6  +  c-a'"a+6+c""  4/>     (a+A+c)  (6  +  c— a) 

a  .  a     2D    2Z> 

=4B(a+^6)(iH-6-c)=  42) -jr  •-;- » 

d.h. 

(83)    r.-r=— . 

I 

NiiD  hat  man  aber  nach  (42): 


und  es  wird  folglich: 


Thtü  \n. 
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**=(ri— r)(ri+r,)=r,r,+r,n— in— rrj , 
c» = (f^  — rX*^  +f^ =n»^"Hyt-^t  — "'s  • 
Hieraus  ergiebt  «ich  weiter; 

a«+f«— Aa=2(rir,-rr50, 

Die  Werthe  Ten  a-\-b,  a — 6  v.  s.  w«  erhält  man  Meht 
<44)  durch  Addition  und  Subtractivn»  z.  B. 


a+-o  = •  a  —  0= — • 

c  c 

Indem  wir  die  überaus  leichte  Transforraatien  spedell  ausa«- 
liniren  für  überflOäsig  halten ,  stellen  wir  die  DreiecIcsbeziebmigeB 
in  der  Weise  sofort  zusammen,  daas  wir  von  jeder  Grappe  vob 
Relationen  nur  eine  anführen,  da  es  ja  nicht  schwer  ftllt,  die 
•analogen  darnach  zu  bilden.    Dann  bat  man: 

MMi  U.8D=  (ri'-r)  (ra— r^  (v,  +iti)  , 
MMiJ?  AD  =(n  — r)(ra— ra)(rara-4Ti), 
»)y(2M,MaM--MiMaD).8«=(r+r,)(n+r,)(rra+rir^, 
|(2M|M,M-MiM«i50.8i>=:  (r+r,)  (n+f^frirj^rr.), 

MB  ü.  32Z>=  -jjj-  (n  -r^  (n^r^)  (rj-r.)  (r,-r)(r»-r)(ra-r). 
Ml  Ari7.32Z>r=  jg;^;--  (n+Tt)  (ri+r.)  fra  -r^  (r^-r)  (r,+r)  (r,  +r) , 
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Nachschrift  des  Herausgebers. 

Der  Herr  Verfasser  des  vorstefaenden  Aufsatzes  sehreibt  mir 
bei  üebersenduog  desselben»  dass  er  bei  dieser  Arbeit  zwar  in 
eltiicen  Pankten  mit  Herrn  MSlImann  io  dem  Aufsatze  Theil 
XVII.  Nr.  XVI.  zusammenffetroffen  sei,  dass  er  al>er  glauiie  sei- 
ner Arbeit  hinreichende  Eigentfafimlicfakeit  beimessen  zu  dflrfen» 
so  dass  dieselbe  sehr  wohl  neben  jenem  Aufsatze  bestehen  l(önne. 
Aoeb  ich  glaube,  dass  auch  diese  Abhandlung  des  Herrn  Lehrer 
Hdlwig  wohl  geeignet  ist  9  das  Interesse  der  Leser  in  Anspruch 
wm  nelmien,  und  habe  ihr  daher  einen  Plats  im  Archive  eingeräumt 


IV. 

Kurzer  Beweis  des  desetzes,  nach 
welchem  die  Schwlnsunssebene  eines 
Pendels  sieh  hei  dem  Foucanlt'schen 
ITersuehe  In  Folse  der  Erdrotation  nm 
die   Tertlkale    des    Anfhansepunkts 

dreht. 

Von 

Herrn  T.  J.  Eschweiler^ 

Director  der  Realtchale  ra  Co  In  a.  R« 


Zur  Ableitung  dieses  Gesetzes  bedarf  es  nur  der  Betrachtung 
desjenigen  sphüriscben  Dreiecks,   welches  von  drei  Bogen  gebir 
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det  wird,  die  den  Himmelspol  P,  das  Zenith  Z  und  den  von  der 
Schwingini^sebene  des  Pendels  getroffenen  Punkt  A  des  Horizonts 
mit  einander  verbinden.  Dieses  Dreieck  ist  nährend  der  Pendel- 
bewegung ein  veränderliches.  Denn  indem  der  Pol  P  stets  und, 
während  eines  Zeitelements  dt,  auch  der  Punkt  A  in  Folge  des 
Strebens  der  Pendelmasse,  in  ihrer  Richtung  zu  beharren,  ihre 
Lage  beliaitefi,  beschreibt  das  Zenith  Z  vernidge  der  Rotation 
der  Erde  um  ihre  Achse  einen  kleinen  Kreis  um  P^  wodurch  die 
Winkel  bei  P  und  Z  sich  beide  stetie  ändern.  Es  kommt  nur 
darauf  an,  die  Abhängigkeit  dieser  Winkel,  deren  erster  sich  der 
Zeit  proportional  ändert,  der  letzte  aber  das  Azimoth  der  ScbWhi- 
^ungsebene  zu  180^  ergänzt,  zu  ermittehi.  Zu  dem  Ende  nehme 
ich  an,  im  Anfang  der  Bewegung  sei  die  Schwingunj^sebene  \m 
Meridian,  ihr  Azimutfa  also  =rO,  nach  Verlauf  der  Zeit  t  «ei  die* 
ses  Azimuth  =^d  und  die  Erde  habe  sich  in  dieser  Zeit  um  den 
Winkel  tp  gedreht;  in  dem  darauf  folgenden  Zeitelement  dt  be- 
trage diese  Drehung  dtp,  eben  so  viel  also  auch  die  Aenderung 
des  Winkels  Pj  die  gleichzeitige  Aenderung  des  Azimuths  sei 
M,  Da  nun  (Taf.  If.  Fig.  3.)  zwischen  den  beiden  Winkeln  Z 
und  P  und  den  beiden  Seiten  AP  und  PZ  (deren  letzte  das  Com- 
plement  der  Polhuhe  oder  geographischen  Breite  /ist)  die  bekannte 
Relation 

cosZP.cosP=  siuZP.cotgP^-.sinP.cotgZ 

besteht  und  Z— 180O— <2,  ZP^W— /  ist,  so  hat  man: 

sin/cosP= cosZcotgPil  -h  BxnPcoXgd . 

Aendert  sich  nun  durch  die  Rotation  des  Erdkorpers  während  der 
Zeit  dt  P  in  P-Stp,  d  gleichzeitig  in  d — dd,  während  /  und  die 
Seite  PA  unverändert  Ueiben»  und  differeozirt  man  demgemSee 
die  vorige  Gleichung,  so  erhält  man  die  folgende: 

sinfeinP89  =  --T--^  — .cosAx)tgdd<p 

otef' 

dd  =  Binlsind^q)  -K  cotgPsin<£cos<fö<p . 
Es  ist  aber,  da  AZ  ein  Quadrant  ist: 

.    n      sin/ 

^•♦»''^tia' 

daher 

dd = sin/8inePd<p  -h  sin/cos</^<p , 
d.  i. 

d</  =  sin/89. 
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Integrirt  giebt  dies: 

ohne  GoBstante,   da  vorausgesetzt  wurde ,    dass  in  Anfange  der 
Zeit  I  sowohl  d  als  9>=0  seien. 

Dies  Resultat  spricht  das  von  Foucault  entdeckte  Gesetz 
aus,  dass  nämlich  die  Geschwindigkeit,  (womit  die  Schwingungs- 
ebene  des  Pendels  sich  um  die  Vertikale  dreht,  sich  zu  derjeni- 
geo«  womit  die  Erde  um  ihre  Achse  läuft,  eben  so  verhält,  wie 
der  Sinus  der  geographischen  Breite  des  Ortes,  wo  das  Pendel 
scbwiiigt,  zu  1. 


Versuche  illier  die  elektrische  In« 

duetion. 

Von 

Herrn  Director  K.  W.  Knochenhauer 

zu  Meiningoiu 


Erste    Abhandlung. 


Als  Einleitung  zu  den  Versuchen  über  die  elektrischen  In- 
ductionen,  welche  hei  Anwendung  der  Nebenbattcrie  hervortreten, 
wurde  von  mir  im  Sommer  1850  eine  Reihe  von  Beobachtungen 
augestellt»  um  daraus  ein  allgemein  gültiges  Gesetz  über  die  Ab- 
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nahine  der  elektrischen  Induction  mit  der  EDtfemung  bensnleiteii« 
Die  Reibe  zerfiel  in  7«wei  Abtheilunffen.  In  der  ersten  waren  zwei 
ebene  zinnerne  Scbeiben  AB  unü  CD  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  von 
IVio  Linie  Dicke  und  18  Zoll  8%  Linien  (par.  M.)  DorcfamesMry 
an  den  Rfindern  mit  4  Linien  breiten ,  nacn  hinten  bervortreto»- 
den  abgerundeten  Holzringen  versehen »  auf  zwei  niassife  gläserne 
Säulen  E  und  F  von  18  Zoll  Hube  und  1  Zoll  Durchmesser  mit- 
telst starker  an  die  Scbeiben  gelStheter  Hülsen  gekittet  Von 
diesen  Säulen  stand  die  eine  F  auf  dem  eisernen  Gestell  K,  die 
andere  auf  dem  Schlitten  J,  der  durch  die  Schraube  L  bewegt 
wurde;  die  bis  auf  5  Zoll  gehende  Entfernung  der  zu  einander 
parallelen  Scheiben  wurde  auf  einem  nach  par.  Linien  eingethell* 
ten  Massstabe  abgelesen.  Ein  63  Zoll  langer ,  1  Linie  starker 
Messingdraht,  der  in  seiner  Mitte  mit  der  als  Gelenk  dienenden 
durcbscnnittenen  und  an  einem  Seidenfaden  hängenden  Kugel  M 
versehen  war,  führte  von  der  Klemmschraube  G  zum  Conauctor 
N  der  Elektrisirmaschine ;  ein  anderer  28  Zoll  langer  Kupferdraht 
(0,513  Linie  Durchmesser)  ging  ebenfalls  von  G  zur  ersten  Kugel 
O  des  Funkenmessers  Q,  von  dem  die  zweite  Kugel  P  durch 
einen  Draht  mit  dem  Erdboden  V  In  leitender  Verbindung  stand. 
Mit  der  zweiten  Scheibe  CD  war  durch  die  Klemmschraube  H 
der  4'  lange  Kupferdrabt  HR  verbunden,  der  zur  ersten  Kugel 
R  eines  zweiten  Funkenmessers  reichte ;  die  andere  Kugel  5  hatte 
eine  Ableitung  zum  Erdboden  F.  Nachdem  die  Kugeln  R  und  S 
in  eine  heliebige  Distanz  von  eiuander  fest  eingestellt  waren, 
wurden  die  Scheiben  AB  und  CD  dicht  an  einander  geschraubt, 
durch  einige  dazwischen  gelegte  Stanniolblätter  gut  metallisch  ver^ 
bunden  und  der  Funkenmesser  Q  so  eingestellt,  dass  beim  Dre- 
hen der  Maschine  die  Funken  mit  gleicher  Leichtigkeit  sowohl' 
tiber  R  und  S  als  fiber  O  und  P  sprangen.  Dies  gab  die  Inten- 
sität J  der  Elektricität,  welche  zum  Durchbrechen  der  Luft- 
schicht zwischen  R  und  jS  erforderlich  war*).  Hierauf  wurden 
die  Scheiben  nach  und  nach  weiter  aus  einander  geschraubt  und 
bei  etwas  schnell  angehendem,  augenblicklichem  Drehen  der  Ma- 
schine diejenige  Distanz  zwischen  O  und  P  oder  diejenige  Inten- 
sität t  gesucht,  bei  welcher  eben  nur  ein  kleiner  Funke  zwischen 
R  und  jS  erschien.  —  Die  richtige  Stellung  zwischen  O  und  P 
Hess  sich  bis  auf  Vso  Linie  genau  angeben;  denn  waren  O  und 
P  zu  nahe  an  einander,  so  zeigte  sich  zwischen  R  und  5  kein 
Funke,  während  die  Elektricität  kräftig  über  O  und  P  ging;  stan- 
den umgekehrt  die  letztern  Kugeln  zu  weit  von  einander,  so  er- 
schienen mehrere  Funken  zwischen  R  und  5,  die  Scheiben  luden 
sich  wie  eine  Flasche  und  entluden  sich  hinterher  durch  einen 
stärkeren  Funken  über  O  und  P,  —  Die  vorstehende  Weise  des 
Ezperimentirens  wurde  aus  dem  Grunde  gewählt,    weil  sie  allein 


*)  Die  Intensität  werde  icb  nnch  meinen  frähern  bereit«  in  Pogg. 
Ann.  mitgetheiiten  Versuchen  stet«  so  angeben ,  dass  ich  auf  jede  halbe 
Linie  Distanz  zwischen  0  und  P  10  ansetze,  ffir  die  erste  halbe  Linie 
Jedoch  19,25.  Man  leitet  also  umgekehrt  aus  der  angegebenen  Intensi- 
tät die  wirklich  gemessene  Distans  von  0  and  P  in  par.  Linien  her, 
wenn   man  von  der  Zahl  8,86  tpbtrahirt  and  dea  Rett  mit  20  dividirt. 
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die  StSrfee  der  Indoction  mit  einer  genügeDdeo  Sicherheit  zu  mes' 
§en  gestattet;  denu  theilt  man,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  der 
ersten  Scheibe  AB  ein  bestimmtes  Mass  von  Elektricität  mit»  so 
weise  man,  dass  diese  Eleictricität  mit  der  gansen  Umgebung  in 
Wecbseiwirkong  tritt;  die  zweite  Scheibe  CD  lOst  sie  hieraus 
mehr  oder  weniger ,  je  näher  oder  je  weiter  sie  von  AB  entfernt 
ist;  der  auf  CD  wirkende  Theil  der  Elektricität  ist  somit  variabel, 
während  ihn  die  spätere  Berechnung  der  Beobachtungen  als  con- 
Staat  voraussetzen  muss.  Steht  dagegen  AB  mit  dem  Conductor 
in  Verbindung»  so  giebt  derselbe  zugleich  die  Elektricität  her, 
welche  durch  die  Wechselwirkung  roß  der  Umgebung  gehalten 
wird,  und  theilt  der  Scheibe  AB  zn  ihrer  Einwirkung  auf  CD  ge- 
naa  diejenige  Intensität  nut,  welche  der  Funkenmessei  Q  anzeigt. 

Ebenso  wenig  durfte  ich  aber  auch  auf  CD  Elektricität  sich  bin- 
den lassen»  einestheils  weil  die  Bestimmung  der  Quantität  der- 
selben auf  der  grosseren  Scheibe  nur  sehr  annähernd  hätte  ge- 
schehen können,  während  jetzt  mein  Apparat  durch  den  ersten 
schwachen  fiber  RS  springenden  Funken  aie  inmier  gleich  starke 
Indoction  auf  CD  una  aus  der  Distanz  zwischen  O  und  P  die 
daza  erforderliche  Intensität  der  Elektricität  auf  AB  mit  grosser 
Scbftrfe  angab,  andemtbeils  weil  bei  der  Rückwirkung  von  CD 
auf  AB  die  Stärke  der  Induction  kaum  mit  völliger  Evidenz  aus 
den  Beobachtungen  herzuleiten  gewesen  sein  wurde.  Waren  meine 
Voraussetzungen  richtig,  so  mussten  sich  bei  constanter  Entfer- 
anag  swischen  R  und  S  die  Angaben  des  Funkenmessers  Q  nicht 
indem,  wenn  die  versciiiedenen  Verbindungsdräfate  iVG,  CO, 
PFt  BR  und  SV  geändert  wurden.  Es  wurden  also  bei  dem« 
sdbea  Stande  von  RS  fOnf  Beobachtungsreihen  angestellt ;  in  der 
ersten  enthielt  der  Apparat  die  oben  angegebenen  Drähte ,  in  der 
zweiten  wurde  eine  Wasserrohre  hinter  P  vor  dem  zum  Erdboden 
Mtanden  Drahte  eingeschaltet,  in  der  dritten  war  der  Draht  HR 
durch  8*  feinen  Neusilberrlrafat  ersetzt,  in  der  vierten  waren  diese 
9  Neasilberdraht  zwischen  N  und  M  eingeschaltet,  in  der  letzten 
eadlicb  ersetzten  dieselben  Sf  den  Draht  GO.  Die  Resultate, 
weldM  die  fifinf  Reihen  lieferten,  wichen  so  wenig  von  einander 
ak«    dass   die   Angabe   der  aus   allen  gezogenen    Mittelwerthe 
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Distaox  zwi- 
schen    AB 
und  CD 

t  auf  AB 
beob.         ber. 

m 
ber. 

0 

18,95 

18,95 

1,000 

2* 

20,23 

20.21 

0,938. 

3 

20,74 

20,71 

0.915 

4 

21.35 

21,22 

0,883 

• 

6 

22,43 

22,23 

0,852 

9 

23,99 

23,75 

0.798 

12 

25.69 

25,27 

0,750 

18 

28,91 

28,30 

0,670 

24 

31,89 

31,33 

0,605 

36 

3731 

37,39 

";  0,50r 

48 

43,73 

43,45 

0,436 

60 

49.53 

49,53 

0,383" 

■ 

Diese  Betrachtungen  zeigen  sogleich ,  dass  die  Intensität  t 
auf  AB 9  welche  eine  gleich  starke  inducirende  Wirkung  auf  CD 
ausübt,  mit  der  Entfernung  beider  Scheiben  von  einander  regel- 
niftssig  steigt  und  dass  nur  die  Zunahme  von  0  Distanz  (der  Ba- 
riihrung  der  Scheiben)  bis  2"'  etwas  stärker  ausfällt,  etwa  so  wie 
sie  ^^1^^*  Distanz  erfordern  würde.    Es  steht  somit  der  Inductioos- 

coefficient  m  unter  der  Formel:  m=T— ; —  ,    worin  a=6 — 0,5  ist 

6  +  a:' 

und  X  die  Distanz  der  Scheiben  in  par.  Linien  angiebt.  BerChren 

sich   beide  Scheiben,  so  ist  a=::b  zu  setzen,    wodurch  der  Fall 

der  metallischen  Berührung   von  dem  fingirten  Falle,   dass  beide 

Scheiben  bei  der  Berührung  noch  durch  eine  nicht  leitende  Schicht 

ohne  Dicke  getrennt  wären,    in  etwas  unterschieden  bleibt.    Man 

berechnet  hiernach  t  aus  der  Formel:  t= ./,  worin   J  nach 

dem  Obigen  die  bei  der  Berührung  vorhandene  oder  die  zur 
Schlagweite  über  RS  erforderliche  Intensität  bezeichnet.  Die  erste 
und  letzte  Beobachtung  gaben  6=38,0  also  a=37,5. 

Eine  zweite  Beobachtungsreihe ,  in  der  die  Kugeln  R  und  i$ 
einander  etwas  näher  standen,  lieferte  als  Mittelbaus  zwei  Ver- 
suchen, in  denen  der  Draht  HR  einmal  aus  4' Kupfer,  dann  aus 
8'  Neusilber  bestand,  folgende  Angaben: 
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Distanz  zivi- 
seben    AB 
und  CD 


i  auf  AB 


\ 


beob. 


ber. 


0 

14,25 

14,25 

2"' 

15,25 

15,20 

3 

15.58 

15,58 

4 

16,12 

15,96 

6 

17.00 

16,71 

9 

17,98 

17,85 

12 

19,16 

18,99 

■  18 

21,40 

21,25 

-24 

23,67 

23.52 

36 

28,15 

28,06 

48 

32,75 

32,60 

6Ö 

37.12 

37.12 

Zar  Berechnung  wurde  aus  den  beiden  äussersten  Beobachtungen 
=38.2  also  a=zZ7,7  gesetzt.  Noch  wurden  bei  verschiedenen! 
lande  von  R  und  <$  nur  die  erste  und  letzte  Beobachtung  bei 
and  48*^  Distanz  der  Scheiben  gemacht^  um  die  Werthe  von  6 
I  Gootroliren. 


Distanz 


i  beob. 


b  ber. 


0 

12,48 

48'" 

28,12 

0 

16,06 

48'" 

36,37 

0 

17,91 

48" 

40,87 

0 

21,69 

48" 

49,62 

0 

25,50 

48'" 

58,37 

0 

28,94 

48" 

66,87 

38,7 


38.3 


37,8 


37,7 


37,6 


37,0 
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Obschon  6  nahe  constant  bleibt^  dass  maa  die  kkinen  Dife- 
renxen  übersehen  kunote,  so  acheint  es  doch  beachtenawerth, 
daaa  die  Werthe  mit  wachsendem  Abatande  zwischen  R  und  S, 
also  mit  zunehmender  Intensität  der  inducirenden  Elektricität»  resel- 
massig  kleiner  aasfielen;  viel  deutlicher  wird  ein  ähnliches  Ver- 
hältniss  hei  den  Versuchen  mit  der  Nebenbatterie  vorkommen.  — 
Da  zu  sichern  Messunsen  ein  etwas  schaell  beginnendes  Drehen 
der  Maschine  erfc^derlu*h  war,  so  wurde  versucht,  wie  weit  das 
plötzliche  Anströmen  der  Elektricität  aus  einer  sich  entladenden 
Flasche  zweckmässig  wäre;  es  wurde  demnach  eine  Flasche  ge- 
laden und  durch  den  vor  MG  eitigeschalteten  Funkenmesser  die 
Entladung  auf  AB  vermittelt;  der  Funkenmesser  erhielt  nach  und 
nach  diejenige  Einstellung ,  welche  einen  einzigen  schwachen  Fim- 
ken  Ober  RS  'zur  Folge  hatte.  Die  Resultate  blieben  dieselben, 
wie  bei  der  frOhern  Anordnung;  des  Apparats,  nur  war  bei  Ein- 
Stellung  des  Funkenmessers  nicht  eine  gleiche  Schärfe  zu  erzie- 
len; der  Andrang  der  Elektricität  auf  AB  war  schon  zu  gewalt- 
sam. —  Zur  Vergleich ung  mit  diesen  Versuchen  ziehe  ich  die 
von  mir  vor  längerer  Zeit  in  Po  gg.  Ann.  B.  08.  p.  214.  begannt 

Gemachten  herbei,  wo  die  auf  einer  kleinen  Kugel  gebundene 
»lektricität  mit  der  Torsionswage  gemessen  worden  war.  Gestat- 
teten diese  Versuche  zwar  nicht  den  Wertb  von  a  zu  bestimmen 
und  waren  sie  insoweit  fehlerhaft,  aU  auf  die  Ruckwirkung  der 
inducirten  Kugel  auf  die  inducirende  keine  Rücksicht  genommen 
werden  konnte»  so  war  doch  eben  diese  Rückwirkung,  wie  di- 
rekte Versuche  schon  damals  zeigten,  »0  gering,  dass  sie  hrichr 
stens  bei  der  kleinsten  Distanz  von  3"^  etwas  sturte.  Die  Ver» 
suche  lehren  zum  wenigsten,  dass  bei  kleinen  Scheiben  M^j( 
Kugeln)  der  Werth  von  6  geringer  wird.  Ich  stellte  meine  Ver^ 
suche  damals  unter  die  empirische  Formel:  mz=zAb^'  (fiher  die 
Bedeutung  der  Bezeichnungen  s.  citirt.  Abb.),  welche  dieselben 
bis  .a:=16d=48'''  recht  gut  darstellte.  Nimmt  man  also  die  da- 
maligen Beobachtungen  als  durch  diese  Formel  gegeben  an,  in 
der  A  unbekannt  blieb,  so  berechnen  sie  sich. jetzt  nach  der 
neuen  Formel: 

17,1^ 

m= 


21,94.1: 
auf  folgende  Weise: 
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Distanz 

mbeob. 

m  ber. 

3'" 

0,707^ 

0,6S7^ 

6 

0,613  „ 

0,613  „ 

9 

0;S49„ 

0,553  „ 

12 

0.S00,, 

0,604,, 

18 

0.428  „ 

0,42»  „ 

24 

0.376  „ 

0.3r3  ., 

27 

0,354  „ 

0,350  „ 

30 

0,301  „ 

0.296  „ 

48 

0,280  „ 

0,245,, 

A  hier  zeigt  sich  die  Gfiltigkeit  der  ans  den  neuen  Beoliaeh- 

klar  entspringenden  Formel,    da  die  Abweichung  bei  3^ 

sich   aus  dem   schon  angegebenen  Grunde   hinreichend 


der  zweiten  Abtheilung  der  Versuche  kam  unter  Blnsur* 
der  Nebenbatterie  folgender  Apparat  in  Anwendans. 
lie  beiden  horizontalen  1  Zoll  starxen  Glasstäbe  AB  und 
af.  IV.  Fig.  2.),  die  in  einer  gegenseitigen  Entfernung 
durch   einen   hölzernen  Rahmen  getragen  wurden,    waren 

Schrauben  und  seidener  Scbnflre  die  beiden  8'  langen 
Iräfate  NACP  und  OBDQ  (0,513  Linien  Durchm.)  gegen 
zieisten  EF  und  GH  ausgespannt  und  trugen  an  Ihren 
kleine  Quecksilbernfipfcben;  die  Stabe  AB  und  CD  und 
em  die  Glasruhren  JK  und  LM  waren  eingetbeilt,  um  die 

der  Drähte  von  einander  zu  messen;  beide  Drähte  konn- 
lem  Rahmen  nur  auf  6  Zoll  von  einander  entfernt  werden, 
ite  Draht  NP  schloss  die  Hauptbatterie  ü,  die  nicht  iso* 
gestellt  vom  Conductor  der  Maschine  aus  geladen  wurde» 
(  den  beiden  Flaschen  1  und  2  bestand;  die  Schliessungs« 
waren  von  ü  ab  iy%K  (Kupferdraht  von  0,513L.  Durchm.), 
nkenmesser  5  und  vK  bis  iV;  auf  der  anderen  Seite 'von 
a3''K.,  von  a  bis  b  16,8  Zoll  Platindraht  (0,081  Linien 
I.)  und  von  6  bis  V  i'  IV  K.  Der  gesammte  Scbliessungs- 
er  Hauptbatterie  betrug  demnach ,  wenn  man  fär  den  Draht 

Flaschen ,  ftir  den  Funkenmesser  und  för  den  Platindraht 
nähernd  richtigen  äquivalenten  Werthe  0,5 — 0,7  —  2  Fuss 
lirt,  im  Ganzen  19' ,9  K.    Der  zweite  gespannte  Draht  OQ 

die  aus  den  Flaschen  3  und  4  gebildete  Nebenbatterte  X, 

glisemen  Stuhlen  gut  isolirt  aufgestellt  war;  es  bestand 
IS  2'K.,  QZ  aus  Qe^SyK.,  ed=W,S  Platindndit 
Linien  Durchm.)  und  dZ=-\f  K,\    die   Gesammtlänge  des 
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Scbliessongsdrahtes  betrug  also  in  fiquivalenter  LSnge  14'.2K. 
Nach  den  von  mir  früher  angestellten  Versuchen  (Jahresber. 
der  Wiener  Akademie.  1849),  in  denen  die  Nebenbatterie 
mit  dem  Drahte  NP  der  Hauptbatterie  unmittelbar  verbunden  ge- 
wesen war,  konnte  ich  ähnlich,  wie  man  aus  der  Stromtheilang 
auf  dem  Schliessungsdraht  einer  Batterie  auf  die  beim  sogenann* 
ten  Nebenstrom  vorkommenden  Erscheinungen  schliessen  kann, 
auch  hier,  wenn  die  Erwärmungen//  und  iY  in  den  Schliessungs- 
drähten der  Haupt-  und  der  Nebenbatterie  mittelst  eines  statt  ab  und 
cd  eingeschaltetenJ^uftthermometers,  das  einen  gleich  langen  aus- 
gestreckten Platindruht  enthielt,  gemessen  wurden,  die  zu  erwar- 
tenden Thatsachen  vorher  annäherungsweise  angeben  und  wusste 
die  Berecbnungsweise,  wie  man  aus  den  Erwärmungen  zu  den 
Stromstärken  gelangt  Zunächst  durfte  ich  erwarten ,  dass  wenig- 
stens ffir  geringe  Entfernungen  der  gespannten  Drähte  von  einan- 
der die  Erwärmung  in  dem  Drahte  der  Neben batterie  bei  zwei 
gleichen  Batterieen  ihr  Maximum  erreichen  würde,  wenn  die  bei- 
den Schliessungsdrähte  von  gleicher  Länge  wären,  dass  dage^n 
bei  ungleichen  Batterieen  das  Maximum  erfolgen  würde,  wenn  sieb 
die  Längen  der  Schliessungsdrähte  umgekehrt  wie  die  Zahl  der 
gleichen  Flaschen  in  beiden  Batterieen  verhielten.  Dann  konnte 
ich  vorher  wissen,  dass  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  eine 
n  fache  Flaschenzahl  in  der  Nebenbatterie  gegen  die  einfache  io 
der  Hauptbatterie  die  Erwärmung  N  um  das  n  fache  stekken 
würde,  und  dass  umgekehrt  N  um  das  n fache  sinken  würdig 
wenn  die  Zahl  der  Ffaschen  in  der  Hauptbc'itterie  vi  mal  grosser 
ist  als  die  Zahl  der  Flaschen  in  der  Nebenbatterie.  Femer  wusste 
Ich,  dass  man  bei  gleicher  Flaschenzahl  in  beiden«Batterieen  auf 
das  Verhältuiss  der  Stromstärken  in  beiden  SchliessungsdrShteo 

gelangt,  wenn  man  aus  dem  Verhältniss  der  Erwärmungen  ^  die 

Quadratwurzel  zieht,  dagegen  bei  ungleicher  im  Verhältniss  von 
l:n  stehender  Flaschenzalil  in  der  Hauut-  und  der  Nebenbatte- 
rie das  Verhältniss  des  nnial  gedrängtem  Nebenstroms  zum  Uaupl- 

ström  aus  V  —77-  erhält.  Endlich  konnte  ich  noch  vorher  er- 
warten, dass  wie  viele  Wärme  die  Hauptbatterie  bei  entfernter 
Nebenbatterie  auf  ihrem  Schliessungsdraht  entwickelt,  sie  genau 
ebenso  viele  bei  thätiger  Nebenbatterie  in  beiden  Schliessunge- 
drähten  zusammen  erzeugen  wurde,  natürlich  unter  der  Voraue* 
Setzung  einer  gleich  starken  Ladung  der  Hauptbatterie  in  beiden 
Fällen.  Es  kam  nun  zunächst  darauf  an,  durch  besondere  Ver- 
suclie  zu  ermitteln ,  ob  unabhängig  von  der  Entfernung  der  beiden 
gespannten  Drähte  von  einander  das  Maximum  der  Erwärmung 
im  Schliessungsdraht  der  Neben  batterie  bei  derselben  Länge  ein- 
tritt und  dann,  wenn  dies  der  Fall  wäre,  in  welchem  Masse  der 
Inducirte  Strom  der  Nebenbatterie  mit  der  Distanz  der-gespani^ 
ten  Drähte  abnimmt.  Zur  Ermittlung  des  ersten  Punktes  wurden 
drei  Reiben  ausgeführt;  zuerst  waren  die  Drähte  OX  und  QZ 
unmittelbar  mit  N  und  P  verbunden,  nachdem  der  Draht  OQ 
fortgenommen  war,  dann  wurden  die  beiden  gespannten  Drähte, 
indem  OX  und  QZ  wieder  mit  OQ  in  Verbindung  standen,    auf 


13*  und  48"  ron  einander  entfernt.  In  den  Scblleeennggdraht 
itr  Nebenbatterie  wurden  nach  und  nach  rsur  ur8|irüngliL'lieu  Länf;e 
L=U',2  K.  noch  2,  4 bis  12'Ä  hlnzugefüpt*).     Die  Erwür- 

fflnogen  ff  und   A  wurden  beobachtet,   daraus  jj  und    das  Ver* 

hiltniss  der  Stromstärken  \  -n  gezogen,  Oberdies  die  gesammle 
frei  gewordene  Wurme  C  berechnet.  Die  Ladung  der  Haunibat' 
tcrie  J  n ar  enlneder  45,-25  ~  53,-J5  oder  61  ,'26 ,  nümlicb  naon  der 
ebee  ansegehenen  Weise  aus  der  Distanz  der  Kugeln  am  Funlcen- 
measer  bestimmt. 


I.  Reibe.    Der  gespannte  Draht  A'P  beiden  Batterieen  ge 


Sclitiessun^s- 

Hr.d.Nebenb. 

=  /,+ 


H     \  11,' 


8- 
lO- 
12- 


45,2511.8 
53,25'l5.0 
45,-25:ll,2 
53,25 14,6 
45,25  11,11 


53,25 
45,25 
53,25 
45,25 
53,25 
45,25 


8,2,0,71:1.1 
10,6  0,7115  C 
8,7  0,77«,  L 

1.1  0,758*  i'' 
9,10,819,1. 

11,60,8-20(|'' 
I  9,2  0,860,1. 
11.8  0,860!  i" 

9.2  0,860,1 
ll.»0,856j>' 

9,00,822, 
ll,6«,822i 

8,4  0,7;« . 
10,7)0,744! 


0,907 
0,861 


1,25,3 
''34,8 
,.25.4 
»34.8 
„25.6 
''34,7 
,i25,5 
»34.9 
257 
*35!l 
25,9 
35,4 
26,'i 
35,2 


2 1«  Reih«.    Die  gespuuitoa  DrIbI«  in  W"  Dtatou. 


SchlieMDug- 

ilr.d.Neben1j. 

=  1  + 

J 

B 

JV 

JV 
B 

V^'' 

0 

53,25 

l»,«'  5,2 

0,279 

0,528 

36,3 

Bl,25 

-•),  6,3 

2' 

53,25 

17,6 

6,5 

0,369 

0,607 

36,1 

51,25 

-•> 

7,6 

4' 

53,25 

16,'i 

8,0kl,492i 

A  CAfil'^''' 

51,25 

19,7 

9,40,475* 

0.696  46,3 

6' 

5.3,26 

15,6 

8,9  0,572  J 

«..«35.8 

51,25 

19,1 

10,5  0.551' 

0,750 

.16,4 

8' 

53,25 

15,4 

9,10,5931 

35,7 

81,25 

18,7 

11,00,586' 

0,768 

46,6 

Iff 

53,25 

15,7 

8,7 

0,558j 
0,544' 

36,0 

«1.25 

19.1 

10,4 

0,742 

46,7 

12' 

53,25 

17,0 

6,9 

0,404j 

36,2 

61,25 

21,0 

8,6 

0,4I0> 

0,638 

18,4 

3(e  Reihe.    Die  gespannten  Difhte  in  48"'  Distanz. 


dt.iNebonb. 

=  L  + 

* 

45,25 

53,25 

4' 

45,B 

5.1 25 

6' 

45,:« 

53,25 

8' 

45,25 

53  -IS 

lO' 

45  25 

53,25 

12' 

45,25 

WVB 

vs 


A 

20.02, 
15,23, 
19,04, 
14,5  4, 


14,1 

17,7 

14.4 

18,0 

15,212, 

19,2l3, 


,00,123, 
0,1  1< 
0,226j 
0,221 ! 
11,293, 


0,21 


'26  7 

».■•"256:1 

,6 


.,70,*)l) 
1,00,3.381 
,0,0,278, 
1,1  0,.285i 
,«10,172, 
,4lU,179i 


0,540 
0,579 


36,1 
26,4 
36,2 

ms 

35,7 
26,1 

l35,9 


Ksch  diesen  Benbacblungen  ist  das  Maxicinm  der  Inductinn 
«Ml  der  g«sei]seitigen  Entrernung  der  ^es|ianiileii  Drähte  aa&b- 
bingig,  dotb  wSren  die  Versuche ,  wie  Aus  Spätere  zeigen  wird, 
richÜKer  angestellt  norden,  nenn  die  Ladung  der  Uauptbatterie 
unverändert  geblieben  n.'ire;  wegen  der  eingefügten  FUtindriifale 
irurden  die  Itleineo  Differenzen  iiieht  tieiuerkbar.  Das  Itlaxiniuiu 
der  InductioD  ündet  statt,  nenn  zu  dem  ächliessungedraht  der 
Hauptbatlerie  =1U',Q  K.  der  äcblie«sungsdraht  der  iNebeubat- 
krie  nklit  ganz  Ü'.'iK.  ist.  Das  Kraltverhältni^s  der  angewaad- 
tm  Hau|ilballerie  zur  Nebenbalterie  ist  nach  meinen  Eruiitliungen 
•i»  ^,0j^;  J.l^i?*),  demnach  sollte  der  ächlies)«ungsdraht  der 
NdwnbaKerie 


19.7X2,073 
-       1,927 


=  2l',2Ä. 


m  den  nohl  nicht 
,  anderntheils  ioa 
eituug  der 


aen;  die  geringe  Differenz  stammt  einestheils  i 

äkDi  genauen  \Verlhen  der  äquivalenten  Längen 
er  Lunechicht  x»Uchen  den  Kugeln  des  in  der 
Uauplbalterie  beriiidlichen  Fuokeniiiesaers ,  die  ebenfalls  in  fiqui- 
nlmtor  LJinge  hinsugel'iigt  nerden  muss.  —  Zur  Berechnung  der 
frei  «^wordenen  W&mie  war  der  Widerstand  de»  liuuptdrahtes 
bH  KQi-ksicht  auf  meine  Angaben  in  l'ogg.  Ann.  U.  79.  u.255. 
=  l,Sl  bei  J=45,25;l,«(  bei  J=53.25  und  1,83  hei  J=61,25; 
4er  Widerstand  des  constantfii  Nebendrahts  betrug  0,94  oder  l,U4, 
Je  nachdem  der  gespannte  Uraht  fortfiel  oder  hinzukam;    der  zu- 


*)  Die  Kraft  einer  Flatche  beallmmt  man  enlveder  nai  Thermo- 
melertieobarhlungcni  wie  viin  mir  Pug^.  Ann.  11.  79.  p.  ÜSS.  geschehen 
Ml,  die«  fiali  Fl.  1—0.981,  Fl,  2=1,072,  FI.  3=:U,8B0,  Fl,  4=1,051; 
•far  iNui  Xkhlt  die  Ladung  derFlaivhen  bis  xa  einei^  feden  Schlaj^weitB 
■itMlat  einer  kleinen  Lane'achen  Fluaebo,  va.»  dae  bequemate  Verfah- 
nm  iai;  ich  erhielt  so  Fl.  I=:U,UHB,  Fl.  8  =  1,094,  Fl.  3=0,878,  Fl.  4 
=  1,M0[  oder  nmn  bringt  die  Fintchen  am  besleo  lu  je  zwei  cii  einer 
Ftaxhenaäule  tnaammeii,  wobei  alier  ilet*  iwei  Bcubai'h tunken  mit  Tcr- 
lälencr  Fiilge  der  Flanchen  angenlellt  werden  niüascn,  weil  die  hieinin 
MS  ntir  angegebenen  Glieder  der  Fxrmel  (PiigR.  Ann.  H.  19.  p.  SM.) 
■itblfaar  liertiirlrelen  und  die  S|iniinung  der  turderaLen  Flaache  gegen 
<••  fulgcnde  ilcigera.  Icth  mag  hier  niclii  nnnb  einmal  auf  die  Verhäll- 
■isw  I»«  einer  Flaaehenaäule  eingehen,  vielleiubt  Gndet  atch  hu  einem 
■adftD  Urle  Cielegeaheil,  die  niuhc  unliedeuienden  Fehler  beaondera  her- 
Tvrsabeben,  wrlehc  dnrch  die  Verbindii'ng  einer  grnaiiern  Lane'ichcD 
Fljucke  mit  dem  letalen  iaolirlen  Glied«  der  Säule  lierbvigefuhrl  und 
nabearhiet  geluaicQ  wurden  alnd;  iuh  bemerke  nur,  daa«  man  die  gleiehe 
L«diuig  der  Säule  alleia  dadurch  erreiclirn  darf,  daii  man  die  innere 
Bclerung  des  erden  loil  der  äniiern  nicht  iaiilirten  Belegimg  de«  le(i- 
t»  Cliedea  duirh  einen Urahl  mit  cingeachuhenem  Funbenruea.er,  deaaen 
Kagela  in  conatanler  Entfernung  bleiben,  vtrbindel.  Seihat  in  dieaeui 
Fall*  ntich  lergt  aich ,  wie  flueinirenü  die  Ladung,  ist  indem  Umalande, 
4aaa  längere  Funbeu  ctwaa  zu  frühiritig  üLera|iniigen;  in  Folge  dieaei 
Vwalandes  slellen  aich  auch  die  iwiachen  den  Flaaehen  alntl  findeaden 
Differrntfn  etwn*  au  grn»  heraus.  Meine  Beobachtungen  geben  mir 
ri.  I=D.B58,  Fl.  2=1,124,  Fl.  3=0,862,  Fl.  4=1.016.  Uie  Mittel- 
cablen  aua  den  drei  verschiedenen  Bealimmungsarlen  «ind  FL  l:=0,9T6, 
fL  S=1.097.   Fl.  3=0,877,   Fl.  4  =  I,OSO. 
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geRigte  Kapferdraht  machte  0,02  auf  je  2^  Die  Constante  a  des 
Thermometers  gaben  besondere  Beobachtungen  für  die  beiden 
ersten  Reihen  0,0062,  ffir  die  letzte  an  einem  andern  Tage  ange- 
stellte Reihe  0,00635.  Bei  einer  einfachen  Entladung  der  Haopt- 
batterie  war  also  das  frei  gewordene  WSrmequantum  C=25,60 
bei  J  =  45,25;  35,45  bei  J= 53,25  und  46,90  bei  J= 61,25.  Das- 
selbe Wärmequantum  erscheint  nach  den  vorstehenden  ßeobach- 
tnncen  ebenfalls,  wenn  beide  Batterieen  zu  gleicher  Zeit  thfitig 
sind.  Die  kleinen  Differenzen  der  ersten  Reihe  erklären  sich  da- 
raus, dass  die  Wärme  in  dem  gespannten  Drahte  szzH  gesetst 
werden  musste,  was  ificht  vollkommen  genau  ist;  das  eine  abwei- 
chende Resultat  bei  12'''\  Distanz  der  Drähte  weist  auf  einen 
Beobachtungsfehler  hin*). 

Nach  Erledigung  des  ersten  Punktes  kam  die  Abnahme  der 
Induction  mit  der  Entfernung  in  Betracht.  Der  Schliessungsdraht 
der  Hauptbatterie  blieb  unverändert  wie  vorhin ,  der  SchliessuBSs- 
4raht  der  Nebenbatterie  wurde  dagegen  um»  7%',  also  bis  zu  2V,SK 
verlängert,  worauf  in  einer  zweiten  Reihe  ^K,  in  ihm  durch  16'3  Pl^ 
tindrant  ersetzt  wurden.  In  beiden  Reiheu  stieg  die  Distanz  der 
gespannten  Drähte  nach  und  nach  bis  auf  48'"  auch  findet  maa 
den  Fall,  wo  die  Nebenbatterie  mit  dem  Draht  OP  verbanden 
war,  unter  0  Distanz  notirt.  Das  Verhältniss  der  inducirten Strom- 

VN 
wj  wurde  in  der  ersten   Reihe  oaeh 

der  Formel 

\  /f~-  93,5+ar' 
in  der  zweiten  nach 


VN_     43,7 
Ä"~55,7  +  x 


berechnet,  worin  x  die  Distanz  der  gespannten  Drähte  in  Linie» 
bezeichnet. 


*)  Seitdem  ich  den  nicht  nnbedentenden  Wideritand,  welches  die 
darchbrochene  LafUcbicht  darbietet,  in  Anschlar  bringe,  fällt  die  Aa* 
nähme  einet  beiondern  Widerstands  in  der  Batterie  fort,  den  ich  hei  der 
Rereohnnng  meiner  in  den  Jahreiber.  d.  Wien.  Acad*  mil 
Beobachtungen   ohne  weitem  Beleg  herbeiziehen  muMte. 


«5 


Iste  Reibe. 


Distanz 

J 

// 

X 

N 

v:; 

Mittel 

Ü 

beob.|  ber. 

0 

45,2S 

11,2 

9,6lo,8441 

S3,25 

14,2 

12,00,842  0(122 
9,2;o,860i    • 

46,25 

10,7 

53,25 

13,9 

11,!I|U;856' 

3'" 

4ä,25 

11,7 

8,30,707| 

53.25 

14,9 

10,6l0.708  0840 
8,010,703  "'^ 

0339 

46,25 

11,4 

63,25 

14,2 

10,10,710 

6" 

45,25 

11,7 

7:70,660 

63,25 

14,6 

7»:?|ffl  ».«^ 

0,414 

46,25 

11,6 

53,25 

14,5 

0,40,651 

■12"' 

45,25 

12,0 

7.10,5113 

53,25 

16,4 

9,00,586  0,766 

0,7«7 

46,26 

12,1 

7,10.585     • 

53,25 

16,1 

8,90,686 

24'" 

45,25 

13,2 

6,4 

0,481 

33,25 

16,4 

7,7 

1-474  0,690 

0,(tS9 

46,26 

13,1 

6.2 

0.4T?     • 

53,26 

16,2 

7.6 

0,469 

3ö"' 

45,25 

13,5 

5.3 

0,398 

5.3,26 

167 

6,6 

".»6  0.028 

0,626 

45,25 

13.6 

5,4 

0.394     • 

63.26 

17,2 

6,7 

0.390 

48'" 

43,26 

14,1 

4.7 

0,336 

53,25 
45,25 

17.6 
14,3 

6.6 
4.6 

0,321  0571 
0,3-23     ' 

0,672 

63,25 

17.6 

5,7 

0,326) 

M 


Di.illin> 

J 

« 

X 

7> 

Mittel 

"      heub.j  ber. 

0 

45,25 

Ö.4 

7,1 

»■"S 

53.» 

12,0 

9.1 

»■5««  0,873 

43,-25 

9J> 

7,2 

53,25 

11,9 

9,1 

0^763' 

3" 

46,25110.7 

6,00,558 

53,25113,6 

7.4|0,gl  0.747 

0,743 

4g,25|lO;4 

53,23 

13,6 

0- 

45,25 

11,2 

53,25 
45.S 

14,1  !7,0,0,498(  0,706 
ia9!5,4'0,5ÜO     ' 

0,707 

53,25 

13,»i6,9  0.496 

13- 

4S,25ilI,ft4,8ü,41C, 

53,2514,76,00,407  0  (HO 

0,645 

45,-2ä 

11.7 

4,8  0,412; 

53,25 

14,7 

5,9  0,405) 

24™ 

45.28 

13,0 

3,9  0.202, 

53,25 

16,2 

5,00,31»  0  640 

0,548 

45,25 

12,9 

3,90,301 

53,2S 

16,0 

4,6 

0,2891 

36"' 

45,25 

13,6 

3,1 

0,230) 

53,25 

119 

3,7 

».■^■•H  0,475 

0,476 

45,26 

14,0 

3,2 

0,228     • 

53,2« 

17,23,9 

a2iM' 

J8"' 

45,25 

14,3 

2,6 

o,ia;i 

53,25 

18,0 

3.2 

W"'  0,426 

0,421 

45,26 

14.5 

2.7 

0.186     ' 

53,25 

18,0 

3,2 

0,181 

Beide  Beubaclitungsreihen  führen,  nie  man  sieht,  aur  die- 
selbe Formel  »eiche  Ab«n  aan  der  litduclioii  bei  Scheiben  her- 
geleitet  ivunle,  nur  ist  tt  n)«rltlicb  lileiner  uln  b,  ein  Umstand, 
aber  den  «r^t  nach  vollständiger  Untersiicbunc  des  ganzen  Ge> 
biete«  eine  feste  Ansicht  ausgesprochen  werden  lianti.  —  Eine 
neue  Reibe  lieferte  der  Fall,  via  die  Nehenbatlrrie  doppelt  so- 
viele  Flaschen  cnthiiit,  als  die  Haiiptbaltcrie.  Leider  standen  mir 
nnr  4  Flaschen  zu  GebAle.  so  tluss  die  Haiiplbalterie  nur  eine 
Nr.  1,  die  Ni<lipnbal(erie  7:wei  Flasciien  Nr.  3  und  4  erhielt;  der 
vorhandene  kSlmni  tvar  zii  schtmch  utifl  ich  konnte,  obechon  ich 
die  Reibe  ebenfalls  wiederholte,    nicht  die  geivGnschte  Sicherheit 


ii  den  Angabeo  «rzielen ;     ich   werd«  daher  nnr  die  gefundenen 

VffhiltD isszahlen     »  mittheileo.       Das    Maximum    der    lodtiGUoii 

find  titatt,  als  der  Schiiessungsdraht  der  Uanptbntterie  3i^  FuM 
In;  nar,  der  Nebendraht  dagegen  zwischen  17  und  19  Fuss;  die 
Ichlere  LSnge  wurde  beibehalten. 


Distanz          -r. 

^Mittel 

V^^""!- 

V^b». 

0        IJGO  W38 

1,834 

0,876 

3"'     ll.sai  l,->23     l,2ii9 

0.784 

0,774 

6         I.IB-  1,133     1,095 

0,740 

9''äS 

12        Ü.8S0  0.912     0,«!« 
!M        O.iai  0.1183     0,039 

0,609 

0,678 

0,374 

0,582 

36        0,500  0,5341    0,517 

0.508 

0,510 

48       -O.JäO  0,430 

0,425 

0,401 

•  0,454 

INt  Abnahme  der  Induction  wurde  nach  der  Formel 


N_ 49,5 

2ff-~61.0  +  ar 


kracfanet,  die,  ao  weit  es  erwartet  werden  konnte,  die  Beobaeh- 
kMen  annlbernd  darstellt  Der  Werth  der  Reihe  besteht  nur 
dmn  n  teigen,  dasa  bei  der  getroffenen  Anordnung  der  Batte- 
rlm  der  indacirte  Strom  stNrker  alf  der  Hauptstrom  ist,  wie  dies 
tma^asetst  werden  konnte. 

Das  Merk wjird igele,  was  fdr  mich  als  neue  Thatsache  aus 
Aasen  Versuchen  hervorging,  war  dies,  daes die  Induction  selbst 
Uer,  wo  die  Platindrfthte  sie  sehr  herabdrücken,  so  sehr  lang- 
nm  mit  der  gegenseitigen  Entfernung  der  gespannten  DrKhte  ab- 
lahra,  und  somit  eröffnete  sich  dfe  Austiicht,  bei  Anwendung  des 
Fmkenmessers  in  der  Nebenbatterie,  wo  man  dann  die  ganzen 
SeUieiMungsdrShie  aus  Kupferdraht  bilden  konnte,  eine  noch  bei 
weitem  langsamere  Abnahme  der  induction  zu  erzielen.  Um  dies, 
bestiligt  zu  finden,  wurden  die  Batterien  zu  je  zwei  Flaschen 
wieder  hergestellt  imd  die  PlatindrBbte  ba  und  cd  (Taf.  IV.Fig.2.) 
farch  je  2*  AT  ersetzt,  wobei  der  Schlierisuocedraht  der  Nebenbat' 
lerte  die  L&nge  behielt,  welche  vorher  das  Maximum  der  In- 
Irction  ^liefert  hatte*).  I>er  Funkenmenser  S  der  Hauptleitung 
Wkara  eine  feste  Stellung,  die  J^3I,35  machte;  ein  anderer 
Fmkenmesser  Y  verband  nach  Taf.  IV.  Fig.  3.  so  zwei  Std- 
lea    des    Scbliessungsdrabts    der    Nebenbatterie,     dass    FA='2', 


Ob  dnrch  diene  Sabititolion  dai  MaiimDm  aticng  getreffoii  n 
:,  dürfte  nit^l  ((ana  •icher  »ein. 


rZ=l'  war,  er  verband  also  iirei  Punkte,  die  nm  Sy^'f  vor 
der  innern  und  SuKsern  Belebung  abatanden.  Entlud  sich  jetzt 
die  Uauptbatterie  über  S,  au  konnte  den  Kugeln  von  ¥  leicht  die- 
jenige Entfernung  von  einander  gegeben  werden,  bei  der  noch 
eio  Funken  fibersprang;  die  Messun((  nar  ungemein  scharf,  sichar 
biR  auf  '/«o  Linie  genau.  Die  beobachteten  Spannung.tdiffereiizeB 
(FM.  in  der  Tabelle)  musslen  hierauf  auf  die  totale  Sjiannungo- 
differenx  i  der  Nebenbatterie,  niinilich  auf  die  Spannung  zvfischen 
ihrer  innern  und  äussern  Beleeune  zuriictfgefiihrt  iverden.  Dies 
konnte  geschehen,  «eil  sich  nie  nebeuhatlerie  ivMhrend  der  Ent- 
ladung der  Hftuptbatterie  grade  wie  eine  sich  entladende  Batterie 
verhäft,  die  Spannung  also  von  innen  nach  aussen  auf  demSchliea- 
8ungsdraht  cur  LSnge  desselben  nruportional  abnimmt*);  es  muHste 
demnach  eineslheils  die  Grüsse  nestimmt  nerden,  um  Kelche  die 
von  y  angegebenen  Spann  ungsdifferenzen  zu  klein  sind  (vergl. 
Pogg.  Ann.Bd.7&  p.  Q6.  und  die  dort  citirte  frChere Ahhandl.). 
anderntheils  eine  ErgHnzung  der  so  conigirten  Spatinungsdiffereu 
für  31/j'A'.  bis  zu  den  Belegungen  vorgenommen  werden.  Hienn 
wurde  bei  3*"  Distanz  der  gespannten  Drbhte  der  Funkenmeaaer 
Y  noch  um  5,  dann  um  10  Fuss  neiler  zuriickeestellt:  in  der 
ursprünglichen  Stellung  gab  er  22,13,  5'  zun'iclc  1Q,S6  und  10* 
zurück  t2,6'2,  also  nufl'K  eine  Abnahme  der  Spannung  von  i,1S 
und  1,3C  oder  im  Mittel  von  1,3-2.  Da  nun  zuischen  den  beiden 
Punkten,  welche  F  zuerst  verband,  noch  18,4 /f  als  Schliessunga- 
draht  lagen,  so  sollte  die  beobachtete  Spannnngsdifferenz  24,39 
statt  22,13  gewesen  sein;  es  fehlten  soiqlt  2,2tl,  welche  Zabi  not 
um  etwas  grüstier  ist  als  die  auf  dem  Schliessunesdrahl  einer  gv 
wühnlichen  Batterie  gefundene.  Nach  dietiem  Resultate  mua«t* 
zu  den  beobachteten  Aahleii  zurtächsl  2,26  addirt  und  dazu  daiiB 
die  Spannungsdiffereni  fpr  V/,'  K.  bis  auf  beide  Belegungen  hin- 
zugefügt werden,  am  die  totaU  Ladung  i  der  Kebentialterie  ai 
ernalten.  Dies  ist  in  der  nachstehenden  Tabelle  geschehen,  woria 
unter  FM.  die  ursprünglich  beobachteten  Zahlen,  unter  t  beoh. 
dagegen  die  daraus  abgeleiteten  totalen  Ladun^n  der  riebenliat 
terie  eingelragen  sind. 


Distanz 

FM. 

■  beob 

i  her. 

3™ 

23.16 

29,1 

29.0 

6 

21.66 

28,5 

28,5 

12 

M,75 

27,4 

27,5 

24 

19,V2 

25,6 

25,7 

36 

17,94 

24,1 

24,1 

8 

16.7-2 

22,6 

22,6 

60 

15,69 

21,4 

2U 

n 

14,75 

20,3 

20,3 

•)     El   frRKl   «ich,    wie  weit  die  g 
die  regelmMilge  Abnahme    ■Itrea ; 
■chwer  lu  rrlangen  aein. 
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Znr  Berecbnang  des  inducirten  Stroms  in  seinem  Verhällni^s 
mm  Hauptstrom  wäre  es  jetzt  noch  notbig  gewesen,  die  Ladung 
£  der  ^'ebenbatterie  zu  kennen,  die  sie  erreichen  miisste,  wenn 
Haupt-  und  Nebenstrom  einander  gleich  sein  sollten.  Man  würde 
mit  dieser  Zahl  die  beobachteten  Werthe  von  t  dividiren  und  die 

Quotienten  m  unter  die  Formel  m=  i  ,      setzen«  also  t=y   ,     » 

Den  einzigen  Anschluss  dürften  hierzu  die  von  mir  in  Pogg.  Ann. 
B.  71.  p.  343.  roitgetheilten  Beobachtungen  gewähren*),  danach 
wäre 

31,25x2xFl.l  +  2     ^, ,,, 
^—      Fl.  1+2+3+4      -'^-'*^' 

•oait  «=145,5,  6  =  158,2  und  die  Differenz  zwischen  a  und  6 
würde  den  obigen  Tbermo|neterbeobachtungen  entsprechen;  ich 
frage  indes«  Beaenken,  den  Werth  von  E  schon  jetzt  so  bestimmt 
feetsiisetaKen »  und  ich  will  deshalb   lieber  das  Produkt  aE  unge- 

trenol  lassen.    Die  Formel  zur  Berechnung  ist  dann  t  =  f7ircrT''* 

®  158,2+0? 

Dm  Beachtenswertheste,  was  diese  Reihe  lehrte,  war  die  wirk- 
lich sehr  langsame  Abnahme  der  Induction  mit  der  Entfernung  der 
gespannten  Drähte  von  einander  und  dazu  die  Sicherheit,  welche 
Se  Messungen  mit  dem  Funkenniesser  gewährten.  Es  entstand 
■omiC  die  Aufgabe,  die  Beobacbtuni^en  über  den  inducirten  Strom 
der  Nebenbatterie  zunächst  nach  dieser  Seite  hin  zu  erweitern ; 
£e  gewonnenen  Resultate  werde  ich  in  der  folgenden  Abhandlung 
darlegen. 


*)  Ich  bemerke  hier,  dnne  in  der  cit.  Abliandlnng  die  Spanonng, 
elM  dfe  Nebenbatterie  erhält,  irrthümlicherweine  aucb  auf  die  Hnnpt- 
latterie  vihreod  ihrer  Eotladong  übertragen  worde«  ict,  wofor  keine 
Be«kechftn«gen  sprachen.  Ein  andere«  Verseben  werde  ich  in  der  fol- 
Abhandlnog  verbessem. 
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VI. 

Heber  manlelflftclie  und  Tolumen  cy< 
lindrlscli-hafartlgrer  KSrper. 

Von 

Herrn  Doctor  Wilh.  Schell, 

Pmatdoceoten  an  der  Universicät  in  Marbnrg, 


Der  Durch^chnittsraum  eines  Flächenwinkels  mit  einem  fcnini- 
roen  Körper  hat  im  Allgemeinen  eine  Gestah«  weiche  der  eines 
Hufes  nicht  unähnlich  ist.  Die  Mantelfläche  und  das  Vohime» 
eines  solchen  Hufes  können  mit  Hülfe  der  Integralrechnung,  bei 
gewissen  Formen  des  durchsetzten  Raumes  auch  durch  Betrtdi^ 
tungen  gefunden  werden,  welche  sich  auf  die  Lehre  vom  ScbweA» 
punkte  ebener  Curven  und  Flächenräume  gründen.  Für  einig» 
Fälle ,  in  welchen  der  durchsetzte  Raum  ein  gerader  Kreiscylinder 
ist,  können  jedoch  diese  Hülfsmittel  durch  rein  geometrische  er- 
setzt werden,  wie  sich  dies  im  Folgenden  zeigen   wird. 


I. 

Ein  gerader  Cylinder  mit  kreisförmigem  Querschnitt  (Taf.  II. 
Fig.  4.)  werde  von  zwei  Ebenen.  BDB'D'  und  BABA'  ge- 
troffen. Die  erstere  stehe  senkrecht  auf  seiner  Axe,  sei  also  ein 
Kt eisschnitt,  die  zweite  sei  ein  schiefer  elliptischer  Schnitt.  Die 
Durchschriittslinie  BB'  beider  Ebenen  treffe  die  Cylinderaxe  in 
einem  Punkte  C;  sie  steht  demzufolge  auf  der  Cylinderaxe  senk- 
recht und  ist  gleichzeitig  Durchmesser  des  Kreisschnitts  und  kleine 
Axe  des  elliptischen  Schnitts.  Eine  Ebene,  welche  durch  die 
Cylinderaxe  geht  und  senkrecht  auf  BBf  steht,  liefert  die  grosse 
Axe  AÄ'  des  letztern. 


71 

I 

Die  beiden  Ebeoeo  BDB'D'  and  BAB'A'  schneiden  nun  aus 
em  Cylinder  zwei  congruente,  hufartige  Körper  ABB'D  und 
\' B'BD  heraus,  deren  jeder  von  den  Ebenen  eines  Halbkreises 
lit  einer  halben  Ellipse,  sowie  voh  der  krummen  Fläche  eines 
ylinderzweiecks  umschlossen  wird  und  eine  geradlinige,  aber 
wei  krummlinige  Kanten  besitzt,  nämlich  die  Linie  BB'  uiid  die 
'mfnnge  der  ebenen  Grenzflächen.  Wir  wollen  einen  solchen 
iorper  einen  „geraden  Cylinderhuf  mit  einer  die  Cylin- 
eraxe  rebhtwinklich  schneidenden  Kante''  nennen. 

Die  Ebene  CAD,  welche  die  Cylinderaxe  und  die  grosse  Axe 
er  elliptischen  Grenzfläche  enthält ;  theilt  die  Oberfläche  und  das 
'^olunien  des  Hufes  in  zwei  gleicht  Theile;  ihre  Durchschnitts- 
(pir  mit  der  Gesammtoberfläche  des  Hufes  ist  ein  rechtwinkliches 
Dreieck  CAD,  welches  wir  den  Uauptschnitt  des  Hufes  nennen 
ollen.  Eine  dreiseitige  Pyramide  endlich ,  deren  Ecken  in  -den 
ookten  A,  Z>,  B,  ß'  liegen,  möge  die  dem  Hufe  eingescbrie- 
me  Pyramide  heissen. 

Fflr  die  Mantelfl«*{che  und  das  Volumen  des  Hufes  gelten  als« 
um  die  beiden  8ätze: 

L  Die  Mantelfläche  eines  geraden  Cylinderhufes 
it  einer  die  Cylinderaxe  reobtwinklich  schneiden* 
en  Kante  ist  das  Vierfache  des  Hauptschnitts. 

2.  Das  Volumen  desselben  ist  das  Doppelte  der 
ingeschriebenen  Pyramide. 

Beweis  1«  Bezeichnet  man  den  Radiu» />6^(Taf.  II.  Fig.  5.) 
!r  krelsfSrniisen  Grenzfläche  mit  H^  die  Halbirungslinie  ^l>  der  Man- 
Micbe  mit  /f,  so  ist  der  vierfache  Inhalt  des  Uauptschnitls  2RIi. 
iebt  man  nun  durch  die  Endpunkte  eines  Hogenelementt^s  mm' 
SS  Halbkreises  BDB'  die  beiden  ErzeugungsTinien  der  Mantel- 
Iche,  nämlich  mn^  in'n',  so  ist  das  kleine  Tranez  mm*n'n  ein 
lement    der   Mantelfläche.    8ein  Inhalt   ist,    da  (iie  Erzeugungs- 

lien  auf  dem  Bogenelemente  senkrecht  stehen,  s=mn,mm'.  Durch 
II  legen  wir  nnn  zwei  Ebenen ,  eine  senkrecht  zum  Haupfsch^itt, 
•  andere  durch  die  Cylinderaxe.  Die  erstere  schneidet  den 
iaaptschnitt  in  einer  Geraden  m"n''=ivin.  die  zweite  bildet  mit 
em  Rauptschnitt  einen  Winkel,  den  wir  mit  i^  bezeichnen  wollen. 
OS  der  Aehnlichkeit  der  in  der  Ebene  des  Hauptschnilts  liegen- 
Hi  Dreiecke  ADC  und  n"m"C  folgt  nun 

m"n'''.m"C^AD:DC 
id  da 

m"n"=mn,   m"C=::Ri:o^^ ,  AD=ii,   DC=^R 
i,  so  ergiebt  sich  hieraus 

I 
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Daher  ist  der  Inhalt  des  FiächeDeleinenta  mm'n'm' 

H.mm'.coB'^ 

und  der  Inhalt  der  ManteMfiche  des  Hufes  also  die  Summe  aller 

H,mm'.co8^  oder,  da  ff  für  alle  Elementec  onstant  ist,  so  ist  dieser 

Inhalt  gleich  dem    Produkt  aus  H  in  die  Summe  aller  mm^cos^• 

Es  bedeutet  aber  mm'.costf;  die   Projection   des   Bogenelementes 

mmf  auf  die  Kante  BB*  des  Hufes  und  es  ist  folglich  die  Summe 

aller  mm'.cos^  gleich  der  Länge  dieser  Kante,  d  i.  =21^.  Dar 
Inhalt  der  Mantelfläche  des  Hufes  ist  also  2Rff,  w.  z.  b.  w. 

2.    Der  Hauptschnitt  theilt  die  eingeschriebene  Pyramide  lo 
zwei  gleiche  Pyramiden,   deren   gemeinschaftliche  Grundfläche  er 

ist  und  deren  Höben  BC  und  B'C  sind.  Daher  ist  ^i^^^das  Vo- 
lumen der  eingeschriebenen  Pyramide.  Legen  ivir  nun  durch  jede 
der  beiden  Erzeugungslinien  mn,  w!n*  und  die  Cylinderaxe  eine 
Ebene,  so  schneiden  diese  aus  dem  Hufe  eine  Elementarpyra- 
mide mm'Cnn!  heraus,  deren  Basis  das  Flächenelement  mmn'mf 
und  deren  Hohe  Cn:=^R  ist    Der  Inhalt  einer  solchen  ist  also 


X  R,  mnn'm' 

und  die  Summe  aller  solcher  Pyramiden  des  Volumen  des  Hufes. 
Diese  Summe  Ist  aber  gleich  dem  Produkte  aus  » JB  indieObec* 
fläche  des  Hufes,  d.  h.  gleich 

\r.'1RH  =^\r^H y  etc. 

Co  roll.  1.    Bezeichnen   Sl  und   V  die  Mantelfläche  und  das 
Volumen  des  Hufes,  so  bestehen  also  die  Gleichungen 

Sl=2RH,     r=\R^H, 
aus  welchen  durch  Elimination  von  2//A  folgt: 

v-\rsi. 

Eliminirt  man  R,  so  ergibt  sich 

Corel I.  2.    Bezeichnet  man  den  Neigungswinkel  der  beiden 
ebenen  Grenzflächen  des  Hufes  mit  e,  so  wird  H^^Rigv,  mithin 
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Ä=2Ä«tgr,     F=*3Ä».tg».*) 

Coroll.  3.  Es  seien  M  und  C  die  MantelflScbe  und  das 
Volumen  eines  geraden  Cylinders  Ton  der  Hohe  U^  aus  welchem 
Qoser  Huf  geschnitten  werden  kann ,  so  ist 

Verbiodet  man  diese  Gleichungen  mit  den  beiden  eben  gefundenen 


Sl=z2RH,     F=|ä«^, 


fo  folgt: 


OD  Jp 


2ß 

Dm  nun  —  der  Abstand   des  Schwerpunktes  der  halbkreis- 

4Ä 

Kante  Büß'  und  w^-  der  Abstand    der  Fläche    dieses 

Halhkreises  von  jder  Kante  Bß'  ist,  so  enthalten  diese  Gleichun- 
gen die  beiden  Sätze: 

« 

,,Das  Verhältniss  der  Mantelflächen  des  Hufes  und  des  Cylin- 
dcra  von  gleicher  Hohe,  aus  welchem  er  geschnitten  ist,  ist  gleich 
dem  Verh^ltniss  der  Entfernung  des  Schwerpunkts  der  halbkreis- 
förmigen Kante  von  der  geradlinigen  Kante  zur  Länge  der  letz- 
ten, und: 

„Das  Verhältniss  der  Volumina  des  Hufes  und  dieses  Cylin- 
ders Ist  gleich  dem  Verhältniss  des  Abstaiides  des  Schwerpunk- 
tes der  halbkreisförmigen  Grenzfläche  am  Hufe  von  dessen  Kante 
snr  Länge  dieser  Kante/' 

CoroU.  4.  Der  Kurper  Aßß'A  (Taf.  H.  Fig.  6.)  ist  die 
Diferenz  zwischen  einem  geraden  Cylinder  und  zwei  congruenten 
Hafen  von  der  erwähnten  Beschaffenheit.  Bedeuten  wieder  R 
cnd  H  den  Radius  des  Querschnitts  und  die  Hohe  des  Cylinders« 
iw  ist  die  Mantelfläche  dieses  Körpers 

2nRH^UlH=2(n''2)RH, 
und  sein  Volumen 

»Ä«tf- 3  Ä«/y  =  (TT  —  J)  Ä«Ä. 


*)    S.  MoierHirich,  Sammlang  gcomctrisclior  Aufgaben.  ThI.H., 
8.  961. 
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Die  GrundflSche  dieses  Kdrpers  ist  ein  Kreis  AEA'E')  senkrecht 
zu  dieser  können  durch  die  Cylinderate  zwei  Schnitte  gefiihrt 
werden,  von  denen  der  eine  ein  gleichschenklichcs  Dreieck  ACA' 
ist  und  die  beiden  grossen  Hulbaxen  der  elliptischen  Grenzflächen 
enthält ,  während  der  andere  ein  Rechteck  JÖß'E'E  ist  und  durch 
die  gemeinsame  kleine  Axe  der  elliptischen  Grenzflächen  geht. 


II. 


Schneidet  man  (Taf.  IL  Fig.  7.  a,  b)  einen  geraden  Kreis* 
cylinder  mit  zwei  schief  gegen  dessen  Axe  geneigten  Ebenen 
BAß'  und  BA'B' ,  deren  Durchschnittslinie  BB'  die  Axe  in 
einem  Punkte  C  trifft  und  auf  ihr  senkrecht  steht,  so  erhält  man 
einen  hufartigen  KOrper,  welcher  zwei  ebene  elliptische  Grenzflä- 
chen besitzt.  Die  Kante  Bß'  ist  die  gemeinschaftliche  kleine 
Axe  derselben,  ihre  grossen  Axen  liegen  in  einer  durch  die  Cy- 
linderaxe  gehenden  aui  BB*  senkrechten  Ebene,  welche  die  Han- 
telfläche und  das  Volumen  des  Hufes  halbirt.  Die  Durchschnitts- 
fi^r  dieser  Ebene  mit  dem  Hufe,  nämlich  das  Dreieck  ACA\  soili 
wieder  der  Bauptschnitt  und  eine  Pyramide ,  welche  die  vier  Schei; 
tel  Af  A'y  B,  B'  zu  Ecken  hat,  die  dem  Hofe«  eingeschriebene 
Pyramide  heissen.    Dann  gelten  auch   hier  die  beiden  SStzet  - 

■ 

1.  Die  Mantelfläche  eines  Cylinderhufes  mit  zwei 
elliptischen  Grenzflächen  von  cemeinschartlicher, 
kleiner  Axe  ist  das  Vierfache  des  Uauptschnttts. 

2.  Das  Volumen  desselben  ist  das  Doppelte  der 
eingeschriebenen  Pyramide. 

Beweis.  Da  BB'  senkrecht  zur  Cylinderaxe  ist,  sö  kann; 
man  durch  diese  Linie  einen  Kreisschnitt  BDB'  legen.  Hledürbli' 
erhält  man  zwei  Hufe  von  der  unter  I.  beschriebenen  Art.  näm- 
lich ABß'D  und  A'B'BD,  deren  Summe  oder  Differenz  der  Huf 
ABB'A'  ist,  je  nachdem  dessen  elliptische  Grenzflächen  auf  ent« 
gegengesetzte  oder  auf  dieselbe  Seite  des  Kreisscbnitts  fallen. 
Ebenso  ist  der  Hatiptschnitt  und  die  eingeschriebene  Pyramide 
des  Hufes  BAB*A*  die  Summe  oder  Differenz  der  entsprechenden 
Grossen  der  Hufe  BAß'l)  und  BA'B'D.  Daher  ist  (nach  I.) 
die  vierfache  Summe  oder  Differenz  der  Hauptschnitte  von  BABU 
und  BA'B'D  gleich  der  iMantelfläche  von  BABA\  und  die  dop- 
pelte Summe  oder  Differenz  der  diesen  Hufen  eingeschriebenen 
Pyramiden  gleich  dem  Volumen  von  BAB*A\  d.  h.  die  Mantel* 
fläche  des  Hufes  BABA*  ist  viermal  so  gross  als  dessen  Haupt- 
schnitt, und  sein  Volumen  doppelt  so  gross,  als  seine  eingeschrie- 
bene Pyramide. 

Corel I.  1.  Ist  also  wieder  SL  und  V  die  Mantelfläche  und 
das  Volumen  des  Hufes  mit  zwei  elliptischen  Grenzflächen  ^  R 
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der  Radiotidefl  Kreisuchnittes  und  H  die  Verbindungslinie  der 
Scheitel  A  und  A  der  grossen  Azen  der  Grenzflächen,  so  hat  man 

Beaeichnet  man  die  Neigungswinkel  der  ebenen  Grenzflächen  ge« 
gen  den  Kretsschnitt,  nämlich  j^ACD  und  ^A*CD,  mit  v  und 
r,  so  wird 

//=Ä(tgr±tgrO, 
■idiin 

■ 

Ä=2ft«(tgr±tg»'),     F=|Ä»(tgr±tgrO.*) 

Cor  oll.  2.  Da  der  Flächenraum  des  Hauptschnittes  und  da« 
Valnnien  der  eingeschriebenen  Pyramide  sich  nicht  ändert,  wenn 
die  Punkte  A  und  A^  fest  sind ,  während  C  sich  auf  der  Cylinder- 
aze  bewegt,  so  folgt,  dass  die  Alantelfläche  und  das  Volumen 
eioeif  Hufes  mit  zwei  elliptischen  Grenzflächen  von  gemeinsamer 
kleioeD  Axe  sich  nicht  ändert,  wenn  der  Mittelpunkt  dieser  Flä- 
eheii  eine  zur  Verbindungslinie  der  Scheitel  der  grossen  Axen 
parallele  Grade  beschreibt. 

Corel  1.  3.  Schneidet  man  einen  geraden  Kreiscylinder  mit 
einein  Ebenenbflschel,  dessen  Axe  die  Cylinderaxe  rechtwinklich 
ftrift,  so  liegen  die  Scheitel  der  grossen  Axen  aller  elliptischen 
2icfcnifte  in  zwei  Erzeugungslinien  des  Cylinders,  wie  AA'.  Ea 
Terhalten  sich  die  Mantelflächen  und  die  Volumina  der  entstehen- 
den Hofe  wie  ihre  Scheitellinie  AA\  Sind  insbesondere  vier 
Ebenen  des  Büschels  harmonisch,  so  stehen  auch  die  Mantel- 
iichen  und  Volumina  von  vier  entsprechenden  Hufen  in  harmoni- 
.•eher  Proportion. 


111. 


Bowerd^  (Taf.  IL  Fig.  8.)  ein  gerader  Kreiscylinder  von  zwei  Ebenen 
JBAV  und  BA' B'  ^escnnitien.  Beide  Schnitte  seien  schief  gegen  die 
Cylinderaxe  gefuhrt,  ihre  Durchschnittslinie  BB'  trefi'e  diese  Axe 
in  einem  Punkte  C,  habe  im  Uebrigen  aber  eine  beliebige  Neigung 
gegen  sie.  Diese  beiden  Ebenen  schneiden  aus  dem  Cylinder 
dDon  Hü(ABB'A'  heraus,  welcher  von  zwei  elliptischen  Flächen 
hegreoMt  wird,  deren  gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  Cist.  Um  die 
Axen  dlener  Ellipsen  zn  Gnden,  legen  wir  durch  C  einen  Kreis- 
schnitt des  Cylinders,   derselbe  trifft  die  Ebenen  der  Ellipsen  in 


*)    8.  Meier  Hirsch  a.  a.  O. 
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ihren  kleinen  Axen  ßß'  und  yy*.  Senkrecht  zu  diesen  Geraden 
fuhren  uir  durch  die  Cylinderaxe  die  Schnitte  CAD  iini\  CAi^; 
sie  liefern  die  grossen  Halbaxen  CA  und  CA'  der  Kllinseii  und 
bilden  einen  Winkel  DCD*:=:\jl  mit  einander»  welcher  (fem  Win- 
kel ßCy  gleich  ist,  den  die  kleinen  Axen  einschliestfsen.  Die  bei- 
den letztgenannten  Schnitte  treffen  die  C^Ünderfläche  in  zwei  Er- 
zeugungslinieo  Z>^  miAD'A\  welche  durch  die  Scheitel  därgrcuH 
sen  Axen  der  ebenen  Grenzflächen  gehen;  die  Stucke  AD  und 
A'D'  derselben,  von  diesen  Scheiteln  bis  zur  Peripherie  des  Kreis« 
Schnitts  gerechnet,  mögen  mit //und  77'  bezeichnet  werden,  die  Drei- 
ecke CDA,  CD*A',  welche  die  grossen  Halbaxen  und  diese  Linien  H 
und  H'  enthalten ,  sollen  die  beiden  Hauptschnitte  des  Hufes  heis- 
sen.  Bezeichnet  man  endlich  den  Radius  des  Kreitsschnitts  mit 
R,  80  gelten  folgende  Sfttze: 

1.  Die  Mantelfläche  des  Hufes  mit  zwei  ellipti- 
schen Grenzflächen  von  gemeinschaftlichem  Mittel- 
punkt  ist 

= 2Ä  VB*  +  //**  +  2HU'co9ii . 

2.  Das  Volumen  desselben  ist 

=  I  Ä«  V^77«+ //'«  +  //7/'cosfA  . 
Beweis  1.    Es  sei  mm'nfn  ein  Flächenelement,    sein  Inhalt 


ist  mn.kky  wenn  kk*  das  zugehörige  Bogenelement  des  Krei«- 
schuittes  ist.    Mun  Ist  aber 

je  nachdem  die  elliptischen  Grenzflächen  auf  entgegengeseUte 
oder  auf  dieselbe  Seite  des  Kreisschnitts  fallen.  Durch  nk  legen 
wir  nun  eine  Ebene  senkrecht  zum  Hauptschnitt  DCA  und  eine 
andere,  welche  durch  die  Axe  des  Cy linders  geht.  Die  erstere 
schneidet  den  Hauptschnitt  in  einer  Geraden,  deren  Länge  =Afi 
ist;  der  Winkel,  den  die  zweite  mit  dem  Uauptschnitt  bildet» 
sei  tf;. 

Gatiz  auf  dieselbe   Art,    wie   unter  L,  folgt  alsdann  fSr  nk 
der  Werth 

nk'=^  HcoB'^ . 

Legen  wir  ebenso  durch  mk  eine  Ebene  senkrecht  zum  Uaupt- 
schnitt jyAC  nvid  eine  zweite  durch  die  Cvlinderaxc,  so  Ist,  weil 
letztere  mit  diesem  Hauptschnitte  einen  Winkel  '^^-f  ft  bildet: 

mk  =  W  cos(ft-fi/;) . 
Daher  ist  unser  Flächenelement  gleich 
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und  die  Summe  aller  dieser  Elemente  innerhalb  der  gehörigen 
Grenzen  genommen  ist  diß  gesuchte  Mantelfläche  des  Hufes.  Nun 
stellen  wieder 


kk'.cosilß    und   A'A;'.cos(fi -|- tf;) 

die  Projectionen  des  Bogenelementes  kk'  auf  die  kleinen  Axen 
der  elliptischen  Grenzflächen  ^  nämlich  auf  ßß'  und  yy'  vor.  Ihre 
Suunen  sind  also   (s.  I.) 

Rsiüiff    und     jßsin(ft -f- tf;) 

aod  dmher  ist  die  Summe  der  Flächenelemente  allgemein 

HRsifiTiß  dt  H'Rsin(ii  +  tp) . 

Die  Grenzen,  innerhalb  welcher  diese  Summe  zu  nehmen  ist, 
ergeben  sich  auf  folgende  Art.  Legen  wir  durch  die  Punkte  B' 
nnd  ß  Erzeugungslinien   des  Cylinders,    welche   die    Peripherie 

des  Kreisschnitts  In  den  Punkten  p',  p  treffen,    so    ist    —  ÖCp 

= — (jt  —  DCp')  die  untere,  -{-DCp*  die  obere  Grenze  für  den 
Winkel  ^. 

Um  Dan  den  Wibkel  />CV  zu  flnden,  bedenken  wir^  dasS'^# 
licijenige  Werth  i(;o  ^^^  ^  **^»  ^^^  welchen  mk  oird  nk  gleiche 
akolute  Werthe  annehmen.  Daher  ergibt  sich  dieser  Werth  aus 
der  Gleichnng 

//costfio  =  T  ^'cos(^o  +  f*) 
ab 

^^   ,  ^     H±  ^'C0Sf4 

tj;o  =  PQ.-  =  arctg    ^^^^.^^    , 

und  hieraus  folgen  weiter  ftir  den  Sinus  und  Cosinus  dieses  Win- 
kels die  Formeln: 

H±  H'cosfi 

+  //'sinf* 
Setzen  wir  nun  in   unsere  Summe 

die  Grenzen  tfi^  und  —  Tp-f  %  ^lu»   und    subtrahiren  das  der  un- 


78 

fern  Grenze  entsprechende  Resultat  von  dem  der  obern  entspre- 
chenden, 80  kommt 

und  da,  vermSge  der  obigen  Werthe  fär  sinVo»  costi^o» 
und 


±2H*RB\n(fL+ilf^)=  ÜH'R 


\/IP+H'^±2HH'cosii 


wird»  80  geht  die  ganze  Summe >  wie  leicht  zu  sehen.  Aber  in 

Das  doppelte  Zeichen  kann  man  sparen  und  blos  das  ober»  bei- 
behalten, wenn  man  H  und  H'  als  Grossen  von  gleichem  Zelchea 
betrachtet,  wenn  die  elliptischen  Schnitte  auf  dieselbe,  als  Gi^ 
sen  von  entgegengesetzten  Zeichen,  wenn  sie  auf  entgegengo* 
setzte  Seiten  des  Kreisschnitts  fallen. 

2.  Denkt  man  sich  den  Huf  ganz  wie  unter  I.  geschab  In 
dreiseitige  Elementarpyramiden  zerlegt,  so  ergibt  sich,  dass  das 
Vplumen  desselben  gleich  dem  Produkte  aus  seiner  Oberflftche 
in  den  dritten  Theil  des  Radius  R  des  Kreisschnitts ,  d.h,  gleich 


I  ß«  Vä*+  H'^+^HH'costi 


ist. 


In  diesen  beiden  Formeln  sind  die  unter  I.  und  II.  gefunde- 
nen enthalten;  man  erhält  sie  wieder,  wenn  man  ^^=0,  H'ssO 
setzt.  «  • 

Cor  oll.  Bezeichnet  man  die  Neigungswinkel  der  elliptischeii 
Schnitte  gegen  den  Kreisscbnitt  mit  v  und  t\  so  wird 

H-Rtgv,    H'  =  Rtgv'; 

mithin  die  Mantelfläche  Sl  des  Hufes: 
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iin<l  das  Volumen   V: 

V=  Ä  Ä  V(tg*P  +  tg«r' + 2tgr .  tgr'.  cosfi) . 


VII- 

Heber  die  KntfernmigrsiSrter  eines  Hy* 
fitems  gerader  Iiinlen  und  Ebenen. 

•  Von 

Herrn  Doctor  Wilh-  Schell, 

Privatdocenteo  an  der  UniTersität  xa  Marbarg. 


1.    Wenn 

die  Gleichung    einer  Geraden    ist,    so   ist  die  LSnge  eines  von 
eiDeiD  Punkte  (|,  i})  auf  sie  gef&llten  Peq>endikels : 

M±Bti±C 


I  . 
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und  diese  Länge  ist  positiv   oder  negativ»  je  nachdem 

ist. 

Hat  man  nun  9t  Gerade,  61,  G^,  Gm.„.Gn,   deren  Gleichan- 

fen  unter  obiger  Form  vorausgesetzt  werden  sollen,  so  dass  eben 
ie  Gleichung  der  Geraden  Gi 

Aia:  +  Biy  +  Ci=zO 

ist,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  aller 
Punkte,  für  welche  die  Summe  der  von  einem  beliehk^en  dersel- 
ben auf  die  n  Geraden  gefällten  Perpendikel  eine  Constante  k 
ist  9  als 


oder»  wenn  man  ordnet: 

|.2;-r    ^      _ -t- 11 .  2; -TT-^-^  +  2?  "7-^ Az=0. 

Der  gesuchte  geometrische  Ort  ist  also  eine  Gerade;  sie  helsst  der 
Entfernungsort  der  n  Geraden  Gi,  G^,....  G«.  Da  die  Constante 
k  nicht  in  den  Coeflficienten  von  $  und  19  erscheint,  so  folgt  un- 
mittelbar, dass  alle  den  verschiedenen  Werthen  von  k  eotspr^ 
chenden  Entfernungsr»rter  mit  einander  parallel  laufen. 

2.  Die  Cosinusse  der  Winkel  a;,  ßi,  welche  das  vom  Ur* 
Sprunge  der  Coordiuaten  auf  eine  dern.Geraden  Gi  gefällte  Perpen- 
dikel mit  den  Axen  bildet,  sind 

und  die  Länge  pi  des  Perpendikels  ist 

^  Ci  " 

Daher  kann  die  Gleichung  des  Entfernungsortes  auch  unter  d#r 
Form  dargestellt  werden: 

l .  2(cosa)  +  ri .  2(co8ß)  =  Jt  —  JSCp) . 

Hieraus  folgt,  dass  die  Cosinusse  der  Winkel  a,  b,  welche  ein 
auf  den  Entferbunssort  vom  Ursprung  geftlltes  Perpendikel  mit 
den  Axen  bildet,   die  Werthe  haben: 
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2^(008«) 

cosa  =: 


C086  = 


V  (2:cosa)H(Ä08/3)*' 

2(C08ß) 


P  = 


V  ( Scoaa)^  +  (Scosß  )«" 
Qod  da»  die  Länge  P  der  Perpendikels  ist: 

Vi^coscc)^  +  (2;co8/3)«  * 

3.  ßilden  die  Perpendilcel  auf  zwei  Gerade  mit  den  Axen  die 
Winkel  a. ,  /?,;  o,,  ßs»  '»o  ist  der  Cosinus  eines  der  Winkel,  die 
die  Geraden  unter  sich    bilden : 

COSCTi  00802  4-  COSJ?!  C09ß2  • 

Setxt  man  hierin  furcosori,  cos/^i  die  Cosinusse  der  Winkel,  welche 
der  Entfernungsort  mit  der  Axe  bildet,  für  cosaj»  cos/?^  die  Co-^ 
sinosse  einer  der  Geraden,  Gi  z.  B.,  so  erhSit  man  für  den  Cosinus 
des  Winkels  co,  den  der  Entfernungsort  mit  der  Geraden  d 
bildet : 

cosiTf  ^cosor  4-  cosi?;  2?co8/9 

COSO  = r — - =  • 

V(2co8a)^  +  (2?cosi3)« 

Da  cos«*-f  cos/^  immer  =1  ist,  so  kann  man,  wenn  man  will, 
4cB  Zähler  dieses  Bruches  auch  so  schreiben: 

]  -f  (coso!|  -f  coso^  -f ....  -I*  cosoTj^  -f  cosa£^]^....  eoscr«) 

+  (cosj?!  +  COS/^s  + coaßi-i  +  COSjSt^-i  + ....  cos/^n) , 

«Dd  der  Nenner  ist  gleichbedeutend  mit  der  Quadratwurzel  aus 

n  +  2(£c08amC08an  -f  ^coaßmcosßn)  9 

worin  die  Indices  m  und  9t  alle  möglichen  Combi nationen  der  ver- 
sehiedenen  cosa,  sowie  der  cosß,  anzeigen  sollen. 

4.  Um  die  Stflcke ,  welche  der  Entfemungsort  von  den  Coor- 
dhuteoaxen  abschneidet,  zu  finden,  stellen  wir  die  Gleichung  des- 
selbfD  onter  der  Form   dar: 


Scoaa  Scoaß 

Beseicbnen  wir  diese  Stücke  mit  ti  und  v,   so  ist  also 

"""     Zcos«    *  J?co«P 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  die  Constante  k  am  /Si^k  zunimmt,   die 
Grössen  ti  and  e  am 

Bud  XIX.  6 
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A*  A^ 


sich  ändern. 


Schneiden  sich  alle  n  Geraden  im  Coordinatenursprung,  so  ist 
£(p)  z=z  0.  Die  Lage  des  Entfernangsortes  fiird  alsdann  bestimmt 
durch 


Laufen  alle  n  Geraden  mit  einander  pacallel,  sa  wir4 

Je?  coscr= iicosor ,     ücosß  =  ncosß ; 

und  wenn  wir  das  .arithmetische  Mittel  alier  Perpendikel,  iiiiii> 
lieh   — —9  mit  m  bezeichnen,  so  wird 

m  "  —  m 

n  n 

cosa  cosp 

5.  Wir  haben  oben  den  Winkel  bestimmt ,  den  der  Entfe^ 
nungsort  mit  einer  der  n Geraden  mit  d  bildet;  wir  wollen  om 
n'>cb  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  des  Ortes  mit  die- 
ser Geraden  suchen.  Sind  ^,  m  die  Coordinaten  dieses  Pnnk« 
tesy  Qo  bestehen  dafiir  also  die  Gleichungen: 

Ai^i  +  Bifii  +  Ci=0,    2:cosa.&  +  Scosß.rii  +  (2?(p)— Ä:)=:0. 

Hieraus  folgen: 

_Bi  (k^£(p))  +  Ci2co8ß 
^'""    BiZcoaa— Ai  £co»ß     ' 

_  Ai(k-^2(p))-i-  CiZeosa 
^''"  AiHcosß-BiZcosa    ' 

6.  Ausser  dem  System  der  n  Geraden  Gi  G^G^ ...  Gn  sei  noch 

ein   zweites  gegeben   von  m  Geraden   (BjCBsCBs (Bm.    Werden 

alle  entsprechenden  constanten  Grössen  dieses  Systems  mit  den 
deutschen  Lettern  bezeichnet,  so  ist  die  Gleichung  des  Entfer- 
nungsorts dieses  Systems:  ^ 

l .  2;cosa  +  i?2:cosb = f  —  Z{p) . 

Dieser  Ort  schneidet  den  ersten 

l£cosa  +  fiEcoBß^zk--  E(p) 
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in  einem  Punkte,  dessen  Coordinaten  Sq,  ifo  sind 

^  __  (k^£(p) )2?cosb-- (e-2?(p) )2?co8P 

_  (*^^(p))^cosa  -  (f— ^(p)  )2:cos« 
^0  2!co8ß2co8a — 2^co6a^cösb 

FGrden  Fall,  dass  ft=k  sein  soll,  konnte  man  den  Punkt  |o»  Vo 
des  Mittelpunkt  gleicher  Entfernungen  beider  Systeme  nennen. 

Es  sei  das  zweite  System  z.  B.  das  System  der  vom  Ur- 
apnmg  auf  die  Geraden  G  geHillten  Perpendikel.  Die  Gleichung 
— ^  solchen,  welches  der  Geraden  Gi 


flofspricbt,  ist 

m 

mUUu  die  Gleichung  des  Entfernungsortes  dieses  Systems: 
d  b. 

—  ^JScoBß  +  ^27cosa=A: . 

Um  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  gleicher  Entfernungen  zu 
fnden,  haben  wir  nur 

£co8a=  —  2cosß,    Zcosb  =  2:cos«,    JS(p)=0,    t  =  k 

ia  ebigen  Formeln  flir  fo*  ^o  ^^  setzen.  Diese  liefern  uns  dadurch; 

_     —  2:(p)2co8a  -f  kjHcosa'-'Zcosß) 
*ö""      ~  (icosa)«  +  (-Tcos/J)* 

_      '^2(p)2co»ß  -f  A:(2?co8tt+^cos/3) 

Vo—  (£coaa)*+(£coBß)^ 

» 

Fflr  A=0  insbesonderle  wird: 


6* 
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—Z(p)Ilcosa — £{p).cosü 

--  Zip) ZcOBß —  ^(p).C086 

Die  Entfernung  dieses  Punktes  vom  Ursprung  ist: 


(s.  2.) 


V"(2?ro8a)«+  (Zcos/S)« 

7.  LSsst  man  das  ganze  System  der  Geraden  Cri,G^€r|»..Cra 
und   ihres   Entfernungsortes    um  eine  beliebige  in  der  Ej^ene  des 

.  Systems  liegende  Axe  retiren ,  so  beschreibt  jede  Gerade  eine 
KegelflficfahR.  Die  Kegelflfiche,  welche  der EntfemungsortbeschreibI, 
hat  die  Eigenschaft,  dass  ivenn  man  ?on  einem  beliebigen  Punkte 
derselben  auf  alle  andern  Kegel  Normalen  fällt,  die  Summe  die- 
ser constant  ist. 

8.  Die  Anzahl  n  der  Geraden   des  Systems  OiG^ Gn  derf 

nicht   unendlich   werden,   sonst  verschwindet  der  Entferminipeortk    ' 
Für   das  System  der  Tangenten    einer  Curve  gibt  es  also  keines 
solchen.  Die  Eigenschaft  eines  Polygons,  Entfernungsurter  zu  be- 
sitzen, hört  also  mit  dem  Uebergange  desselben  in  eine  Curve  aii£ 


1.    Es  sei 

» 

die  Gleichung  einer  Ebene ;    die  LSnge  p  des  von  einem  Paukte 

If  ^i  Z  auf  sie  gefällten  Perpendikels  ist  alsdann 

Sind  nun  n  Ebenen  £|,  £^,  £3 £»  gegeben  und  stellen 

wir  die  Gleichung  einer  jeden  von  ihnen  unter  obiger  Form  dar, 
so  dass  z.  B.  die  Gleichung  der  Ebene  Ei  die  folgende  ist 

■  , 

so  stellt  ' 
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den  geometrischen  Ort  aller  Punkte  $•  if»  £  dar,  (är  welche  die 
8oninie  der  von  ihnen  auf  die  Ebenen  E  gefällten  Perpendikel  eine 
Constante  k\st,  A,  b.  den  Entfernungsort  dieses  Ebenen«iystems. 
Uieae  Gleichung  kann  wieder  unter  der  Form 


Mcbfieben  werden.  Der  geometrische  Ort  ist,  wie  man  sieht,  eine 
Ebeae»  und  alle  den  verschiedenen  Werthen  von  k  entsprechen- 
des Lagen  derselben  laufen  mit  einander  parallel 

%    Bezeichnen  wir  mit  at,  ßf ,  fi  die  Winkel,     welche  das 
1  Ursprung  der  Coordinaten  auf  die  Ebene  Ei  geföllte  Perpen- 

dftel  mit  den  Axen  bildet,  und  mit  pt  die  Länge  desselben,    se 

kal  mao: 

Ai ^  Bi 

Ci _  D     

***'''  ~  V3?+BiHC? '       *"     VliHBiHC^* ' 

Daher  kann  die  Gleichung  des  Entfernaogsortes  auch  unter  der 
Form  dargeetellt  werden: 

|.^coso  -f  fi-Scoaß  H-  i.Seoay= k  —  2(p) . 

9 

Hierani«  folgen  die  Cosinusse  der  Winkel  o,  b»  c,  welche  ein  auf 
Kntfemangsort  vom  Ursprünge  gefälltes  Perpendikel  mit  den 
bildet,  nämlich: 

JScosor 
cosa= 


cosA  = 


cosc  = 


V"(2?cosa)*+(2;co5/J)2+(2?co8y)«  * 

Jgcos/g 

V^(^co8i)*+(2:cos/5)«+(2?cÖ8y)* ' 

2?co8y 

%^(2:co8a)«'-f^08/5p+(2:cÖ8y)« ' 
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und  die  Länge  P dieses  Perpendikels^  nftmlich: 


P= 


V  (-Scoaa)H(2?cos/3)H(-Scosy)» 


3.  Bilden  die  Perpendikel ,  welche  auf  zwei  Ehenen  geftllf 
werden  können,  mit  den  Axen  die  Winkel  o^ß^i.  a^^'fyf  so  M 
bekanntlich  der  Cosinus  des  Neigungswinkels  iV  beider  Ebenen: 

cosiVs:  cosorxcos«^  -\r  C0ßßic(mß2  -f  cosyicoay^ . 

Daher  erhält  man  den  Co^nus  des  Winkels«  welchen  der  Entfer« 
nungsort  mit  einer  der  n  Ebenen,  mit  £ti  bildet ,  als 

^,       cosfff  2^cos«  -f  coBßi  JScosj?  4*  cosyi  ScoBy 

COSjlVj  = ^    ■      •    ■  ■   ■    — '—- — —     .    ■ —  • 

V^(Äosa)*+  (Äos/3)*+  (Äosy)^ 

Der  Zähler  dieses  Ausdruckes  enthält  wegen 

cos*»£  +  cos*^f  +  cos*yf  =  1 

die  Winkel  ai,  ßi,  yt  nur  scheinbar. 

4.  Stellt  man  die  Gleichung  des  Entfernungsorts  unter  der 
Form  dar: 

_i_.  2  —  4. f        —1 

£cosa         27cos^         £co8y 

so  ersieht  man,  dass  die  Axenparameter  u,  v^  w,  d.  h.  die 
Stücke,  welche  der  Ort  von  den  Axen  abschneidet,  die  Werthe 
haben : 

^—    l^cosa   '        ^-"  2:cos/?  '       ^-^    Zco^* 

5.  Ist    ausser   dem  System  der  n   Ebenen   jE.  ,  E^^ £«, 

noch  ein  zweites  System  von  m  andern  Ebenen  (£^i<C2(^...(IU  ge- 
geben, so  ist,  wenn  die  entsprechenden  Grossen  dieses  letzteren 
mit  den  grossen  deutschen  ßuchstaben  bezeichnet  werden,  die 
Gleichung  des  Entfernungsorts  des  zweiten  Systems : 

{ZcosÄ  +  i?2?cosB + t2?cos€= »  -  Z{\>) . 
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Dieser  Ort  schneidet  den  erstem 

iZcosa  +  fi£co8fl+  f -Scosy = Ä;—  JS(p) 

in  einer  Geraden^  welche  für  den  Fall,  dass  2l=A:  sein  soll,  die 
Gerade  der  gleichen  Entfernungen  beider  Systeme  genannt  wer- 
den kann. 

Ist  für  ein  drittes  System  von  q  Ebenen,   der  Entfernungsort 
SZcosa  +  ri^cosb  +  f 2:cosc  =  f  —  2:(p) , 

10  schneidet  derselbe  jeden  der  beiden  vorhersehenden  in  einer 
Geraden.  Diese  drei  Geraden  laufen  in  einen  Punkt  zusammen.  Für 
den  Fall,  dass  K=A:=lf  ist,  kann  dieser  Punkt  der  JVlittelpunkt 
der  gleichen  Entfernungen  der  drei  Ebenensysteme  heissen. 

Die  Gleichungen  der  Geraden  gleicher  Entfernungen  and  die 
Coordinaten  des  Mittelpunkts  gleicher  Entfernungen  ergeben  sich 
Weht  aus  diesen  drei  Gleichungen. 
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Will. 

:iiiiilse  Sfttze  zur  Theorie  der  hyper« 

bollsclieii  Functionen. 

Von 

Herrn  Doctor  Moritz  Cantor 

xn  Frankfurt  «•  M. 


Die  hyperbolischen  Functionen  unterscheiden  sich  bekanntlich 
dadurch  von  den  trigonometrischen,  dass  sie,  wie  diese  von  Elx- 
ponentialgrussen  mit  imaginärem  Exponenten,  von  Exponential- 
grossen  mit  reellem  Exponenten  abhängen.  Zur  Bezeichnung  ge- 
braucht man  die  Buchstaben  des  deutschen  Alphabets  and  scbr^bt 
demgemäss : 


$inx=: s 


(fo0r= — -Ti 


Aus  diesen  Definitionen  ergeben  sich  unmittelbar  die  Fundamen* 
taUatze: 

fl]    (tfc0:r)«-(5ina:)*=l. 


[3] 
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jtfc0(a?+y)  —  (fc0(ar— y)  =2.5iii.i:.5iity , 
5in(a:  +  y)  +5iit(ar— y)=5in2^.tfo0y, 
^5iit(j:  +  y)  —  5iit(ar— y)  =2.(Eo0a:.5ttty . 


Üe  wir  zur  folgenden  Entwicklung  voraussetzen  müssen« 

Stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Summen  der  beiden  Reihen : 

L    Com 4-  €c0(a+6)  +  tf c0(a+26)  + +  €c0(a+n6)=  Ä, 

2.    Sliia+5fit(a+6)  +  5hi(a+26)  + +  5in(a+w6)=« 


finden,  so  ei^eben  sich  dieselben  sehr  leicht  durch  gleichzei- 
tige Behandlung  beider  Reihen.  Addiren  wir  nämlich  I.  und  2., 
ao  Imi 

S+«c=(«o*a+5itta)+(tfC0(a+6)+5tit(a+6))+(tfo0(a+26)+5in(a+26)) 

+ +  (tfc0(a  f  n6)  +  ($ina+nb)), 

weldie«  wegen  [4]  in  folgende  Gleichung  fibergeht: 

S+s  =  e^-^  e«+*  +  «•+**  + +««+»*. 

Aber 

kt  eine  geometrische  Reihe,    deren  Summe   leicht  darzustellen 
isl,  al«p 

3-      S  +  '= ^j— i • 

Wird  ferner  2.  von  1.  abgezogen ,  so  ist : 

S—s= (tf  C0a-5fiia)  +  (tf  C0(a+6)  —  5iii(a+6) ) 

+(«c*(a+2A)  — 5tii(a+26))  +  -..  +  (tf  C0(a+w6)  -  $m(a +nb) ) , 

oder  gleicbfalls  wegen  [4] 
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Auch  hier  ist  die  rechte  Seite  eine  geometrische  Reihe  von  be- 
kannter Summe»  also 

4,    s-..^^^ 


Werden  nun  die  Gleichungen  3.,  4.  combinirt,  so  erhält  man: 


S  = 


s  = 


2(6* -1) 
ggf  (ii-f  1)»  _  gg  ^^K-g  ^  g*-»-«» 


und  damit  eigentlich  schon  die  Losung  der  Aufgabe.  Es  kommt 
nur  noch  darauf  an,  den  Werthen  von  S,  s  gelalligere  Formen 
zu  geben,  und  dieses  wird  erreicht,  wenn  wir  von  den  Exponen- 
tialgrüssen  wieder  zu  hyperbolischen  Functionen  zurQckgehen. 
Dann  wird  nämlich: 


.  ;• 
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Zur  R«daction  der  Zähler  dieuen  die  Formeln  [3]  und  es  wird: 
tf  0>(a  +  (n+l)6)  +  tf  c0(a+«6)  =2«C0(a  +  -^  6)  tf  C0  j  ' 

tf  C0(a  +  (n+ 1)6) — tf  c0(a+«6)  =  ashi(a  +  ^^*  6)  .Sin  | » 

5tn(a  +  {n+ 1)6)  +  5tii(a  +  it 6) = iStnCa  +  -~-  6). tf C0  ^- , 

5fit(a  +  (n+I)6)  -^5lnCa+ii6)  =:2tfc0(a  +  ^*6).5iii  |; 

€o^6-a)  +  €c0a  =2€o0  ^|V  €o0(|  — a) , 

«c«(6— o)  —  (Eo^a  =  25tti  j  •  5tn  ( ^  -  a) . 

5tnC6  -  a)  +  5ina  =25tn  |  •  tf  C0  ( |  —  a) . 

5ht(6 — a)  ^Sin  a  =  2tf  ch$  |  .5in  ( |  -  a); 
und  durch  Substitution  in  die  Werthe  von  'S,  m: 

1 

2(5iii  l  +tfe»  ^)  (5fii(«  +  -"^•'  Ä)  +  5lii(  ^  -  «;) 

"" b Ä T  — 

4.5in2(5lii2+<eff.j) 

2Sin? 
2(5tii  I  +  tfw  I  )<tfe»(« + ?^6;  -  €o»  ( 2  -  •) ) 

'  = Ä — """Ä T 

4.5in2(5fn2+«e»2) 

tfo»(a+?^6)-tfc»(|-a) 
2Sin  I 
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Endlich  ist  noch: 
5m(fl+— J^6)  +  5fit(^-fl)=25tit(^~ifo06).(a+y), 

f  c#(a+ ^*  6  )  -  tf  C0(  ^ -a) = 25Ht( -J- Ä).5ld(^ 

Wir  erbalten  daher  die  Summen: 

I.    tfc0<i  +  tfofl(a+6)  +  tfce(a+26)+ +  ao^(a+nb) 

—  l  » 

1 1 .    Sina + 5ln(a  +  6) + 5ln(o +26) + »..  +5ltt(o  +  nb) 

5tn(a  +  ^).5lii(5±l6) 


5in| 

Wird  IK  darch  I.  dividirt,   so  erhält  man  die  roerkwflrdige 

Relation: 

■•  ■  • 

5titg  +  5fn(a  f  &) + 5tw(o+26)  + +5tn(g-f  wft) 

"■•    tfO0a+tf  C0(a+  6)  +tf  00  (0+26;  + ....  +  (£00(0+116) 

916 

=  «d(«  +  -2)- 

Es  möchte  nicht  ohne  Interesse  sein,  zu  bemerken,  dass  die 
Tomein  I.,  IL,  III.  auch  noch  richtig  bleiben,  wenn  statt  der 
Pvietionalzeicben  5fn,  (£00,  H^  die  sin,  cos,  tg  gesetzt  werden. 
Die  Ableitung  jener  Formeln  geschieht  bekanntlich  auf  die  Weise« 
dass  man,  ähnlich  wie  wir  es  oben  thaten« 


-2'"sin(a+Ä6)=«,        ^  cos(o+Ä6)=S 

aetzt»  die  erstere  Gleichung  mit  V^— 1  vervielfacht,  zu  der  zwei« 
ten  addirt  und  dann  die  Trennung  des  Reellen  von  dem  Imagi- 
Bären  vornimmt. 
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Setzen  wir  in  I.  und  II.  der  Reihe  nach: 

a=a,,  6=26,    n^ni       a=a-|-6«    6=269    fi=:n; 

a^a+b,    6=26,    n=n— 1; 

80  erhalten  wir  folgende  sechs  Sammationen,   bei  denen  wir  uns 
der  Kürze  wegen  des  Sammenzeichens  bedienen  wollen: 


6.     ^Cc.(«4-(2H  m=  'g^'(''^("+i)y>''^("^l)-^ . 


A=o 


5tn6 


7.     2     «C6(fl+(2Ä+1)6)= ^.^^ 


5tii(a+n6)  .5itl((n+l)6) 
*=o 


8.    ,-^5111  (a+2A6)      =  ^^^ 


o     *^"  ci«/  4.A)A  4.  l^M  -  5tit(a-Kn+l)6).5ltt(rn+l)6) 
9.    J^5lti(«+(2A+1)6)= ^vj^g , 

,/i    *=?"^^.       ./-ii^iiMLN     5iii(a+w6)  .5itiii6 
.10.    ^^    5iiila+(2Ä+l)6)= — ^^-^r^^^^ 

Bilden  wir   nun  die   Differenzen  5.-6.,  5. — 7.,  8,-9.,  8.  — 10-, 
80  ist: 

A=2ii+1 

IL      2       (-I)»«c0(a+A6) 
=  ^*"^^'[^y^^^gc»(fl  +  n6)---go»(a+(n+l)6)U 


12.      2   (  — l)Ä.tfo0(a  +  A6) 
=  «5?^_H!»)tShi((„+l)6)-5h.«ft). 

fl 

k=la-|-l 

la      2       (— l)».5ln(a  +  W) 
^^5hS^^^^  ''^'"  («+'»*)-'5ftt(a+(n+l)6)  1 , 


05 


14.      Jy     (-l)».5ttt(a  +  ÄÄ) 

Cod  fiabren  wir  die  Differenzen  der  Co«,  und  5itt.  wieder  auf  Pro- 
dacte  zarfick,  so  ist  nacli  leicliter  Reduction: 

IV.    <Ce»a — €o»(a +b)  +  i«tCa+'ib) —....— Co0(a  -{-  (2n-|- 1)6) 

Si«((«-H)A).5in(a+ '^^i^  6) 


V.     (Co«a  —  <o»(o+ &)  +  «o«(«+26)  —..„.. + <o»(«i+2n6) 

<o»(^^'  6).«e»(«+iiA) 
=     — ^^ . 

<o» .-, 
VL    5hia— 5tti(a+6) +5itt(a+26)  — ....  —  5iti(fl+(2n+l)6) 

5tti((n+l)6).tfc0(a+ ^^  6) 


tfo02 


VII.    5hia-5hi(a+6) +5tti(fl+26)  — +  5tti(a+2ii6) 

<ö6(^^*6).5iti(fl+n6) 


«00  2 


Daraos  folgt  ferner: 


^"■-  <C0a-«C0(a+6)+«O0(a+26)-....+tfc0(a+2n6)  -  ^««+'»«^) 

go6g-gc0(a+6)+go0(a+26)-....-to6(a-f(2n-|-l)6) 
**•       5iiia-5iii(a+6)+5lti(a +26) -...•— 5iii(a+(2«+l)6) 
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Und  vergleicht  man  diese  Resultate  mit  III.,  so  ist: 

«     5titg— 5lit(a-f  6)+5lit(a+26)  - + Sin  (a+2nb) 

'    «00a— «ce(a+6)+(^06(«i+2Ä)  - +  tf O0(a+2ii6) 

_  5tittt-f  5lii(a1-6)+5lit(<i+26)  +  ..^ + Sin{a+2nb) 
""  So0a-h«O6(a-f6)-|-£o0(a-f26)+....-fCo6(a-|-2n6) ' 

-».     go0a— go6(«+6)+gc0(a+26)— ....— gcg(fl+(2>i+l)6) 
'^*'    Sma—Sin(a+ö)+Sm(a+2b)  — ....  — 5iti(a+(2ii+l)6) 

_  5ilta^^5lll(fl+6)-^5tlt(g^-2&)+....-f5Ht(g+(2^^-l)6) 
~  ec0a4^tfC0(a^6)+gC0(a-h26)-f-...-f tfc0(a-h(2itf  1)6) ' 

Auch  aus  den  bisherigen  weiteren  SMtzeo  kann  man  unmittelbar 
auf  Analoges  in  der  Theorie  der  cylclischen  Functionen  schlies- 
sen.    Zu  dieser  Uebertragung  dienen  die  bekannten  S&tze: 

5hi2rt:=t.8inx,     (fO0J?t=cosx;  - 

wo   t=V^ — 1.    Und  so  finden  wir,  dass  in  IV.  das  Zeichen  des 
Suromenausdruckes  das  entgegengesetzte  wird»  während  V.,  TI^ 
'   VII.  unverändert  bleiben. 
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V^ersache  fiber  die  elektrische 

Indnction. 

Von 

Herrn   Director  W.  Knochenhauer 

Ell   Meiningen. 


Ziveite  Abhandlang. 

Zu  den  Versuchen  Ober  die  Inductionserscheinungen  bei  An« 
irendung  der  Nebenbatterie  wurde  der  Apparat  (Taf.  Iv.  Fig.  2.) 
in  soweit  verändert ,  dass  die  Glasstäbe  AB  und  CD  in  einem 
Deuen  Rahmen  auf  4'  Entfernung  von  einander  gebracht  wurden, 
damit  die  senkrecht  herablaufenden  Enden  der  gespannten  Drähte 
keinen  str»rend^n  Einfluss  auf  einander  übten ;  die  Drähte  in  ihrer 

Smzen  Länge  gradlinig  zu  spannen»  gestattete  das  Local  nicht. 
UBserdem  war  der  Rahmen  erweitert  worden ,  so  dass  die  Drähte 
bis  auf  18^  aus  einander  gerockt  werden  konnten.  Um  die  Seiten- 
dribte  OX  und  QZ  auch  mehr  aus  einander  zu  bringen ,  wurde 
der  Funkenniesner  Y  nach  Taf.  IV.  Fig.  4.  mit  den  Belegungen 
der  Nebenbatterie  selbst  in  Verbindung  gesetzt,  indem  ein  starker 
Draht  von  der  einen  Kugel  aus  gegen  die  innere,  ein  anderer 
Ton  der  zweiten  Kugel  aus  gegen  die  äussere  Belegung  fest  ge- 
klemmt ward.  Meine  anfangliche  Abaicht,  die  Kugeln  des  Fun- 
kenmessers  Y  in  einer  constanten  Entfernung  von  einander  zu 
laaaen  und  dagegen  wie  froher  bei  den  Scheiben  (Taf.  IV.  Fig.  1.) 
die  Batterieladung  Je  nach  der  geringem  oder  grossem  Distanz 
der  gespannten  Dränte  zu  vermindern  oder  zu  steigern,  erwies 
sieb  sogleich  als  unstatthaft,  da  die  Induction  bei  stärkerer  Bat- 
terieladung schneller  als  bei  schwächerer  abnimmt,  auch  das  Ma- 
ximum der  Induction  im  erstem  Falle  einen  etwas  längern  Schlies 

Tktil  XIX.  7 
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-sangsdraht  der  Nebenbatterie  fordert  als  im  letztem.  Die  Art, 
die  Versuche  anzustellen,  war  also durchgebends  folgende:  Nach- 
dero  der  Schliessungsdraht  der  Hauptbatterie  aus  einer  bestimm- 
ten Länge  Kupferdraht  (überall  von  0,513  par.  Linien  Darchm.) 
f gebildet  und  den  Kugeln  des  Funkenuiessers  jS  eine  feste  Stel- 
ung  gegeben  war,  welche  die  Ladung  J  der  Hauptbatterie  be- 
stimmte, wurden  die  gesi)annten  Drähte  bis  auf  diejenige  Entfer- 
nung von  einander  gerückt,  wo  der  Funkenmesser  F  noch  einen 
Funken  von  wenigstens  0,4  bis  0,5  Linien  Länge  gab;  dem 
Schliessungsdraht  der  Nebenbatterie  war  bereits  annähernd  dieje- 
nige  Länge  gegeben,  welche  das  Maximum  der  Induction  lieferte; 
darauf  wurde  dieser  Schliessungsdraht  verkürzt  oder  verläneertt 
bis  das  Maximum  genau  erreicht  war.  Erst  jetzt  wurden  die  Fan- 
ken  über  Y  bei  den  verschiedenen  Distanzen  der  gespannten 
Drähte  gemessen.  In  andern  Fällen  %vurde  der  Schliessungsdraht 
der  Nebenbatterie   von  seiner  Länge  im  Maximum  der  Induction 

aus  um.  2^,  if verkürzt  oder  verlängert.    Die  Berechnung  der 

^  jj» 

beiden  Constanten  in  der  Formel  j=  in — »  welche  die  inducirta 

o-f-  u? 

Spannung  i  der  Nebenbatterie  ausdruckt»  geschah  immer  aus  den 
Beobachtungen  bei  der  kleinsten  und  der  grosnten  Entfernung  der 
Drähte;  ,r  bezeichnete  aber  abweichend  gegen  früher  die  Distani 
in  par.  Zollen,  da  hiernach  eingestellt  vvurde;  die  Wertbe  von 
aE  und  6  sind  also  gegenwärtig  12 mal  kleiner  als  die  in  der 
ersten  Abhandlung  gefundenen*).  Die  beobachteten  Werthe  von 
t  (in  den  folgenden  Tabellen,  wo  sie  angegeben  sind,  mit  FM» 
bezeichnet)  konnten  indess  nicht  unmittelbar  in  Rechnung  genom- 
men werden,  da  sie,  wie  schon  die  in  der  ersten  Abnandiung 
mitgetheilte  Reihe  gezeigt  hatte ,  vorher  um  eine  bestimmte  Zahl 
vergrussert  werden  mussten,  um  welche  der  Funkenmesser  die 
Spannung  zwischen  den  Belegungen  der  Nebenbatterie  zu  klein 
angab.  Die  Correctioii  wurde  dadurch  ermittelt ,  dass  der  Funken- 
messer F  Stellungen  wie  in  Taf.  IV.  Fig.  3.  bekam,  wodurch  er 
uro  eine  bestimmte  Zahl  Fusse  von  den  beiden  Belegungen  ent- 
fernt ward**).  —  Die  sämmtlichen  Versuche  waren  zu  zwei  ver- 
schiedenen Zeiten  angestellt  worden,  ein  Theii  im  Winter  1850» 
der  andere  im  Sommer  1851;  beide  Abtheilungen  muss  ich  ans« 
einander  halten .  da  die  ersten  mit  einem  kleinen  Fehler  behaftet 
sind,  dessen  Grund  ich  bis  jetzt  nicht  anzugeben  vermag.  Ich 
werde  die  Versuche  der  ersten  Abtheilung  mit  gewöhnlichen^^  die 


*)     Wegen  der  Rererhnung  bemerke  ich,    dant  ich  die  Werthe 
/  nrtprmiglieh  mit  zwei  Deciroalen  noiirt  und  mit  diesen  gerechnet  habec 

**)  Im  Interesse  anderer  glaube  ich  beifügen  zu  masseo,  dass  Jeder 
Bsobachter  die  für  seinen  Apparat  etwa  erforderliche  Correction  besoa* 
ders  bestimmen  mnss.  Bei  meinen  jetzigen  Versnchcn,  wo  ich  etwas 
über  eine  Linie  dicken,  in  seiner  ganzen  Län|e:e  ansgespannten  Draht  ond 
andere  Flaschen  anwende,  fällt  die  Correction  ganz  fort.  Soweit  ich 
bereits  die  VerhaltniHse  kenne,  hatte  die  Correction  ihren  Gmnd  in  der 
Art«  wie  der  Schlicssnn^sdraht  bei  den  bisherigen  Flaschen  mit  der 
Innern  Belegung   Terbnnden  war. 
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der  andnn  mit  rTimiflchen  Zahlen  nnmeriren.  Im  Veriauf  der 
Beobachtnoeen  kam  ich  zut  UeberzensuD^,  dass  sie  noch  unso- 
nOgend  blieben,  am  auf  all«  Fragen,  di»  hier  au%eworfen  werdea 
mflssen,  eine  aicbere  Antwort  zu  geben;  es  werde»  hieran  jeden- 
ralta  lungere  fteapannte  ürShte  erfoidert ,  als  ich  anwenden  konnte. 
leb  bitte  demnach  die  mitzntheilenden  Versuche  nur  als  eines 
Anfang  ansaseben,  dies  nene  Gebiet  von,  wie  ich  glanlie,  nicht 
anwiclitigen  Tbatsachen  zn  durchmustern  und  zunächst  wenigstens 
diejenigen  Punkte  hervnrzusuchen ,  die  mit  andern  Mitteln  noch 
strenger  zn  erforschen  sind.  Dabei  wolle  man  noch  fierückstch- 
ticen,  dass  der  ZuRtand  der  Luft  oder  andere  Umstände  kleine 
Aendemngen  in  den  Zahlen  faerbeitflbrten,  wenigstens  habe  ich 
bei  ganz  onverSndertem  Apparate  an  einem  spStern  Tage  oft  etwas 
grSssere  oder  kleinere  Angaben  am  Funkenmesser  erhallen  als 
an  einem  frShem,  ja  an  verschiedenen  Tagen  nicht  einmal  die 
gleiche  Schärfe  in  den  Messungen  gefunden.  Man  erwarte  also 
Ten  diesen  meinen  Deoliacbtungen  nicht  mehr  als  sie  gewlihreii 
kSnnen;  sie  geben  eben  nur  eine  erste  Annäherung,  die  als  solche 
selbst  die  sonst  nothwendige  ROcksicbt  auf  die  Ungleichheit  der 
SBgt^wandten  Ftaschen  entbehilicb  macht.  —  Ich  gehe  zur  Mit- 
thmlang  der  Versuche  dber,  in  denen  die  Länge  der  gespannlen 
Driihte  8'  betrug. 


Nr.  1.     HB.  S  Flaschen  (1+2).    NB.  2  Flaschen  (3-f4).  J=37,5. 
Hdr.  =:19',7;    Ndr.  =22',0. 


Dill. 

rM(FiE-3)l.-sb|.el.|  FM(Fig  ,4)1  Corr. 

■heob. 

iber. 

I  Z. 

S3,7 

34.1 

29,0 

4.8 

34,1 

.34,, 

3 

^i.ö 

30,6 

20,1 

4.4 

30,0 

30,3 

C 

19.5 

20.6 

22,1 

4.6 

26.6 

26,3 

9 

10,9 

23,0 

19,1 

4,3 

23,6 

23,1 

12 

14,6 

2U.S 

10,4 

4,8 

20,8 

20.0 

lä 

12.« 

18,7 

14,1 

-M. 

18,6 

18,6 

i  =  ie,V;    a£=577. 


Mittel  4^." 


Die  Ueherschrift  giebt  die  Zusammensetzung  der  Haupt-  und 
der  Nebenbatterie  an;  beide  viaren  hier  auf  zwei  Flaschen  gebil- 
det, nfimlich  jene  aus  Fl.  1.  und  2..  diese  aus  Fl.  3  und  4.  Das 
beigeRlgte  J  giebt  die  Laduni;  der  Hauptliatterie  an,  wie  sie  ans 
der  Entfernung  der  Kugeln  nin  Funkenmesser  S  nach  der  frühem 
Weise  herfieleitet  war.  Unter  Hdr.  und  Ndr.  steht  die  Länge 
beider  SchliessungKdrJihte  nntirt,  welche  das  Maximum  der  In- 
doction  erforderte;  die  Uriihte  in  den  Flaschen  wurden  bei  zweien 
n  0^,  bei  einer  allein  zu  l.OFuss  berechnet;  der  FunkenmesMr  ^ 
S  ward  in  äquivalenter  Länge  zu  0,7  Fuss  hinzugezählt.  In  der  ' 
Tabelle  selbst  enthält  die  erste  Columme  die  Diatanz  der  gespann- 
ten Drible  in  par.  Zollen  (im  Liebten  gemessen),  die  zweite  Co- 
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lamne  giebt  die  am  Funken messer  Y  beobachteten  Spannangen 
an 9  als  er  nach  Taf.  IV.  Fig.  3.  um  Sy,'  von  den  BeleguDgen 
der  Nebenbatterie  entfernt  stand;  au9  diesen  Zahlen  fvurde  die 
Spannung  i  der  Nebenbatterie  (i  abgel.)  abgeleitet,  indem  z«- 
nächst  2/9  addirt  und  dann  die  Spannungsdifferenz  für  SV^'  hioza- 
geliQgt  tvurde.  Nach  vorläuGgen  Beobachtungen  hatte  sich  nära- 
Reh  ergeben,  dass  der  wie  TaC  IV.  Fig.  £  in  die  Leitung  ein- 
ge«chobene  Funkenniesser  Y  bei  «7=36,75  die  Spannunff  um  2,80, 
bei  J2c5t2,25  um  3,^7  zu  klein  angab;  dazu  kam  aus  der  ersten 
Abhandlung  2,26  bei  7=31,25  und  aus  einer  spätem  Beobach- 
tung CVers.  Nr.  [.)  2,88  bei  «7=37,50;  der  in  die  Leitung  der 
Nebenbatterie  eingeschobene  Funkenmesser  gab  also  ähnlich  wie 
im  einfachen  Schliessungsdraht  einer  gewöhnlichen  Batterie  die 
Spannung  um  eine  zu  ./proportionale  Grösse  zu  gering  an,  im 
Mittel  um  ^,0  fiir  J=4k),0.  Wurden  mit  den  so  berechneten 
Wcrthen  von  i  die  Angaben  des  nach  Taf.  IV.  Fig.  4.  unmittd- 
bar  mit  den  Belegungen  der  Nebenbatterie  in  Verbindung  stehen- 
den Funkenmessers  verglichen,  die  in  der  vierten  Columne  ent* 
halten  sind,  so  machte  sich  fiir  ihn  in  dieser  Stellung  eine  Cor- 
rection  von  4,5  bei  «7=36,75  erforderlich;  die  Reihe  Nr.  4.  gnb 
dieselbe  Correction  =3,4  bei  J=27,5,  die  Reihe  Nr.  ö.  =6,0  bei 
7=53,2,  endlich  die  Reihe  Nr.  1.  =4,3  bei  «7=37,5.  Aus  aHtfn 
Angaben  zui<ammen  folgte  eine  wiederum  mit  «7  proportional  ivach- 
sende  Correction,  die  für  «7=40,0  im  i\1ittel  4,5  war.  In  der  ersten 
Abtheihing  habe  ich  die  unmittelbar  gefundene  Correction  beibe- 
halten, in  der  zweiten  Abtheilung  dagegen  bei  ,7=37,5  die  beob- 
achteten VVerthe  von  i  um  4,3,  bei  J=53,0  um  6,0  und  bei 
J=63,7  um  7,25  vergrössert.  Will  man  demnach  aus  den  von  mir 
der  Kiirze  wegen  in  den  folgenden  Tabellen  als  i  beob.  notirten 
Werthen  die  Wirklich  gemessene  Distanz  der  Kugeln  am  Funken- 
messer F  (nach  Taf.  \\,  Fig.  4)  in  par.  Linien  ableiten,  so 
muss  man  zunächst  die  eben  angegebene  Correction  und  ausser- 
dem 3,25  subtrabiren  und  den  Rest  mit  20  dividiren.  Die  In  der 
sechsten  Columne  enthaltenen  um  4^5  vergrosscrten  Werthe  von  i 

wurden   nach   der  Formel   i^^Tri —    berechnet,    und  die  aus  den 

beiden  äussersten  Beobachtungen  abgeleiteten  Werthe  von  6  und 
aE  unter  die  Reihe  gesetzt.  Die  folgenden  Tabellen  werden  nar 
die  erste,  sechste  und  siebente  Columne  enthalten,  wenn  ander» 
nicht  die  Correction  durch  sie  besonders  ermittelt  worden  ist. 


Nr.  2.        Wie  bei  Nr.  1.  Ndr.  =22',0  + 


DUt. 

+ 

2' 

1        +4' 

1       +6*        1 

i  beob.jl  ber.|t  beob.  t  ber.|t  beob.  i  ber.  | 

1  Z 

32.1 

32,1 

29,3 

29,3 

26,3 

•26,3 

3 

27,6 

28,0 

24,2 

24,5 

21,0 

21,3 

6 

23,2 

23,5 

19,6 

19,8 

16,6 

16,6 

9 

20,3 

2a3 

16,6 

16,6 

12 

17,9 

17,9 

ft:^I2,7  6=9,4  6=7,5 

«iE =441.      o£=306.     <i£:=227. 


Dist. 

+  8'       1 

i  beob. 

t  ber. 

IZ 

23,5 

23,5 

2 

20.2 

20,7 

3 

18,0 

18,4 

5 

16,2 

16,2 

6=6,2 
a£=17Q. 

Dist.  I       -f  10' 


I  beob. 


i 


i  ber.lt  beob. 


+  12' 


i  ber. 


+  14' 
i  beob.l  t  ber. 


2 
3 


«Z 


2M 
18,1 

16,2 


21,4 
18,4 
16,2 


21,9 
19,8 
17,0 


21,9 
20,0 
17,0 


20.4 
18,4 
15,4 


20.4 
18,4 
15,4 


6=5,3  6=4,6  6=4,1 

a£=134.       a£=112.     a£=94. 


Im  vorstehenden  Versucbe  wurde  der  Schliessungsdrabt  der 
NebeDbatterie  von    seiner  Lfinge  22',0  für  das  Maximum  der  In- 

doction  nach  und  nach  um  2',  4' verlängert;    dadurch  sanken 

die  Werthe  von  6  und  tiE,  die  letztern  jedoch  in  der  Weise, 
dass  von  -f  &  (oder  -|-  ^O  >n  das  Product  aus  aE  und  der  hinzu- 
gefügten Länge  (/)  constaot  blieb;  es  ist  nämlich 

23'^<6=1362.    170x8=1360,     134x10=1340,     112x12=1344, 

94x14=1316, 

im  Mittel  aUo  a£x/=1350. 


■     '•         •  • 
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Nr.  3.    Batterie  wie  Nr.  1.  J=37,5. 

Hdr.  W,7;  Ndr.  =30',0. 


Dist. 

Max.      1 

— 

2* 

1       — 

•4'      1 

— 

& 

i*  beob.lt  ber.|i  beob.j  i  ber.|tbeob.|  t  ber. 

i  beob. 

i  ber. 

IZ 

31.5 

31.5 

31,5 

31,5 

29.8 

29.8 

26.9 

26,9 

3 

27.1 

27.4 

26.8 

20,8 

24.1 

24,3 

21,3 

21,6 

e 

2-2,8 

23.0 

22,0 

21,8 

19.0 

19.0 

16.6 

16.6 

9 

20,0 

19,8 

18.4 

18.4 

12 

17.4 

17,4 

fr =12.5 
a£=426 


6=10.2       A=8,8  6--=7,l 

n£=354     a£=263       a£=218. 


Dist. 

— ~ 

8'       1 

-10* 

1      - 

12' 

( beob.  i  ber.| 

( beob. 

t  ber.p  beob.'i  ber. 

VaZ 

22.3 

22.rf 

1 

24,4 

24,4 

21,9 

21,9 

19.8 

20.2 

2 

18,4 

18,8 

17,0 

17,0 

3 

18,6 

18,9 

16,4 

16,4 

5 

15,4 

15,4 

6=5,9  6=5,0  6=4,3 

a£=168      a£=i:130       a£=108. 


Der  Schliesaungsdraht  der  Hauptbatterie  ivar  um  8'  verlängert, 
wodurch  eine  gleiche  Verlängerung  für  die  Nebenbatterie  notii- 
wendig  wurde;    der  letztere  Schlies<»ung8draht  wurde   nach  und 

nach  um  2\  i* verkürzt    Auch  hier  sind  die  Producte  aus  a£ 

und  der  fortgenommenen  Länge  constant,  nfimlich 

218x6=1308,    168x8=1344,   430x10=1300,    108x12=1296. 


somit  im  Mittel 


a£;x/=1310. 


Kr.  4.     Ilalterie  Hie  Mr. 
Hdt.  W.T; 


y=27,5. 
Ndr.  21'.5. 


I)UI. 

FM(Ki|!.3)l.ab|!el 

FM(ing.4)ICorr 

(beob  iber. 

IZ 

185 

ISfi 

21,6 

3,4 

25.»    2ä.O 

•i 

17,7 

23.7 

20,2 

3,4 

23.7     23,8 

:i 

10,8 

24« 

19,1 

3,11 

22,8     2-2,7 

i> 

14,6 

19,» 

10,5 

3.4 

19,9     20,0 

« 

13,8 

17,» 

IM 

3,4 

17,8     17,8 

6=18,7;    ..£=493. 


Nt.  5.    Batteri«  wie  Nro,  ! 
Hdr.  19',7; 


J=53,2. 
Mr.  22',5. 


»ist. 

FM(Fi|i,3) 

i.bpl 

FM(Pie.4 

ICorr. 

ibeob 

tber. 

1  Z 

3.>,5 

43,2 

37,2 

6,0 

43,? 

43  2 

3 

28,3 

38.3 

342 

6,0 

38,3 

381 

6 

23,4 

;m,4 

26,4 

l),IJ 

3V,4 

.121 

9 

19,7 

28.1 

22,0 

6.1 

28,(1 

'WO 

12 

17,0 

25.0 

18,9 

6.1 

«,9 

m 

14,7 

6,0 

22.2 

■)?■? 

18 

13,0 

20.1 

14J 

6,0 

20,1 

20,1 

Mllt. 

6,0 

«=13,7;    »£=6! 


»r.  «.    Wie  Nro.  5. 


+2-       I        +4'       I        +6'        I        +8- 
Diät,  i'  beob-IPist.  li  beobjpiat.  |i  beob.lPiat.  \i  beob. 


«=11,0 
o£=483 


36,7 
Il7.7  I 


«  =  9,3         »=7,2 
o£=S77      nE=iSm 


»=6.9 
a£=227 


+  10-  +12' 

Diät.  l»beob.lDUt.  \i beob. 


24,9 
I  18.6     3      I   183 

4=53  »=5,2 

o£=l89     o£ss1SSl 
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Wird  die  Ladung  der  Haaptbatterie  gesteigert»  so  sinkt  nach 
Nr.  5.  der  Werth  von  6.  Nach  Nr.  6.  bleibt  von  /=8'  an  das 
Product  aExl  constant,  =1816  =  1820=1860  im  Mittel  =1830. 


Nr.  L    HB.  2  Flaschen  (14-2),    NB.  1  Flasche  (4),     J=37A 
Hdr.  ly,?;    Ndr.  38^,5. 


Dist.  FM(Fig.3) 

tabsel.|FM(Fi?4) 

COIT.I 

tbeob.|tber. 

IZ 

33,0 

40,1 

35,6 

4.4 

39,9 

39.9 

3 

28,1 

34,6 

30,1 

4,5 

34,4 

34,5 

6 

23,0 

28,9 

24,7 

>.2 

29,0 

28,6 

9 

19,1 

24,6 

20.3 

4,v! 

24,6 

24,4 

12 

16,1 

21,2 

17,0 

4,2 

81,3 

21,3 

Mitt.  I  4,3 


6=11,5;  a£=600. 


Nr.  II.    Wie  Nr.  1. 


Ndr.  38',5  -.... 


Dist. 

V      1 

_i 

4'      1 

1       -( 

¥      1 

—l 

J' 

ibeob.  t'ber. 

i  beob.ll  ber-lt  beob.  t  ber.{ 

j  beob.lt  ber. 

IZ 

393 

39,8 

38,2 

38.2 

35.6 

35.6 

3-2,4 

32,4 

3 

3%8 

33,6 

31.3 

31.3 

28,6 

•28.6 

25,0 

25,1 

6 

27,6 

27,2 

24,3 

24.2 

22,1 

•22,1 

18,8 

18;8 

9 

23,2 

22,9 

19,9 

19.9 

13 

19,7 

19,7  < 

6=9,8 


6=7,7         6=7,2  6=5,8 


a£=430       ^=332     a£=293      a£=r2-22 


Dist.  I       - 10' 


\i  beob. 


i  ber. 


-12' 


t  beob. 


t  ber. 


1  Z 
3 

5 


30,8 
23,6 
19,4 


30,8 
23.8 
19,4 


28,6 
203 


28,6 
20,8 


6=5,8 
«£=210 


6=4,4 
aiE;=lS4. 


Hieraus 


210x10=8100,     154x12=1848. 


i 
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m  Mittel  a£x/=I974.    Der  Fuokenmeaser   Y  scbhig  von 
an  schon  ziemlich  unoicher,   daher 


—8' 


Nr.  III.    Repetition  von  Nr.  L  and  II.*)' 


I  Z 

12  Z 

Bienns 


Max.  — 10* 

40,1    6=12,51  1  Z  31.61  b: 
•22.1  a£=541 1  3  Z  23,8la£: 


-12' 


:5,2  I  1  Z  29.11  6=4.5 
:l»4l3Z21.3la£=161 


194x10=1940    und    161x12=1932, 


!■  Mittel  a£x/=1936. 


Nr.  IV.    Repetition  von  Nr.  I. 


1  Z  I  39,8  1     6=13,0 
12  Z  I  21.7  i  a£=524. 


Nt.  V.  Batterie  wie  Nr.  I.    J=37,5. 
Hdr.  27',7;    Ndr.  54',0. 


Dist. 

t  beob. 

t  ber. 

1  Z 

36,9 

36,9 

3 

31«3 

31,6 

6 

•25,7 

25,9 

9 

22,0 

22.0 

6; 
üE 


10,8 
438. 


*.  VI    Repet.  von  Nr.  V. 

1  Z  I  36,6 
9  Z  I  217 


6=10,6 
a£=4S5. 


*)  Per  Körae  weg^  werde  ich  6;  wo  anr  dlie  beMea  iOMerttai 
BitItditeDgen  aogectellt  worden  «ind,  die  Ueberediriftoii  DbL  imd 
'ketb.  forllaeaen. 
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Nr.  VII.    HB.  3  Flascheu  (1+2+3),  NB.  1  Flasche  (4).  Jas 
Hdr.  19',7;    Ndr.  54',0. 


Djgt  |t'  bfeob.|  t  ber< 


IZ 

45.8 

45.8 

3 

38,7 

39.1 

6 

32,2 

32,1 

9 

27.2 

27,2 

12 

23,7 

23,7 

6  =  10,8 
a£=541. 


Nr.  VIII.  und  IX.    Repet.  von  VII. 


l  Z|45,8|  6=10,4  I    I  Z 
12  Zi23.3la£=527.  I  12  Z 


45,3 
23.3 


6: 
aE 


10,7 

:929. 


Nr.  X.    Wie•^>.  VII.    Rdr.  64',0  -  IC. 


IZ 
4Z 


31,91   6=4,6       ,         ,5,^, 
onoLic— i)i»>    also  atäXt=: 


20,9la£=  183 


2928. 


In  den  Versochen  I.  bis  IX.  stimmte  die  LSnge  des  Seh 
sungsdrahts  der  Nebeobatterie  beim  Maximum  der  Induction 
nauer  mit  dem  Gesetze  flbereln-,  dass'  er  sich  umicelcehrt 
Hauptdraht  wie  die  Ftascbenzahl  in  beiden  Batterien  verbi 
als  wie  dies  bei  den  Venochen  1—5  der  Fall  gewesen  war,  ' 
halb  worden  die  letaten  Versuche  Itars  wiederholt,  woraus 
wirklich  eine  kleine  Differenz  gegen  frOher  ergiab. 

Nr.  XI.  und  XIL    HB.  2  Flaschen  (1+2),  NB.  2  Fktsches  (3 
.^=37,5. 


Hdr.  19',7;    Ndr.  20',a 


1  Z 
12  Z 


31,81   6=16.2  I    I  Z 
19,4|a£=546.  I  12  Z 


SU 

19,4 


6=16,2 
a£=542. 


Nr.  XIIL  und  XIV.    Batt  wie  Nr.  XL    JssSifi 
Hdr.  19',7;    Ndr.  2r,5. 


1  Z|4],9|   6=14,1  I    1  Z 
13  Z|24,2la£=635.  I  12  Z 


41,51    6=13,7 
23,7la£=611. 
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».XV.    Batt.  wie  Nr.  XI.    7=63,0. 
Hdr.  31 ',7;    Ndr.  33',5. 

I  Z  I  36,1  I     b  =8,8 
g  Z  I  19,9  I  a£=3S3. 


NtXVI.    HB.  1  Flasche  (2),    NB.  2  Flaschen  (3^).    /=53A 
Hdr.  %f,2;    Ndr.  IS'.S.*} 

Max.  •1-2' 


1  Z 

6Z 


30,0    6=11.4  I  1  Z28,2|   6=10,4 
21,4a£=372.  I  6  Z  I9,6|a£=321. 


+4' 


+  6* 


1  Z 
4  Z 


25,2 

18,8 


6: 

aE: 


7,6   11 
:2]7. 1  3 


Z 
3Z 


22,7 
17,7 


6: 

aE: 


6,1 
:162. 


Nb  XVU.    Batt  wie  Nr.  XI.    /=53,0. 

Hdr.  47',7;    Ndr.  49',5. 

1  Z  I  31,0  I    6=8,1 
6  Z  I  20,0  la£=282. 

IkVmi    Batt.  wie  XI.    J=63,7. 
Hdr.  47,7;    Ndr.  49',5. 


1  Z 

6Z 


36,01    6=7,2    I  1  Z35,5 
■22,4la£=296.  I  6  Z22,4 


6: 

aE. 


:7.6 

303. 


IkXO.   Ha  1  FUsche  (3),    NB.  2  Flaschen  (i-t-4.).    J=63.7. 

Hdr.  48',  2;    Ndr.  a9',6.**) 

1  Z  I  29,5  I      6=8,5 
5  Z  I  20,7  I  aE=280. 


'  *)  Diote  Länge  de«  Nebendraht«  enUpricht  dem  Genetie  Tollkom- 
M,  da  da«  Verhaltai««  ron  Fl.  8  %n  Fl.  3-H  v^«  1,097:1,927  oder  wie 
]*1,7C  Ut 

^  Die  Linse  des  NebendrahU  i«t  in  beiden  Fällen  sa  gro««;  die« 
^«bältai««  tritt  ma ,  wenn  der  iadacirte  Strom  an  Lebhaftigkeit  rerliert, 
«ilel  die  Aagaban  de«  Fankenmeaser«  aneieher  werdeik  S.  dae  Folgende. 
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Nr.  XX.    HB.  1  Flasche  (2).  NB.  3  Flaschen  (l-f3f4).  7=^63^7. 

Hdr.  48',2;    Ndr.  19',4.*«) 

Max.  -f  4' 

IZ 


4  Z 


26,7    6  =  11,11  1  ZI23,2    Ä=7,3        ,         j,^.    Vta 
20,9fl£;=323.  |3  Zll8,7a£;  =  194'    "*^  at^Xi=T7^. 


Da  ich  die  Prodacte  aExl  genauer  bestimmt  za  habet 
wünschte,  die  in  Rficksicht  auf  nieioe  frfiherd  Uotersuchan^ 
(Jahresb.  d.  Wien.  Acad.)  erst  constant  werden  können ,  weoa  / 
bei  gleichen  Batterien  nahe  die  Länge  von  d',  bei  HB.  2  Fl.  N& 
1  Fl.  von  n\  bei  HB.  3  Fl.  NB.  1  Fi.  von  16'  und  bei  umgekeb^ 
ter  Fiaschenzahi  von  5^/}'  und  von  4f  erlangt  bat«  so  suchte  ich 
die  Resultate  von  kleinen  Fehlern  in  der  Lange  des  Nebendrahto 
beim  Maximum  dadurch  unabhängig  zu  machen,  dass  ich,  soweit 
es  möglich  war,  eine  gleiche  Länge  Draht  fqrtnahm  und  hinxiip 
fugte,  und  das  Mittel  aus  beiden  Angaben  als  den  annähen! 
richtigen  Wertb  ansah.  Hierdurch  entstanden  noch  folgende 
Versuche : 

j 

Nr.  XXI.    HB  3  Flaschen  (1+2-^3),  NB  1  Flasche  («).  '3=Snj^i 
Hdr.  19',7;    Ndr.  54',0. 


i  ; ' 


—16' 


l  ZI32,3 
4  Zl21,3 


«£=lä.  I  +'6' 


I  Z|39,4|    6=5,6 
4  Zl20,2la£=192. 


aiE;x/=3024. 


/.    f. 


Nr.  XXII.    HB  2  Flaschen  (l-f2),    NB  1  Flacclie  (4).  J=^fi. 
Hdr.  19*,  7;    Ndr.  38',5.  t 


-  lOV.' 


1  Z 
4Z 


30,9 
20,7 


6= 
a£ 


=  188.  I  +  *VV»  U  zl20.6 


6=6,3 
a£!=21J. 


a£x/=2)00; 


Nr.  XXUI.  HB  2  Flaschen  (1+2) ,  NB  2  Flaschen  (3+4).  J=^fi. 
Hdr.  19'.7;    Ndr.  20',8. 

.  ,ft,|l  Z|2I,3    6=6,0 

+  ^"^l4ZII4,8a£=148.    a£x/=1480 


'**y-  8.  Torbergebende  S«ite. 


.  > 


109 


Ik  XXIV.      HB  2  Flaschen   (1  -f  2) ,      NB  2  Flaschen  (3  +  4) 
J=37,5. 


Hdr.  25',7;    Ndr.  27',5  (angenommen). 


—  8' 


IZ 

4  Z 


24^1. 6=6,1    I    .aJlZ|22.6(   6= 
•l7,2!aE=173.  I  +^  14  zll6.3l«E= 


6,8 
177. 


a£x/=1400. 


K.  XXV.    HB  2  Flaschen  (1-f2).    MB  1  Flasche  (4).    7=37,5. 
Hdr.  25',7;    Ndr.  SO',5  (angenommen). 


_,„„,ll  Z|31,9I    6=6.6    I     .,«,,, 
-I»V«|4  Zl22,9la£;=244.  |    +  *"/« 


1  Z|-28,1i    6=6,6 
4  ZI20.1  a£=211. 


a£x/=2394. 


Ib.  XXVI.    HB  1  Flasche  (*i),     NB  2  Flaschen  0+4).  J=37.5. 
Hdr.  26',2;    Ndr.  15',5  (angenommen). 


+  6' 


1  Z 
3  Z 


17,11    6=6,5 

13,slrt£=  129.     aEx  /=774. 


Si- XXVII.     HB  2  Flaschen  (1-f  2),      NB  2  Flaschen  (3  +  4). 
J=53.0. 


Hdr.  25',7;    Ndr.  •27'.5  (angenommen). 

»,|1  Z|32,3|    6=5,8    I   .  jj,  11  Z|30,6|   6= 
-*|5  z|20,4la£=2-20.  I  +°  Is  Zl20,flla£= 

a£x/=1896. 


7,3 

254. 


Nr.XXVIU.   HB  1  Flasche  (2),  NB  2  Flaschen  (3+4).  7=53,0. 
Hdr.  26',2;    Ndr.  15',5  (angenommen). 


+*|5f 


23,71    6  =  7.4    j    .  «,|1  Z|21,6 
17,6|a£=200.  !  +  "  |4  ZI  15,7 


6: 
aE: 


7.0 

;174. 


«£x:=1296. 


-.) 
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Nr.  XXIX.      HB  2  Flaschen  (1+2).    NB  2  Flaschen  (34- 

J=63.7. 

Hdr.  25',7;     Ndr.  2Tfi  (aDgenommen). 

«,11  Z|37^|   6=5,9    I   .  o,  1  Z|3fi,0|   6=7,5 
"''^le  zl21,7lo£=267. 1+^6  z|22,«loE=304. 


aJBx/=2432. 


Nr.  XXX.    HB  1  Flasche  (2),  NB  ^Tlaschen  (3-1-4).    J 

• 

Hdr.  26^2;    Ndr.  15'^  (aDgeDommen). 
+  ^14  zl21,0laE=250.  I  +5 


1  2126,01    A=7,l 
4  zllÜ,0laJB  =  212. 


a£x/=1600. 

Nr.  XXXI.    HB  1  Flasche  (2;,  NB  2  Flaschen  (3+4).  •/=S 

Hdr.  32',2;     Ndr.  18',5. 

.,        il  Z|30,l     6=10,7  I    ,  ßjl  Z|22,4|    6=6,5 
^^^'  16  Zl-21,2fl£;=35l  I  +^  k  z|16,0|«JE;=I68. 

aExl  ^lOOS. 

Nr.  XXXII.    HB  1  Flasche  (2),  NB  2  Flaschen  (3+4).  .fcaC 
Hdr.  32V2;    Ndr.  19'.ü. 
1  Z|34,71    6=10,2 


Max. 


6  z!24,0la/:=388.  |     +^/* 


1  Z 
4  Z 


23,7 
17,0 


6  =  6,6 
a£=  180. 


aExlr=im). 


Nr.  XXXIII.    HB  1  Flasche  (2),  NB  1  Flasche  (4).*) 

Hdr.  32,2;    Ndr.  33',6. 

Max.  -  8'  +  8' 

1  Z 


•/=Ö 


9  Z 


37,01    6=8,7    |1Z29,I     6  =5,2  11  Z|28,0|   6: 
20;}la£:=:360.  |  4  Z  19,6  aE=  180.|4  ZllOfilaE. 

aExl=KGO, 


6,6 
210. 


*)    Die  Anxahl  der  Flaschen  in  den  Batterien  hat  bei  gleicheni 
hältniMe  keinen  Ginflns«  auf  die  Reanltate,  jedoch  vorfiafl^^eAetit, 
die  Fiatchen  an  Grotte  oder  Ladnngtkräft  nicht  von  einander  abwei 
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Kr,  XXXI V.    Batt.  wie  Nr.  XXXIO.    J=:63,7. 
Hdr.  32',3;    Ndr.  33'.5  (aDgen«mmeD). 
fthx.  .     '    —W  ■1-8' 


IZ 

9  ZI 


43.0 
•22,7 


6=8,011  Z|33,2|   6=5.1    1  1  Z;33^|    6: 
a£=386j4  zl22,2la£=20'i.  I  4  z|24,0la£ 

a£;x;=1824. 


6.« 
254. 


Nt.XXXV.    Batt.  wie  Nr.  XXXni.     J=63,7. 

Hdr.  48',2;    Ndr.  49',0. 

Max.  —8'  +8' 

Z|36,0|    6=s7,2  II  Z|27,7|    6=6,911  Z|3 


1  Z|36,0|    6=7,2  II  Z|27,7I    6=5.911  Z|32.2|    6: 
,4la£=292.|4  Zll9,4|a£=l^  Z22,9|a£: 


6.3 
227, 


<i£x/=1680. 


Ni  XXXVl.  HB  I  Flasche  (2) ,  NB  2  Flaschen  (3-F4).  7=63,7. 
Hdr.  48V2;     Ndr.  29',0. 

Max.  —8'  +8' 

IZ|30.4|    6=8,7    |1ZI>2.3,9|    6=5,4  ll  Z|33,0|    6=6.4 
5Z|-2],5|a£=-294.  I  3  Zll8,4la£=155  ß  zllS,lla£=17l. 

a£x/=1304. 

Die  Angaben  des  Funkenroessers  wurden  in  den  beiden  letz- 
in  Reihen  unzuverlässig.  Um  die  Fehlergrenzen  näher  kennen 
altraea.  welche  in  den  VVerthen  von  6  und  <t£  liegen,  wurde 
V^aA»  Reihe  angestellt: 

Ik  XXXVII.    Batt  wie  Nr.  XXXV.    J=63.7. 
Hdr.  48',2;    Ndr.  49',5. 

Dist  \i  beob.li  ber. 


1  Z 

3G.6 

2 

31,7 

3 

28,2 

4 

25.9 

5 

24.2 

6 

22.1 

7 

20.9 

8 

19.7 

9 

18.7 

36,6 
32,7 
29,6 
27,0 
24,8 
22,9 
21,3 
200 
18,7 


6=7,4 
a£;  =  304. 
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cken  die  Reihe  nicht  mehr  voAstindig  ans ;  die  beob.  Zahl 
den  bei  grOaaem  DistaDien  xu  gros«.  Dus  der  Graad 
fflr  8' gespanntea  Draht  zu  laose»  Sc hliessunga bogen  d«r 
batterie  lieict,  nicht  ia  der  «tAnceren  Ladung  derselben, 
nachBteheoäe  Vereuche. 

Nr.  XXXVIIi.    Batt.  wie  vor.  Nr.     J=Ö3,7. 
Hdr.  30, 'i;    Ndr.  22',0. 

Üist.  jibeob-li  ber. 


IZ 

48.9 

4.S.9 

2 

4S.I 

43,6 

3 

4-3.4 

42,5 

4 

39,9 

40,0 

5 

37.7 

37.7 

6 

35.6 

35.8 

9 

30.S 

30,6 

12 

2fl,9 

■Ä9 

Nr.  XXXIX.  HB  S  Flucben  (H2),  NB-I  FUsche  (4;.  J-. 
Hdr.  I9',7;    Ndr.  38'.5. 
D»t  libcob.li  bef. 


IZ 


J2 


54,1!  54^ 

40,2  46,4 

38,2  37,» 

32,2  32,0 

27.7  '27,7 


Obschon  die  Versuche  noch  weiter  auKgedehot  werde 
gen ,  so  treten  doch  bereits  einige  Gesetze  hervor ,  enf  we 
die  Anfroerksamkeit  zu  richten  wünsche.  Ich  stelie  lii« 
Werihe  von  b  und  aE  beim  JVfaximuni  dsr  Induclion  In  fo 
Tabelle  zusammen. 
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Kr.  Je> 

Veninch» 

HB 

NB 

Hdi 

N*, 

J 

' 

at: 

"3" 

i 

157 

37^ 

TEÜ 

sm 

XII. 

10,2 

642 

I. 

'•• 

'•'• 

'• 

2ä.O 

15.9 

m 

577 
553 

I. 

s 

1 

38,5 

ll,S 

600 

III. 

12,5 

541 

IV. 

» 

'•'■ 

" 

12,0 

524 
62^ 

VII. 

3 

1 

64,0 

10,8 

641 

Mll. 

., 

10,4 

627 

IX. 

■• 

» 

". 

" 

10,7 
10,6 

629 
633 

XIII. 

2 

2 

21,ä 

53,0 

14,1 

635 

XIV. 

13,7 

611 

5. 

»Vs 

5.3,2 

13,7 
13,8 

636 
627 

XXXIX 

i 

1 

38.5 

53,0 

WA 

622 

XV. 

2 

31,7 

33.5 

53,0 

8,8 

333 

XXXIII. 

I 

' 

3:!,2 

3J,5 

8,7 

360 

Sä 

XVI. 

I 

2 

„ 

18,5 

11.4 

372 

XXXI. 

" 

•• 

■■ 

10.7 

m 

353 
369 

XX.\IV. 

I 

1 

33,5 

1-3,7 

8,0 

386 

,\XXII. 

i 

2 

19,0 

10,2 

38S 

XVIII. 

3 

2 

47,7 

49,5 

tö,7 

7,2 

296 

xvin. 

7,5 

303 

XXXV. 

.1 

i 

48,2 

49,0 

■' 

7,2 
T3 

292 
297 

XIX. 

1 

2 

29,5 

„ 

8,5 

280 

XXXVI. 

" 

29.0 

8,7 
SÄ 

294 
287 

XX. 

I 

3 

19,4 

.. 

11,1 

323 

ZnoSchst  erpiebt  die  blosse  Ansteht  der  Tabelle,  dass  bei 
(nfTfindertem  SchliessuDgBdraht  i^nd  bei  unveränderter  Ladung 
in  Hanptbattenc  aE  conslant  bleibt,  wie  auch  die  Nebenhatteria 
Modert  werde.  Zweitens  lüast  sich  entnehmen,  dass  ebenfalla 
•(i  cunstanter  Leitong  und  Ladung  der  Haiiplbatterie  b  auf  \ 
*i  auf  %  Heines  Wernes  sinkt,  irenn  die  Plusebenzahl  der  Ke- 

Tbril  XIX.  8 
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benbatterie  zur  Flascherizahl  der  Hauptbatterie  von  dem  Verhält- 
nisse 1:1  aufdas  Verhältniss  l:2und  1 :3  übergeht;  bei  umgekehr- 
ten  Verhältnissen  steigt  b  auf  %  und  auf%^elne8  Werthes/)  Welche 
Aenderungen  b  und  aE  mit  veränderter  Ladung  der  Hauptbatterie 
erleiden ,  müssen  die  spätem  Beobachtungen  ergeben ,  da  ich  hier 
eine  grosse  Veränderlichkeit  mit  der  Art  der  Flaschen,  ob  sie 
von  stärkerm  oder  schwächerm  Glase  sind ,  bereits  wahrgenommen 
habe.  Bei  &I eicher  Ladung  der  Hauptbatterie  scheint  aE  mit  der 
Länge  des  ISchliessungsdratites  zu  sinken ,  doch  wird  diese  Länge 
noch  wegen  der  durchbrochenen  Luftschicht  und  wegen  der  Glas- 
stärke der  Flaschen  corrigirt  werden   mfissen.    Bei  •/=:37,5  ist 

536x20=10720,    436x28  (Nr.  V.)  =  12208; 

bei  J=53,0  ist 

625x20=12500,  359x32=11488,  282x48  (Nr. XVII.)  =  13536; 

endlich  bei  J=63,7  ist 

657x20  (Nr.  XXXVIII.)  =13140.    387x32x:12384 

und 

292x48  =  14016. 

Aus   der   Zuaammensteliung   der  Werthe  von    aExt  erhält 
man  folgende  Tabelle: 


*)  Nach  dieiem  Getetxe  ist  in  meiner  Abh.  Pogg.  Ann.  B.  71. 
p.  343.  die  beobachtete  Ladung  29,32  der  Nebenbatterie  nicht  alt  J,  soa* 
dern  als  }  von  der  Ladung  40,00  der  Hauptbatterie  aufzufassen. 


Flaschenzahl  f» 


Nr.  Je. 
Versuchs. 

HB|NB[H(lr 

J 

a£x/. 

XXI 11. 

2 

2 

IM 

37,3 

1480, 

2. 

l:kiO* 

II. 

2 

t 

i07J] 

III. 

„ 

2 

II 

1936 

XXII. 

21Ü0\ 

X. 

s 

'i 

^ 

," 

2!I28, 

XXI. 

3024* 

XXIV. 

2 

2 

25,7 

I40O 

XXV. 

2 

1 

,1 

23»4 

XXVI. 

1 

2 

26,2 

774 

XXVII. 

2 

2 

2S,7 

üio 

1896 

XXVIII. 

1 

2 

26,2 

1-296 

XXIX. 

2 

2 

2S.7 

63,7 

2432 

XXX. 

1 

2 

26,2 

1600 

XXXIII. 

1 

1 

32,2 

Ä 

1560 

X.X.XI. 

I 

2 

lOOB, 

XVI. 

972  i 

XXXIV. 

l 

i 

63,7 

1824 

XXXIl. 

2 

1.351) 

XXXV. 

1 

1 

48.'2 

63,7 

1680 

XXXVI. 

1 

2 

1304 

XX. 

1 

3 

." 

776 

V/i»  wenige  ScbSrfe  auch  diesen  Zahlen  zulcommen  taaa, 
Ntrue  ich  doch  bein  Bedeuken.  aus  ihnen  als  Gesetz  abzulei< 
ha,  dus  hei  constanter  Ladung  and  Leitung  der  Baupthatterie 
it  Producte  a£x/ ^aich  nie  li'L-.'i  verhalten,  wenn  das 
Vahiltni»«  der  Flafichenzahl  in  der  Nebenbatteite  zor  Flaschen- 
nUin  der  Hauptbat terie  wie  1:1,  wie  1:2,  wie  1:3  ist  und  um- 
Hekckt,  dass  die  Producte  aExl  von  1  auf  3/,  aof  '/^  sinken, 
•toB  die  Nebenbatterie  zur  Hauptbatterie  von  1:1  auf  2:1  und 
mt3il  fibergeht. 

Versuche  mit  gespannten  Dr&hlen  von  4'  LSnse  liessen  sich 
hcineoi  zu  geringen  Umfange  dorchltlhren ,  als  aaE<s  daraus  he- 
mdeie  Schlüsse  hätten  gezoeen  werden  kCnnen.  Man  findet  die 
mfaer  Aber  b  nnd  aE  beim  Maximum  der  Induction  gefundenen 
Gesetze  bestätigt,  erkennt  aucb,  dass  beide  im  Allgemeinen  nur 
tÄ  so  gross  sind  als  bei  gespannten  Drähten  von  S'  Länge,  es 
Ult  indess  zur  festem  Begründung  die  Kenntniss  über  den  bem- 
Maden  Einflnss  des  Schliessurigsdrahtes  selbst.  Benierkenswerb 
M,  dass   die  L&ng«   des  Schliessungsdrahts   der  Nebenbatleris 
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ZU  kurz  uaenillt;  hierin  trilt  dieselbe  Erscheinung  berv 
oben  bei  den  Versuchen  XXXV,  und  XXXVI.  wahree 
wurde,  näinlicb  daes  da,  wo  die  inducirende  Kraft  der 
batlede  zu  gering  wird,  die  Nebcnbatlerie  eine  Tendenz  : 
ihrer  Wirkungsneise  eich  der  Hauptbatterie  mehr  gleich 
len.    Die  Versuche  sind  folgende: 

HB  1  Flasche  (2),    NB  I  Flasche  (j).     7=^:37,5. 
Hdr.  U',2-,    Ndr.  15,0. 
Dist.  |ibcob.|i  her. 


I  z 

28,3 

28.3 

2 

23,3 

2ä,3 

«=7.3 

3 

22,9 

22,8 

a£=230 

4 

20.9 

20,8 

6 

19,0 

M,l 

e 

17,7 

17,7 

HB  2  Flaschen  (1-|'2),   NB  I  Flaicb«  (4).    7=37,: 
Hilr.  14V2;     NJr.  26"A 


Ui.t. 

i  l)«ob. 

i  lier. 

1  7, 

.14,4 

.34,4 

2 

»Jl 

30.0 

» 

2(1.4 

2«,5 

4 

23.8 

23,8 

r. 

21.« 

21,5 

0 

1!),7 

IV 

HB  3  Fl.  (1+2+3),    NB  1  Fl,  (4).    J=3rA 
Hdt,  14',2;    Kdr.  35',5. 


4=5,3 
<i£=240. 


DUI. 

jbeab  i  her 

1  7, 

.■«,3 

.1«,3 

;i2,ti 

33,1 

■is.i 

2»,1 

25,» 

!B,9 

2;i,3 

2:t,2 

C 

31.3 

21,3 

iir 


I 


HB  1  Fl.  (2),    NB  1  Fl.  (4)     /=53.0. 
Hdr.  14',  2;    Ndr.  15',  5, 

■ 

Dist.  I  /  beob.l  t  ber. 


6  =  6,6 
aE=:277. 


1  z 

36,5 

36,5 

2 

32,0 

32.2 

3 

28.6 

29.8 

4 

26.1 

26.1 

5 

23.9 

•23.9 

6 

22,0 

22,0 

( 


HB  2  FI.  (1+2),    NB  1  Fl.  (4).    J=53.0. 
Hdr.  I4',2;    Ndr.  2Ö^5. 
Dist.  [tbeob.|i  ber. 


6=5,1 
aE  =273. 


IZ 

44,5 

44,5 

2 

38.0 

38.2 

3 

33,4 

33.5 

4 

29,9 

29.9 

5 

27,0 

26.9 

6 

24,5 

24,5 

Ausserdem  hatte  ich    eine  Reihe  Beobachtungen    ansestellt^ 

B  denen  Platindrähte  (PI.)  von  je  17  Zoll  Länge  und  0,^1  par. 

Laien  Durchmesser  in  die  Schliessungsdrähte  eingeschaltet  wa- 

reo.    Von  der  einen  Seite  bewährten  sich  diese  PTatindrähte  ab 

amäbemd  mit  2' Kupferdraht  (K)  äquivalent,  von  der  andecn  Seite 

kmmten  sie  aber  die  Inductionskiaflt  insoweit,  dass  die  Versuche  be- 

idbräokt  wurden  und  bis  jetzt  kein  festes  Ziel  erreicht  werden  konnte. 

kk  halte  es  fiir  genügend  3  Beobachtuni^reihen  mitzutheilen ,  von 

deaen  die  beiden  ersten  zeigen,  dass  die  Platindrähte  in  Bezug 

aaf  die   Länge    der  Schliessungsdrähte  beim  Maximum    der  In- 

doctioD  nur  mit  ihrem  äquivalenten  Werthe  in  Rechnung  kommen, 

die  dritte  eine  Vergleichung  mit  der  ihr  entsprechendeu  Reihe  in 

der  ersten  Abhandlung  gestattet,  wo  der  inducirte  Strom  mit  dem 

Loftthermonieter  gemessen  wurde.    Dieser  Versuch  giebt  6=8,0 

oder  nach  der  frühem  Weise  6=95,7;  das  Luftthermometer  gab 

6=93,5,   beide  sehr  wenig  von  einander   verschieden,    was  zum 

Theil  noch   durch  die  in   beiden  Reihen  verschiedene  Form  der 

gespannten  Drähte  ausgeglichen  werden  mag. 
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HB  1  Fl.  (-2).    NB  I  Fl.  (4).    J=63,7. 
Hdr.  IS'.^K.H-PI.;    Ndr.  ilt.O  K. 


6=9,« 
f.i-=455. 


l)i.l. 

.'W~lj.lilier. 

IZ 

41« 

4i,r. 

'2 

XI:.'. 

:«.! 

:i 

:u". 

.■«,■1 

ß 

«,■! 

ms 

'.1 

«,7 

M,0 

1-2 

«1.7 

20,7 

HB  1  Fl.  (3),    NB  1  Fl.  (4).    7=53,0. 
Hdr.  18', 2  + PI.',    Ndr. '21',6  K. 
Pist.  [t  faeoh.l  i  ber. 


IZ 

.un 

37,0 

a 

»111 

31,4 

6 

•25,4 

25,6 

9 

•21,S 

21,7 

l'i 

18,7 

18,7 

HB  I  Fl.  (2),    NB  1  Fl.  (4).    /=53,0. 

Hdr.  WS  K.  +  PI. ;  Ndr.  22',0  K.  +  PI. 

Diät  |i  btob.1 1 


1  7. 

30,7 

30,7 

t 

'27,11 

27,6 

4=8,0 

3 

4 

29,0 
•23,0 

2S,I 
23,0 

.£=276. 

5 

'21,« 

21,3 

« 

19.7 

19,7 
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X 


miiscellen. 


Aus  einem  Briefe,  welchen  Herr  Professor  Dr.  Anger  in 
DiBzIg  schon  unter  dem  10.  Deceniber  1851  an  mich  zu  richten 
'KGute  hatte,  halte  ich  mich  verpflichtet,  das  Folgende  hiermit- 
flAeilen,  indem  ich  Herrn  Professor  Anger  zugleich  freund- 
<ckaftlichst  um  Verzeihung  bitte,  dass  dies  nicht  schon  früher 
Kticbehen  ist,  weil  sich  bis  jetzt  immer  nicht  ein  geeigneter  Platz 
1  dieser  Mittheilung  im  Archive  finden  wollte.  Herr  Professor 
Aager  schreibt  mir  Folgendes : 

JErlauben  Sie  mir,  dass  ich  diese  Gelegenheit  benutze,  eine 
Utile  mathematische  Bemerkung  in  Beziehung  auf  Ihre  Ableitung 
\  der Gtass'schen  Gleichungen  hinzuzufügen,  welche  Sie  im  dritten 
Aefte  des  siebzehnten  Theiles  des  Archivs  der  Mathematik  und 
^^  }  ^^f^^^^  haben.  Die  Ableitung  ist  mir  bereits  seit  dem 
hin  1823  bekannt,  auch  erinnere  ich  mich,  sie  im  Jahre  1827 
dcft  jetzigen  Director  der  Konissherger  Sternwarte  Herrn  Dr. 
Bitch  mitgetheilt  zu  haben.  Vor  drei  bis  vier  Jahren  theilte 
U  sie  meinem  Freunde,  dem  Oberlehrer  an  der  hiesigen  Johan- 
ni Schule  (einer  höheren  Bürgerschule)  Herrn  Gronau  mit,  dem 
^  sehr  sefiel,  und  der  sie  seitdem  beim  Unterricht  benutzte ,  wie 
dis  beigelegte  Heft  eines  seiner  Schüler  ausweiset.'' 


•)    Till.  XVIf.   Nr.  VI.   S.  259. 
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Indem  ich  vollkommen  anerkenne,  dass  in  dem  mir  guti^ 
Obersandten  mathematischen  Hefte  eines  Schfilers  der  Jonanni 
schule  in  Danziß  die  in  Rede  stehende  Ableitung  sich  im  Wesen 
liehen  ganz  so  findet,  wie  ich  dieselbe  in  dem  17ten  Theile  d< 
Archivs  S.  259.  gegeben  habe,  kann  ich  mich  nur  freuen,  b 
dieser  kleinen  Untersuchung  mit  einem  so  ausgezeichneten  Math 
matiker  wie  Herrn  Professor  Anger  zusammengetroffen  zu  sei 
und  bitte  denselben  wegen  der  Verspätung  dieser  Mittheilui 
nochmals  recht  sehr  um  Verzeihung.  Ich  habe  mich  aber  am  i 
mehr  zu  derselben  für  verpflichtet  gehalten,  weil  die  a.  a.  O.  d* 
Archivs  von  mir  gegebene  Ableitung  der  Gauss'schen  Gieicho 
gen  wahrscheinlich  Eingang  in  die  Lehrbücher  finden  wird,  ebi 
so  wie  meine  in  Tbl.  XVI.  Nr.  XVI.  S.  194.  gegebene  Herleitui 

der  Grundformeln  der  sphärischen  Trigonometrie.  Ein  anderer  se 

II 

werther Freund,  Herr  Astrand  in  Gothenburg  in  Schwede 
schreibt  mir  schon  vor  geraumer  Zeit,  dass  er  von  dieser  Herh 
tung  der  Grundformeln  der  sphärischen  Trigonometrie  in  eine 
von  ihm  herauszugebenden  Lehrbuch  der  Trigonometrie,  welche 
mir  indess  noch  nicht  zu  Gesicht  gekommen  ist,  Gebrauch  m 
eben  werde.  Die  Herleitung  der  Gauss'schen  Gleichungen  soll,  w 
ich  hure,  bereits  in  das  vielfach  in Recenslonen  empfohlene  Leb 
buch  der  Trigonometrie  von  Herrn  LObsen,  welcnes  mir  indei 
auch  noch  nicht  zu  Gesiebt  gekommen  ist,  aufgenommen  worden  seil 
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Velier   die   EntfernnngrsiSrter   des 

Tetraeders. 

Von 

Herrn  Anton  Maur, 

IMdtten  dea  höheren  Schalanitt   an  der  ReaUchale  zn    DüsAoldorf. 


I 


§  1 

Aufgabe. 

Den  geometrischen  Ort  derjenigen  Punkte  zu  fin- 
'flD,  ffir  welche  die  Summe  der  Abstände  von  den  vier 
Seitenflächen  eines  Tetraeders  eine  gegebene  con- 
•taite  Grosse  ist. 

Dabei  ist  zu  bemerken ,  dass  wir  den  Abstand  eines  Punktes 
^M  cmer  Seitenfläche  des  Tetraeders  als  positiv  oder  als  ne- 
litiv  betrachten ,  je  nachdem  der  Punkt  in  Bezug  auf  die  be- 
6«ffeode  Seitenfläche  auf  der  Seite  liegt,  auf  welcher  das  Te- 
l'ieder  liegt  oder  umgekehrt. 

Das  gegebene  Tetraeder  sei  nun  ABCD. 

Der  Winkel  nach  dem. Innern  Räume  des  Tetraeders  hin: 

nrifchen  den  beiden  Ebenen  ABC  und  ABD  sei  v^; 

S«  99  »  »  »         AiyU       f,        V3, 

Tfcfil  \1\.  9 
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Der  ebene  Winkel  BAC  sei  o, 

M        „  „        ACB    „   y;  der  Auseenwiiikel 

des    ebenen    Winkels   ABC  „    ß. 

Wir  bezeichnen  ferner: 

die  Seite  BC  mit  a, 

„        AC  mit  6, 

„        AB  mit  c. 

Die  vier  Seitenflächen  des  Tetraeders  wollen  wir  als  die  . 
Ebenen  von  vier  rechtwinkligen  Coordinaten  -  Systemen  im  Ra 
annehmen. 

Es  sei  demnach  in  dem  ersten  Systeme  die  Ebene  ABC 
AF- Ebene.  Der  positive  Theil  der  Z-Aze  sei  das  Stuck  d( 
A  auf  die  Ebene  ABC  Senkrechten  nach  dem  innern  Räume 
Tetraeders  hin.  Der  positive  Theil  der  JC-Axe  sei  AB. 
positive  Theil  der  F-  Axe  sei  das  Stück  der  in  der  Ebene  ^ 
in  A  SiU^AB  Senkrechten  9  welches  nach  dem  innern  Räume 
Dreiecks  ABC  hin  liegt.  Die  Coordinaten  irgend  eines  Pun 
wollen  wir  in  diesem  Systeme  mit  (^r^,  yi,  Z|)  bezeichnen. 

In    dem    zweiten    Systeme  sei   ABD  die    Ebene  XT* 
positive    Theil    der  Z  -  Axe    sei   das   Stück    der   in    A    auf 
Ebene  ABD  Senkrechten.,    welches  nach  dem  innern  Räume 
Tetraeders  hin   liegt.    Der   positive    Theil  der  X-  Axe  sei 
Der  positive  Theil  der  F-Axe  sei  das  Stück  der  in  der  Ebene  AB 
A  auf  AB  Senkrechten,    welches   nach  dem   innern  Räume 
Dreiecks  ABD  hin  liegt.     Die  Coordinaten   irgend  eines  Pun 
wollen  wir  in  diesem  Systeme  mit  (x.^,  y-^y  :i^  bezeichnen. 

In  dem  dritten  Systeme  sei  ACD  die  JlF- Ebene.  Der 
sif  ive  Theil  der  Z  -  Axe  sei  das  Stück  der  in  A  auf  der  El 
ACD  Senkrechten,  welches  nach  dem  innern  Räume  des  Te 
ders  hin  liegt.  Der  positive  Thefil  der  XAxe  sei  AC  Dei 
sitive  Theil  der  F-Axe  sei  das  Stück  der  in  der  Ebene  ACi 
A  auf  AC  Senkrechten,  welches  nach  dem  innern  Räume 
Dreiecks  ACD  hin  liegt.  Die  Coordinaten  irgend  eines  Pun 
wollen  wir  in  diesem  Systeme  mit  {x^ ,  y^  >  23)  bezeichnen. 

In  dem  vierten  Systeme  endlich  sei  BCD  die  JYF-Eb 
Der  positive  Theil  der  Z-Axe  sei  das  Stück  der  in  B  aal 
Ebene  BCD  Senkrechten,  welches  nach  dem  innern  Räume 
Tetraeders  hin  liegt.^  Der  positive  Theil  der  XAxe  sei  BC, 
positive  Theil  der  F-Axe  sei  das  Stück  der  in  der  Ebene  1 
in  B  auf  BC  Senkrechten,  welches  nach  dem  inneren  R« 
des  Tetraeders  hin  liegt.  Die  Coordinaten  irgend  eines  Pun 
wollen  wir  in  diesem  Systeme  mit  (0-4,^4,24)  bezeichnen. 
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Es  macht  Dun  mit  der  positiven  Richtung  der  Zi-Aze 
die  positive  Richtung  der  2^-Aze  den  Winkel  n — v^^ 

Z4  „  „  7t —  V4. 

Femer  bildet  mit  der  positiven  Richtung  der  A|-Aze 
4e  positive  Richtung  der  J^-Axe  den  Winkel  0, 


>»  f> 


»♦  jj  >» 


n  »» 


Wenden  wir  jetzt  die  Formeln  fQr  die  Coordinaten  verwand - 
hB|  Im  Räume  an ,  so  erhalten  wir  folgende  allgemein  gfiltigen 
Gioehiiiigen : 

3(1=    — ^aC08V2  +  r^sinv^ ,        >    (1) 

jCi  =arsCOsa  —  y3C0SV3sina  -f  ::3sinv3sina9 

^1  =  orjsina -f  ^3C08V3COso — Zssinvscoso,     ^    (2) 

*i  =     —  yzsinv^-^z^cosv^. 

jpi  =  c + j:4Cosj5  +  y4C08V4sin|3  —  24sinv48io|3 , 

j5fj=      ar^ainß — y4C08V4C0sj5  +  Z4sinv4C08j5,     ^    (3) 

2|  =  - — ^4810^4  —  24C0SV4  . 

Moltipliziren  wir  die  zweite  der  Gleichungen  (1)  mit  sinvs  und 
die  dritte  mit  cosv^ ,  und  subtrahiren  dann  die  dritte  von  der  zwei- 
tes» so  erhalten  «vir: 

Z2=yi8inva— ricosv*  W 

Moltipliziren  wir  die  erste  der  Gleichungen  (2)  mit  sina,  die 
nrette  mit  cos«,  und  subtrahiren  dann  die  zweite  von  der  ersten, 
••  erhalten  wir: 

jTisina  —  yiCosa=  ^y3C08V3  +  Z3sinv3 . 

Multipliziren  wir  diese  Gleichung  mit  sinvs  und  die  dritte  der 
Gleichungen  (2)  mit  C0SV3,  und  subtrahiren  dann  die  dritte  Glei- 
chung von  dieser,  so  erhalten  wir: 

9* 
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Z3=:r|8inv8sina— ^icosasinvs — 21COSV3 (5) 

Aus  den  drei  Gleichungen  (S)  folgt  ganz  auf  dieselbe  Weise: 
2^=csinv4sinj3 — cri8inv4sin^+yiSinv4Cosj3  — 2iCosv4 (6). 

Ferner  ist: 

h=h (7) 

Addiren  wir  die  Gleichungen  (4),  ^5),  (0),  (7)  und  hezeicbnen 
mit  /j  den  entsprechenden  Innern  Winkel  des  Dreiecks  ABC,  so 
erhalten  wir: 

=  (;sinj?sinv4  +  Xi  (sin  V3  sincf  —  8hiV4  sin/5) 
+  yi  (sinv2  ■— sinvacoscf — sinv4COsj3) 
+  2l(l — COSV2  —  COSV3 — COSV4) ^ (8) 

Soll  nun 

2:1 +  «»+33 +  24» 

d.  h.  die  Summe  der  Abstände  des  Punktes  {xi,  yty  Zj)  von  den 
vier  Seitenflächen  des  Tetraeders  eine  gegebene  Constante  sein, 
welche  wir  mit  iS  bezeichnen  wollen,  so  ist: 

^1+22  +  ^8+ 24= 'S (9) 

Aus  (8)  und  (9)  folgt: 

x^  (sin  Vssina  —  sin  V4sin/3)  -f-  y^  (sinv2  —  sin  Vgcosa  —  sin  V4C0S/?) 
+  2i  (1— C0SV2 — cosvj — C0SV4)  +  csinj3sinv4  —  jS  =  0 . (10) 

Diese  Gleichung  stellt  den  geometrischen  Ort  der  Punkte  dar, 
fiir  welche  die  Summe  der  Abstände  von  den  vier  Seitenflächen 
des  Tetraeders  ABClD  gleich  der  Constauten  S  ist 

Da  diese  Gleichunc;  vom  ersten  Grade  ist,  so  zeigt  uns  ihre  Form 
zunächst,  dass  der  in  Uede  stehende  geometrische  Ort  eine  Ebene 
ist;  und  da  die  Coeffizienten  der  Veränderlichen  alle  drei  unab- 
hängig von  der  Constanten  iSsind,  so  zeigt  uns  ihre  Form  ferner, 
dass  tär  alle  Werthe  der  Constauten  iS  die  Entfernungsurter  eines 
und  desselben  Tetraeders  parallel  sind. 


> 
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§.  2. 

■ 

Es  sei  die  Hohe  des  Tetraeders   io  Bezug  auf 

ABC  als  GrundflSche  //i , 
AßD  „  i/., 

ACD  „  //,; 

Es  sei  ferner  die  Hube  des  itreiecks 

ABD  in  Bezug  auf  AB  als  Grundlinie  ha 

-^C/>  „  AC  „  Aa, 

ÄC/>  „  BC  „  A«. 

Es  sei  endlich  der  Inhalt  des  Dreiecks  ABC  gleich  ^| ; 

AiW      „      A,; 
ACD      „      A3; 
BCD      „      A4; 
nd  der  Inhalt  des  ganzen  Tetraeders  gleich  J. 

iSoll  der  geometrische  Ort  (10)  durch  A  gehen,  so  niuss  «S 
gleich  der  Summe  der  Abstände  des  Punktes  A  von  den  vier 
Seitenflächen  des  Tetraeders  sein,  also   gleich  H:^, 

Ebenso  ist  filr  den  Ort,  ivelcber  durch  B  geht,  S=H^; 

C    „         S:=>  Äj ; 
D    „        S=:H^, 

.  Dasselbe  Resultat  linden  wir  leicht  analytisch. 

Es  ist  nämlich: 


>>  >> 


»>  t     >> 


•>  »» 


99  99 

99  »» 


-Hl 


\ 


»...v,=^.^    (II) 

Soll  nun  der  geometrische  Ort  durch  A  gehen,  also  durch  den 
Anfangspunkt  ncr  Coordinatcn,  so  muss  das  constante  Glied  ver- 
schwinden.   Es  muss  demnach  sein: 


S=c....v,.l»?=  — jj- =  ^  = 


Soll  ferner  der  genmetrische  Ort  (10)  darch  B  gehen,  i« 
muss  durch  Verlegting  des  Anfangspunkt«  der  Coordinateo  nach 
B  das  Gonstante  Glied  verftchninden. 


Es  sind  alter  die  Goordinaten  von   B: 

T,=c.    3i=0,    i,=0.    . 

Also  erh&lt  mau  zur  Ueatimmung  von  S: 

csinasinfs — cninjSsinv^ -f  csinjSsinv^ — 5  —  0 

oder 

„         .        .  6x-.sin«».fli        37      „ 

Ä=c.8in«.6m.-,  =         b,A,        =^=^'- 

Soll  femer  der  geometrische  Ort  (10)  durch  C  geheu,  w 
mufls  durch  Verlegung  des  Anfangspunktes  der  Coordmatcn  nadi 
C  das  eonstante  Glied  verschivinden. 

Es  cind  aber  die  Goordinaten  von  C: 

Al>a  erhilt  man  zur  Bestimmung  von  Si 

'a  —  ficososin^sinv^  ~|-  frsinosinvj — (^^inocosasinfj 
— ÄBinocoB/äsinVi  +C8in|Si»inv4  — Ä  =  Ü, 


-  Mnv4(Hiii^GOMt-(-8iniicosj3)  +  csin^sinv«  -|-  &sinit8invs — S^O 


S = Asiiwsinv^^  ~ 

Soll  endlich  der  geometrische  Ort  (10)  durch  D  gehen, 
nntw  durch  Verlegung  des  Anfangspunktes  der  4'oordinatcn  iii 
D  da«  constante  Glied  verschwinden. 

•  Dlt  Coordinateo  von  D  sind  aher: 

kj .  coava  +  he .  coBt^-cflsc 
sinn  ' 
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/ 
l/l  ==/lc.C0SV2, 

:i  =  lii  ^ /<c'j:^in V.2  =  /i^5iIl V;,  =  /lasiii  1/4 . 
Also  crliUlt  man  zur  Bestimmung  von  S: 

inv'3C08V3  -f /'csin  V3cosv2cosor — libs\nv^Qosv2 .  -7. — 

.  cos«  sin j5  ,    ,     y  ,     . 

-  Äc .  sin  i/4casv.2  —  . ^  -|-  hc  sinv^  cosv.^ —  Ac  sinr;,  cosv.^  cos« 

-Äcsinv4Cos»'2Cos|3  +  //^  — /icsiuv^cosv^  —  Aft  sinvjcosva 

—  Äosinv^cosv^  +  csin/3sinv4 —  iS=0 

oder 

.    -(    .    -      ,      '.  ,  sinß       ,  /sinaco8Ö  +  008a8injJ\) 

oder 

.   .5      .                  .              sin/3      ,  8iny  ^       ,_       ^,     „ 

smy^lcsmp  —  AaCusv4  — /«6COSV3 .  -7 /iccosvj .  -7—^  )  +  Ux — 'S  =  ü 

oder 

— ^(  actiiwß — «./«acosi'4—  6./<frcosv3  —  c.hdCQsv^  +  /A  —  Ä  =  0 
oder  , 

— T^(Al— A4COSV4— A3COSV3  — A2C0SI/2)  +  //i  ~  #S  =  0. 

Es  ist  aber  bekanntlich : 

Ai  ~  A^c^sva  i  A3C0S  V3  -|-  A4COSV4 . 
Also  erhält  man: 

Die  Gleichun«;  (10)  erhält  bei  dieser  letzten  Annahme  von   S 
«Jic  Form : 

.r|(8inasinv3 — sinj3sinv4)  +  yi(8inv2— «-"^^sorsinv,— co8/38inv4) 
+  zi  (1  — C0SV2  —  C08 V3  —  V08 V4)  +  7/4  —  J^i  =  0 (I'i) 


\v 
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%.  3. 

Die  Ebene  (l'i)  ist  vermittelet  ihrer  Durchschnitte  mit  den  Kan- 
ten des  Tetraeders  leicht  zu  construireu. 

8ie  schneidet  die  Kanten^^D,  BD,  CD  im  PunLte  />. 

Die  Gleichungen  der  Kante  AB  sind: 

*i=0,    yi=0. 

Ffir  iße  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  mit  der  Ebene  (13) 
erhält  man  demnach : 

r,  =0.    yi=0, 

'       sinasinvs  —  sinjSsinv«       csinasinvs  —  c.sinj?siny4       H^—H^ 

Die  Gleichungen  der  Kante  AC  sind: 

^=0,    yi=a:i.tga. 

Für  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  mit  der  Ebene  (12) 
erhalt  man  also: 

_^ (^1— ^4)6C0Sft  _Hi—U^ 

**  ~"    '       *  ~~  6sinasinv2 ""  6sinysinv4  ~  Ä"»  — •//4   *      " ' 


J'«  -  H^-H, 


b.  sina. 


OTl 


Das  auf  AC  abgeschnittene  Stück  ist  aber  gleich  — ^  ;  also  gleich 

Die  Gleichungen  der  Knute  ^f\sind: 

=1=0.    Z^i  =  -  'Ti tpl3  +  r.tgjS . 

Für  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  mit  der  Ebene  (1*2) 
erhSit  man  also: 

^  ilcosß  +  t'sinj^sin  i^^cosa — csi  njSsin  v^ 

'  *  sinysinvj — sn)psmv.2 
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Das  auf  der  Kante  BC  abgeschoittene  Stück  ist  aber  gleich 


abo  gleich 


a. 


\ 


Ist  einer  der  CoefBzienten  Ton  a,  6,  oder  c  negativ ,  so  ist 
lai  Stück  nicht  auf  die  betreffende  Kante  selbst,  sondern  auf  ihre 
VMSngerungen  fiber  B  resp.  A  hinaus  aufzutragen. 

Ist  in  einem  besondern  Falle  einer  der  CoefDzienten  Null  oder 

neadlich  gross,  so  schneidet  der  Ort  (12)  die  betreffende  Kante 

h  A  resp.  B,  oder  ist  damit  parallel.  Sind  alle  drei  Coeffiztenten        \ 

IUI,  so  nillt  (12)  mit  der  Ebene  ABD  zusammen;  sind  alle  drei 

neadlich  gross ,    so  ist  (12)  mit  der  Ebene  ABC  parallel.    Sind 

nrci  CoefBzienten  unendlich,  so  ist  auch  der  dritte  unendlich« 

• 
Endlich  kann  einer,   zwei  oder  alle  drei   CoefBzienten    unter 

1er  unbestimmten  Form  tc    erscheinen. 

Hat  z.  B.  der  CoefBzient  von  c  diese  Form,  so  ist 

ffi  =  H^ , 

Bz=H^; 

lUo 

Hl  =  //j . 

Es  iiinI  also  dann  die  beiden  anderen  CoefBzienten  Null ;  mithin 
1^(12)  durch  die  Punkte  A  und  B,  f%llt  also  mit  der  Ebene 
iBD  zusammen. 

Hat  der  Coefüzient  von  b  die  unbestimmte  Form  rr,  so  Ut: 

Bi'='  H^y 

tbo  auch 

Hl  =//2. 

Kthin  ist  dann  der  CoefUzient  von  c  gleich  Null ,  und  der 
Coeffizient  von  a  gleich  der  Einheit,  also  s^eht  der  Ort  (12)  durch 
die  Punkte  A  und  C,    und  fSIlt  mit  der  £bene  ACD  zusauMuen. 


130 

Hat  endlich  der  Coefüzient  von  a  die  unbestimmte  Form  ai 
so  ist: 

also  auch 

Die  Coeflizienten  von  b  und  c  werden  also  jeder  gleich  der 
Einheit.  Der  Ort  (V2)  seht  also  durch  die  Punkte  B  und  C,  QUIt 
mithin  mit  der  Ebene  BCD  zusammen. 

Wir  sehen  hieraas,  dass  das  Auftreten  der  unbestimmteD  Fem 
Ä  Folge  daTon  ist,  dass  die  betreffende  Kante  in  der  Ebene  (11) 
liegt 

Nehmen   ferner  zwei  der  CoefBzienfbn  die  unbestimmte  Fem 

A  an,  z.  B.  die  von  0  und  c,  so  ist 

//a=i/4; 

also 

Es  wird  also  dann  auch  der  Coeftizient  von  a  unbestimnL 
Ueberhaupt  findet  man,  dass  der  dritte  CoellGizient  unbestimmt  wkdL 
sobald  zwei  ('Oeflizienten  unbestimmt  sind.  Die  Bedingungag^ 
chung  ist  immer: 

In  diesem  Falle  ist  aber  das  Tetraeder  ein  reguläres,  und  es  ist: 


1 
vj  =  V3  =  r4=arc.cos  A 


und 


a=|3=y  =  3Ä. 


Die  Gleichung  (10)  reduzirt  sich  in  diesem  Falle  auf  eine  blosse 
Constante,  verliert  also  ihre  Bedeutung. 
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Wir  werden  später  hierauf  zurückkommen. 

Aus  diesen  Erörterungen  sehen  wir,  dass  die  Construktion 
der  Gleichung  (12)  vermittels  ihrer  Durchschnitte  mit  den  Kanten 
ies  Tetraeders,  den  letzten  Fall  ausgenommen,  immer  anwend- 
bar ist. 


$-4. 

Maltipliziren  wir  die  Gleichung  (5)  mit  slnßsinv^  und  (6)  mit 
~^     '~ivs*  °Q^  addiren  dann  beide,  so  erhalten  wir: 


linry -f~  23sin/?sinv4  =  — yx(^'''i^<^os^~'<^<>s^^'"^)s'^i^y8B^nv4 
— Zi(8in|3sinv4C0SV3  4-ainttsiDV3COsv4)  -f  cstnosin/Ssinvssinv^ 

^dBosmvs  +  Zssin^sinv«  =  — yisin/8inv3sinv4 

— ii(sin^sinv4C06V3  -f  sinasinv3C0SV4)4-csinasin^inf%8inv4. 

Holtipliziren  wir  diese  Gleichung  mit  sinvs  und  die  GleichoDg 
(l)«it  8inysinv38inv4  und  addiren  beide,  so  erhalten  wir: 

Z4sina5inv2sinv3  -|-  Z3sin|?sinv2sin  V4  -f  Z2sinysinv38inv4 
=  erina8in/3sinv2sinv38inv4 — Zi(sinysinv3sinv4C0sva 

4-  8inj3sinv2sinv4Cosv3  -f  sinosinv28inv3eosv4) , 

Jt  238in|3  2^siny  /sinycosva       sinPcosvs      co8V4\ 

I»r4^  sinvssina    •  sinasinva      ^Vsinasinva        sinosinvj"*^  sinv4/ 

=  csinjS . 

bist  aber: 

l  /la  n,ha  ^2J^4 


sinv4      Ui       a,Hi       aüi  ' 

8in/5      b,hb  2^3 

sinasinv3        a,Hi       «//j ' 


siny  c  he        2^, 


a 


sinasinv^        nHi        alii ' 

S^eo  wir  diese  Werthe  in  die  gefundene  Gleichung ,  so  erhalten 
irir: 

j^«A4,    2.I3.A3  .    2.2a» /\2  ,        /^Ag'COHVa  I    2A3£081^        244C08V4\ 

=:  csinß  ^ 
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oder 


oder,  da 


A»COSVa+  AsCOSV,  +  A4C08V4=  Ai 


Ist: 


32^4il4  +  3*3A3  + 3^A2+ 32:1^1 — J.   .......^  (13) 

Die  Gleichung (13)  enthält  fulgenden  Satz: 

Nimmt  man  irgend  einen  Punkt  im  Räume  an,  so  iit 
die  Summe  der  vier  Tetraeder,  welche  die  vier  Sei- 
tenflächen eines  gegebenen  Tetraeders  zu  Grundfll* 
chen  und  den  beliebig  angenommenen  Punkt  lar 
Spitze  haben,  gleich  dem  gegebenen  Tetraeder. 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  die  Inhalte  bald  additiv  ball 
subtraktiv  zu  nehmen  sind,  je  nach  der  Lage  des  Punktes  ia 
Räume. 


Es  ist  ferner: 


A3_ 


3/ 

3/ 


^^H^  9 


f  — H^, 


Also  folgt  aus  (13): 


*I      ■      *2      I       ^3     ,       ^. 


+  ;?  +  ^+-^-=i (i4) 


//i      //a      Hz      ^4 
Diese  Gleichung  enthält  folgenden  Satz: 


Für  jeden  Punkt  im  Räume  ist  dieSumnie  der  Quo- 
tienten aus  seinen  Abständen  von  den  vier  Seiten* 
flächen  eines  gegebenen  Tetraeders  und  den  Huhen 
des  Tetraeders  in  Bezug  auf  die  entsprechende  Sei- 
tenfläche als  Grundfläche,  mit  gehöriger  Berücksich- 
tigung der  Vorzeichen  in  der. oben  angegebenen  Be- 
deutung, gleich  der  Einheit. 


Ist  insbesondere: 
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Hl  =  /^a=  7/3  =  H^ , 

das  gegebene  Tetraeder  ein  reguläres,    und  bezeichnen  wir 
Hube  mit  //,  so  ist: 

die  Summe  der  Entfernungen  jedes  beliebigen 
ctes  im  Räume  ^ou  den  vier  Seitenflächen  eines 
lären  Tetraeders  ist  mit  gehöriger  Berficksicbti- 
;  der  Vorzeichen  gleich  der  Höhe  des  gegebenen 
lären  Tetraeders. 

Is  mnsste  aus  diesem  Grunde  die  Gleichung  (10)  iiir  diesen 
dern  Fall  unter  einer  unbrauchbaren  Form  erscheinen. 


$.5. 


Ke  Gleichung  (14)  umfasst,  wenn  wir  erwägen,  dass  die  Ab- 
e  sowohl  positiv  als  negativ  in  der  oben  aufgestellten  Be- 
Bg,  jedocn  nicht  alle  vier  gleichzeitig  negativ  sein  können, 
m  besonderen  Gleichungen,  worin  2| ,  z^^  z^  und  z^  an  sich 
ife  Grossen  bedeuten  sollen: 


Hl  +  i/a+  //,  ^  //*""'   ^  ^^ 

ill  1/2         1*8         "4 


ij     T    if  —  IT~  "^  EM   — *»    '••■• \^^/ 

iTj  II2  /I3  #»4 


Ä-Ä  +  Ä-Ä  =  *' ^'^ 


/y,  +  Ä  +  i^  ~  If*  — ' ' ^^ 
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/r,  ~  ^~  Ä,  +  »t  -* (^> 


^+Ä-ä+l.=^ <^^> 


ii  ~  ^  +  j^,  +  /f4  -  * ' ^^) 


*l  ^  ♦»  »4       1  y.-wjv 


Hl  +Ä,     /y,     7/4  -^' ^"^f 

'i  ^  **    j.    ^4    • 1  '  /.in\ 

-  äT -//,--  TT,  +  ^  •=* <^> 


Setzen  wir  dem  absoluten  VVertbe  nach: 

-i  —  *a — -8  —  -4» 

d.  h.  sind  dieAbstSnde  des  inRede  stehenden  Punk 
von  den  vier  Seitenflächen  des  gegebenen  Tetri 
ders  absolut  genommen  einander  gleich,  so  wird  < 
Kugel,  welche  jenen  Punkt  zum  Mittelpunkte  und  d 
absolut  genommenen  gleichen  Abstand  zum  Rad 
hat,  die  vier  Seitenflächen  des  Tetraeders  berühre 

Wir  erhalten   demnach    aus  der  Gleichung  (15)   für   den 
dius  der  eingeschriebenen  Kugel,  wenn  wir  ihn  mit /^  bezeichr 


1 

1 

1 

1 

»i 

+ 

Ä» 

+ 

//. 

+ 

lü 

Setzen  wir  auch  in  den  Gleichungen  (16),  (17),  (18),  (19) 

*1  — *«  —  "3 — *4 

und  bezeichnen  den  gleichen  Abstand  mit  Rx  resp.  i?s,   R^^ 
so  erhalten  wir: 

i?i = T — j— '— i — r <^'> 

ü\      H^       U2       H^ 


I 
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"it—  ~^        j j j- (32) 

*s=~T i i T"'  (33) 


1   • 


^,~i5fa+^,  +   #4 


«4  = 


I  j  I    >  ««^    W"*) 


MMi      H^      H^       U^ 

Ri  ist  der  Radius  einer  Kueel,  deren  Mittelpunict  in  dem 
Baume  liegt,  welcher  von  der  Fläche  BCD  und  den  Verlange- 
gerongen  der  Flächen  ABC,  ABD  und  ACD  über  ihre  Üurch- 
tehnitte  mit  BCD  hinaus  eingeschlossen  wird,  und  demnach  die 
Fliehe  BCD  selbst  und  die  Verlängerungen  der  drei  anderen 
flfehen  berührt. 

R^  ist  der  Radius  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  in  dem 
Räume  liegt,  welcher  von  der  Fläche  ACD  selbst  und  den  Ver- 
ÜBgerangen  der  Flächen  ABC,  ABD  und  BCD  über  ihre  Durch- 
■Aoitte  mit  ACD  hinaus  eingeschlossen  wird,  und  demnach  die 
FMkJie  ACD  seihst  und  die  Verlängerungen  der  drei  anderen  Flä- 
dwB  des  Tetraeders  berührt. 

j?3  ist  der  Radius  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  in  dem 
Baonie  liegt ,  welcher  von  der  Fläche  ÄBD  selbst  und  den  Ver- 
fe^^eningen  der  Flächen  ABC,  ACD  und  BCD  über  ihre  Durch- 
schoitte  mit  ABD  hinaus  eingeschlossen  wird,  und  demnach  die 
Fbche  ABD  selbst  und  die  Verlängerungen  der  drei  anderen  Flä« 
eben  des  Tetraeders  berührt. 

R^  endlich  ist  der  Radius  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  in 
Kauroe  liegt,  welcher  von  der  Fläche  ABC  selbst  und  den 
Vtriiogerungen  der  Flächen  ABD,  ACD  und  BCD  über  ihre 
Dndischnitte  mit  ^ J?C  hinaus  eingeschlossen  wird,  und  demnach 
mt  tische  AßC  seihst  und  die  Verlängerungen  der  drei  anderen 
Flicken  des  Tetraeders  berührt. 

Piese  vier  beschriebenen  Berührungskugeln  wollen  wir  die 
^iber  den. Flächen  angeschriebenen  Kugeln'^  nennen. 

Aus  den  Gleichungen  (31)^  (32),  (33),   (34)  folgt  unmiUelbar: 


l 

1 

1 

1 

I 

il 

+ 

Ä, 

+ 

Äs 

f 

«4 

— 

w 

d.  b.  die  Summe  der  reziproken  Wert  he  der  Radien  der 
über  den  Flächen  angeschriebenen  Kugeln  ist  für 
jedes  Tetraeder  gleich  dem  reziproken  Werthe  des 
Radius  der   eingeschriebenen  Kugel. 
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Setzen   wir   ferner  in  den  Gleichungen  (20),  ^21),  (22),  ('] 
(24),  (26) 

und  bezeichnen  den  gleichen  Abstand  mit  1^5  resp.  R^^  Rj,  i 
R^f  RiQy  ^^  erhalten  wir: 

^6  =  "j  J  I j~  >      (^) 

Hl      H^      H^       H^ 

l 

i?7  = i i i p.    (37) 

H^      U^      H^       H^ 

R^  =  -j jj — ■ — j         p  =  — Rf,  ....  (38) 

Hl       H%      //'s      H^ 

R^= r-j  p-        j  p=— /?j,  ..(3ö) 

Hl        H^       H^       H^ 

Rio=^         j  j  J  j-=— /?5....(40) 

Hl       //j      Ä|       ^(4 

Wir  sehen  schon  hieran^,  dass  von  diesen  sechs Berfihranj 
kugeln  Immer  drei  unmöglich  sind. 

Ist  i?5  positiv,  so  ist  es  der  Radius  einer  Beruh runcskus 
deren  Mittelpunkt  in  dem  Kaume  liegt,  welcher  von  den  Verl 
gerungen  der  vier  Flächen  des  Tetraeders  fiber  die  Kante  i 
hinaus  eingeschlossen  wird.  Wir  wollen  diese  Kugel  die  „flb 
der  Kante  CD  angeschriebene'*  nennen. 

Ebenso  finden  wir,  dass  R^,  Rj,  R^j  Ro,  Rio»  ^^nn  1 
positiv  sind ,  die  Radien  der  fiber  der  Kante  Bl),  resp.  BC\  A 
AC,  AB  angeschriebenen  Kugeln  sind. 

Wie  wir  gesehen,  sind  von  den  sechs  fiber  den  Kanten  i 
geschriebenen  Kugeln  immer  nur  drei  möglich.  Pabei  sind  at 
folgende  acht  Fälle  ro&glich: 
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Ea  kitDOfn  gieichzeitig  positiv  sein : 
'  l)    Rt    ,1tt.  Rr; 

3)  Ä5    ,  R^  f  Rfi 

4)  /?5    «  ütg  >  J^; 

5)  Rio  9  R^  9  R^j 

6)  Rio    9  R99  R7'. 

7)  RiQ    ,  Ä^  ,  Äg; 

8)  ÄiQ    9  R^  ^  Rf. 

Bilden  wir  wieder  aua  den  Gleichungen  (35),  (36),  (37),  (38), 
0i),44D)  die  Samme  der  retiproken  Werthe  der  Radien  der  ro5e- 
iekei  Aber  den  Kanten  angeschriebenen  Kugeln,  so  erhalten  wir 
it  Mirt  nSglichen  FftUe  : 


R^      R^       Rj 


1 

12 


Ä* 


1  ^JL+_L=  ^. 

R§       Ro       Rh        "I 


R^       R^        Rf 

I  ^  1  .  1 

Bf        Rf       Kt 


4 
1 


1 

1 
"Ä' 

I 


'  +  — +  *  =  *  -  ' 

ÄjQ      R^       R^      Ja^       R 


*  +  *  +  * 

^0      '^     ^ 

1  +  1+1 


1 

Ti 


1      4 


«10 


'•  h.  dieSumme  der  reziproken  Werthe  der  Radien  der 
'rti  Aber  d^en  Kanten  angeschriebenen  Kngeln  ist  gleich 

1WU IIX.  10 
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der  Differenz  des  resiproken  Werthes  des  Radial 
der  eingeschriebenen  Kugel  und  des  vierfachen  re- 
ziproken VVerthes  der  HGh%  des  Tetraeders  inBezH| 
auf  diejenige  Fläche  als  Grundfläche,  in  welcher  dif 
drei  Kanten  liegen,  fiber  welchen  die  drei  Kugeln  ai- 
g es ch rieben  sind. 

Setzen  wir  endlich  auch  in  den  Gleichungen  (26),  (27) 
(28),  (29)    , 

21  =  2^=23=24, 

und  bezeichnen  den  gleichen  Abstand  mit  Rh  resp.  Ri%,  R^ 
Ri^;  so  erhalten  wir: 

1 

Äii= — i — T7"± — l ^^^^ 

Hl      il^       //j      Ä| 

«13  =        I  I  I  1    •^•—     (*3) 

Hl       H2     H2       H^ 

Ü?i4= 1 u  I  1'  .    ...« (44) 

Hl       H^      H^      7/4 

Rii,  resp.  Ii^|2»  i?i3,  Ria  niiissten  die  Radien  von  vier  K 
geln  sein,  deren  Mittelpunkte  in  denjenigen  RaunieA  lägen,  weld 
durch  die  Verlängerungen  von  drei  Flärhen  des  Te^aeders  flh 
die  von  ihnen  gebildete  Ecke  hinaus  entstehen,  und  welche  d 
vier  Flächen  des  Tetraeders  berühren.  Wir  sehen  aber  ok 
Weiteres,  dass  eine  Kugel,  deren  Mittelpunkt  in  einem  der  h 
schriebenen  Räume  liegt,  die  vierte  Fläche  nicht  berfihren  kau 
ohne  die  drei  andern  zu  schneiden.  Es  müssen  demnach  Ai 
Ri2»  As»  ^4  negativ  sein,  also  muss: 

-l_J-_±_J-<0. 
Hl      H%      Hf      Äj 

1         1_        1        1 

~H't^'Ht'*"Ü;^'Hl'^^' 
'  '         *  1  ^    ^  ^n 


13« 

//.//,»,  <  tfiMttf,  +  HiHiHt  + hiH,Ht, 

Mi,d.li.:  Bildet  man  ans  den  vierHuben  ein»8  Tetrae- 
4t»  die  vier  müglicb«»  Produkte  eu  dreien  'ihne 
Witderhoinng,  so  ist  jedes  dieser  Produkte  bleiner 
ilidie  Summe  der  drei  andero. 

Ist  Insbesondere 


mi  die  Radien  der  drei  über  den-Kanten  angescbriebenen  Kugeln 
mrfen  nnendlich  gross. 


$.6. 

^  Dte  La;;«  der  Mlttelpu niete,  ausgedrOcIct  durcb  ibre  drei  Co. 
iriiDäIeD,  ergieljt  sich  leicht  aus  den  Gleichunsen  (4),  (5),  (6) 
mi,  da  der  Radius  der  Berflbruugskugel  gleich  dem  absoluten 
WMbe  der  Eiillernung  des  lUillelpuuites  von  der  XF-Ebene  IsC 
(■cehüriger  BerGcksIchligung  der  Zeichen,  aus  dem  Radius  der 
njj|lDrungskugel  und  den  beiden  Gleichungen  (4)  und  (5): 


4=.TtBniV|aina — ^atnv,coea— iicoswg . 
Bh  Recbnung  ist  leicht  auszufübren. 

Hiennit  will  ich  diese  knixe  Skisze  ach  11  essen. 
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Heber   trigronomefrisches  MJShenmHß 

sen,   mit  besonderer  Rftckslcht   a«f 

terrestrische  StrahlenbrechuBiT* 


♦^* 


Von 


dem    Herausgeber. 


■ 


Die  Berechnung  der  Buhen  aus  geodStUcheo  MeMiiiweii  iHaI, 
iueofem  mao  dabei  nicht  die  allerdings  Torä'effliche  IMteftoilfr  ''" 
sogenannten  entgegengesetzten  oder  gegenseitigen  ZenlthdilAuiH . 
Anwendung  bringt,  wohl  fast  allgemein  sogenshrt,  dass  mandabeli 
Refractions-Coetficienten  (D>08  nach  Delambre)  als  bekannt 
gegeben  voraussetzt.  Man  weiss  aber,  dass  der  Wectbld 
CoefBcienten  noch  sehr  schwankend  ist,  wie  schon  dl<B  ton 
schiedenen  Mathematikern  und  Astronomen  für  denselben  gegebe» 
nen,  von  einander  mehrfach  abweichenden  Bestimmungen  zur  Ge- 
nfige beweisen.  Es  scheint  daher  zweckmässig  zu  sem,  sofifeM 
die  Messungen,  als  auch  deren  Berechnung,  in  solcher  Weise  aa- 
zuordnen  und  einzurichten,  dass  man  der  Kenntnis  des  Werfhs 
des  Refractions  -  CoefBcienten  nicht  bedarf,  sondern  vielmehr  die* 
sen  Coefficienten  aus  den  Messungen  selbst«  zugleich  mit  derge^ 
suchten  Hube,  in  jedem  einzelnen  Falle  abzuleiten  im  Stande  isf; 
wobei  wir,  wie  schon  oben  erinnert,  von  der  Anwenduneder  Mefliode 
der  sogenannten  entgegengesetzten  oder  eegenseitigen  Zenithdistaa- 
zen  jetzt  ganz  abstrahiren,  welche  an  sich  vortreflOiche  Methode  be- 
kanntlich an  den  Beobachter  die  in  vielen  Fällen  nur  «mit  grossen 
Schwieriffkeiten  ausführbare  Forderung  stellt,  mit  seinen  Instm* 
menten  die  zu  messende  Hohe  selbst  zu  besteigen.  Eine  solche 
Methode  wie  die  in  Rede  stehende  zu  entwickeln ,  ist  der  Zweck 
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tBcm  Aulsatzes,  nobei  icb  zugleich  von  vorn  herein  die  Erde 
(  eine  Kngel  betrachten,  um),  unter  dieser  Voraussetzung,  die 
itwtckelung  mit  TülÜger  geometrisiher  Strenge  zu  führen  versu- 
CD  «verde,  um  nicht  nachher  die  aojjenannle  Keiluclion  wegen 
I  Kogelgestall  der  t^rde  besonders  anbringen  zu  müssen,  vias 
«rdingti  das  geivobniicbe  Verrahren,  aber  geomettisch  nicht  völ- 
;  streng,  wenn  auch  für  die  gewühnÜL-hen  Fälle  der  Praxis  ge- 
n  genug  tut.  Sirene  genommen  wfire  freilieb  auch  auf  die  ellitc 
idiscbe  Gef-talt  der  Erde  Rücksicht  zu  nehmen,  was  jedoch  in 
n  meiatea  Fikllen  unnüthig  sein  diirfle,  und  daher,  um  diesem 
■batie  eine  nicht  zu  grosse  Ausdehnung  zu  geben ,  von  mir  für 
eU  naterlassen .  aber  vielleicht  tnra  Gegenstande  eines  späteren 
(  gemacht  werden  wird. 


Wie  schon  vorhin  erinnert  worden  ist,  nehmen  wir  im  Folgen- 
Mi  OD.  (lass  die  Meeresfläche,  welche  bekannt  lieh  als  die  wahre 
der  eigenlliebe  Oberfläehe  der  Erde  zu  betrachten  ist,  eine  aus 
vm  Mitleltiunkte  C  der  Erde  mit  dem  Halbmesser  r  beschrie- 
Boe  Kueeffläche  sei,  und  denken  uiir  mm  auf  der  Erde  drei 
»«fcto  A,  ^, .  A^.  deren  Hüben  über  der  Meeresfläche  wir  durch 
r,  At,  A,  bezeichnen  «ollen,  »o  das»  also  r  +  A.  r-f  A,,  r -f  A, 
lie  EntfernunKen  dieser  funkte  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
iod.  Durch  den  Mittelpunkt  Cder  Erüe  und  die  leiden  Punktet 
sd  ^,  denken  wir  uns  ferner  eine  Ebene  gelegt,  und  in  dieser 
Umdc  aus  fj  als  Mittelpunkt  durch  den  Punkt  A,  also  mit  dem 
4iIbfBe«Rer  r  +  h,  einen  zwischen  den  Vertikalen  CA  und  CAi 
\tr  Punkte  .J  und  Ai  liegenden  Kreisbogen  beschrieben,  welchen 
rir  mt  Maassstäben  messen,  nach  einem  unter  dem  Namen  einer 
tuicmeesnng  jedem  Geometer  bekannten  Verfahren,  indem  wir, 
«n  dicni  Punkte  A  anfangend,  in  der  Bbene  ACAf ,  immer  in  bo- 
iioDteler  Lage,  einen  Maassstab  neben  den  anderen  legen,  ao 
IlM  die  Endpunkte  j'e  zweier  Alaassstäbe  sich  berühren,  bis  wir 
ndjich  hei  der  Vertikalen  CAi  des  Punktes  J,  anlangen,  natür- 
A  nit  allen  bei  einer  no  subtilen  Operation  nOtbigen  Keductio- 
fy  nod  Correc (innen ,  deren  weitere  Bespreehiioe  jetzt  niiht  hier- 
■r  gehört.  Die  auf  diese  Weise  gemessene  ^asis,  nach  dem 
'oiliergehenden  also  den  aus  C  mit  dem  Halbmesser  r-f  A  in  der 
ibcne  ÄCAi  zwischen  den  Vertikalen  CA  und  CAi  besohriebe- 
m  Kreisbogen,  wollen  wir  durch  B  bezeichnen.  Setzen  wir  dann 
Im  Erdhalbraesscr  r  und  die  Hohe  h  des  Punktes  A  über  der 
levwfiSche,  welche  letzteredarch  ein  unmittelbares  Nivellement. 
der  dorch  barometrisches  HChenmessen  bestimmt,  oder  aus  einer 
Ddftnreitigen  trigonometrischen  Messung  entnommen  werden  miis«,' 
l8  bekannt  voraus,  so  kimnen  wir  den  Winkel  ACAt  am  Mittel- 
ndcte  der  Erde  leicht  berechnen,  »eil,  diesen  Winkel  in  Gra- 
BB  ausgedrückt  angenommen. 


360":  Z  <*C/1,  = -iCr  +  A)n :  ß . 


•^■^rA,=-Ti-- 


B     IHO" 

r-rx- 
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ist.    Weil 

^=»(r+Ä)-'  =  Är-«(l  +*)-» 

ist    und   —  immer  ehi  sehr  kleiner  Bruch  sein  wird«  so  ist 
dem  Binomischen  Lehrsatze  auch 

B  _B        A      Ä^      *^     A* 
f+S""  r  ^       r  +  r*""  r«+  r*"^ ^' 


also 


^^c4=f(.44:-s+5-...,.j^ 


Nftherungswelse  kann  man  also  setzen:     . 

r  r  r 

In  vielen  Fällen  wird  es  verstattet  sein,  den  Winkel  A 
aus  einer  anderweitigen  geodätischen  Oueration  als  bekannt 
anssusetzeo»  wo  es  dann  der  immer  viele  Zeit  und  Mühe  in 
Spruch  nehmenden  Messung  der  Basis  B  nicht  bedarf. 

Die  Durchschnittspunkte  der  Vertikalen  CA ,  CAi ,  CA^ 
Punkte  A,  Ai,  A^  mit  einer  aus  dem  Mittelpunkte  C  der. 
mit  einem  der  Einheit  gleichen  Halbmesser  beschriebenen  E 
fläche,  d.  h.  die  Projectionen  der  Punkte  A,  Aj  ^  A^  auf  d 
Ku|(elfläche»  wollen  wir  respective  durch  A,  A^,  A^  bezeich 
so  ist  in  dem  auf  der  in  Rede  stehenden  Kugelfläche  liege 
sphärischen  Dreiecke  AAjAs  nach  dem  Vorhergehenden  jetzi 
Seite  AAi ,  d.  h.  eigentlich  der  Winkel  ACAi  am  Mittelpu 
der  Kugel,  in  Graden  bekannt,  indem  nämlich  nach  dem  Ot 
oflbnbar 

*      r+Ä      n 
oder 


oder  näherungsweise 


*      r  ^       r  '        n 


Ut. 


i4ä 

nn  irir  nan  den  TbeodoHtett'  iii  dein  Punkte  \^  anfaleneii 
s  doreii  A  eine  aof  CA  seokreckt  stehende  Ebene,  den 
t  von  J»  J^'^  denken,  eo  köaneu  wir  bekanndicb  mit 
eodoliten  die  Projection  des  Winkeis  AxAAi^  auf  den  Uo- 
on^,  welche  bekanntlich  nichts  anderes  als  der  Winkel 
des  sphärischen  Dreiecks  AA1A2»  den  wir  in  der  Kürze 

bezeichnen  wollen,  Ist,  und  ausserdem  den  Neiffungswin- 
Linie  ^/l^  gegen  den  Horizont  von  ^messen,  welcher  letz-. 
Dkel,  indem  man  denselben,  jenachdem  A^  über  oder  unter 
izonte  von  A  liegt,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet, 

bezeichnet  werden  soll. 

n  so  kann  man ,  wenn  man  den  Theodoliten  ferner  auch 
Punkte  Ax  aufstellt  und  sich  durch  A^  eine  auf  C^|  senk- 
shende  Ebene,  den  Horizont  von  A^y  gelegt  denkt,  mit 
eodoliten  die  Projection  des  Winkels  AAiA^  auf  den  Ho- 
>n  A^y  welche  bekanntlich  nichts  anderes  ^Is  der  Winkel 
des  sphärischen  Dreiecks  AAiA^,  den  wir  in  der  Kdrze 
1  bezeichnen  wollen,  ist,  und  ausserdem  den  Neigungs- 
ler  Linie  A^A^  gegen  den  Horizont  von  A^  messen,  wel- 
stere  Winkel,  indem  man  denselben,  jenachdem  A^  über 
:er  dem  Horizonte  von  Ay  liegt,  als  positiv  oder  als  ne- 
trachtet,  durch  J^  bezeichnet  werden  soll. 

mem  wir  nun  noch  die  Hübe  hy  des  Punktes  >4i  über  der  Mee- 
!,  deren  Kenntniss  man  sich  auf  ähnliche  Weise,  wie 
ei  dem  Punkte  A  gezeigt  worden  ist,  verschaffen  muss^), 
nnt  an ,  so  haben  wir  jetzt  Data  genug ,  um  die  Lage  des 
^2  Au^  d^r  Erde,  nämlich  sowohl  seine  relative  Lage 
lie  Punkte  A  und  A^  auf  der  Erdkugel,  d.  h.  auf  oer 
äche,  als  auch  seine  ttöh^  h^  über  der  letzteren,  bestim- 
kSnnen,  wie  nun  gezeigt  werden  soll. 

I  man  nach  dem  Vorhergehenden  in  dem  sphärischen  Drei- 
11 A2  die  Seite  AA|  und  die  beiden  daran  liegenden  Win- 
d  Aj  kennt,  so  lassen  sich  in  demselben  die  Seiten  AA^ 


lan  konnte  freilich  auch  die  ZcnithdUtanz  Z  des  Punlcte«,.^^ 
nnkto  \  beobachten.  Dann  hätte  man  offenbar  zur  Bestimmung 
ie   Proportion 

r  +  A:r -|- Ai  =  sin(Z  — AA|):sinZ,  ; 


sinZ  /        fx 

1  man  aber  die  g;emes8cne  Zenithdistanz  nothwendig  wegen  der 
n  rnrrißfiren  rauss  ^  so  setzt  dieses  Verfahren  schon  die  Kennt- 
Refractions-Coefficienten,  welche  wir  ja  hier  eben  umgehen 
oraii«. 
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und  AiAf,    d.  h.    eigentlich  die  Winlcel  ACA«  aod  ikmCiU 
was  dasselbe  ist,  die  Winkel ^C^^^  und  AiCA^^  am  Mittel^ 
Her   £rde  berechnen,    wozu  am  besten  die    beiden  Keperi 
Formeln 

j  co8j(Ai-A)         j 

tang^  (A  A,  +  Ai  Aj)  =  — j .  tang2  AAi , 

cos^(Ai  +A0 

j  8ing(Ai  — A)         j 

tang  2  ( AAa  -  Aj  A»)  = j taug  5  AA, 

sin^CAi  +  A) 

dienen.  « 

Mittelst  der   in  der  Abhandlung  ThI.  XVJIL  Nr.  XX^ 
wickelten  Reihen  erhält  man  auch   leicht  die 'folgenden  K« 

2  ( AA,  +  Ai  Aa)  =  2  AAi  +  -^  tang  ^  Atang  ^  Ai  sin  (1 .  A Ai 

■ 

+  2  (tang  2  Atang  ^  Ai )«  sin  (2 .  Ai 
•f  ^  (tang  2 Atang  ^  Aj  )'sin(3  •  A/ 
+  4  (tang  2  Atang  2  Ai  )*sin(4 .  kl 


wenn 


tang^Atangj  Ai<l 


ist;  und 


145 

^(AA«4- A|At)  =  —  2  AAi  —  y  cot^  Acot  ^  Aiiiin(I.AAi) 

—  2  ^^®*5  Acot  2  Ai  )*«in(2.AAi) 

'  — j(cot5  Acot5-A4)Vin(3.AAi) 

111 

-—  j  (cot  q  Acot  5"  Ai)  Vni(4.  A  Ai) 


WMD 


taug  ^  Atang  2  Ai  >  1 


bt   Ferner  ist 


j(AAt— A,A^=     2*AAi  -  j- tangj Acot^  Aiein(l,AA,) 

+  2  (tangg" ^^®*2  ^■^^*'"^*'^**^ 
^  ^  (tMgg  Acot 2  Ai)>eia(3.AAi) 

•f  j  (tang  A  Acot  gr  Ai)^in(4.AA|) 


W«|Q 


tÄOgg  Acot^  Ai<l 


«t;  «nd 


".•■ 


.1 
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j  (AAj  •>  A,  A,)  = — -^  A Ai  +1-  cot^ Alug j  Ai  aio  ( 1 .  AA| ) 

+  Q-(cottrAtangtT  Ai)'8iii(3.AAi) 
—  j(cot,j  Atangj- A,)*sin(4.AAi) 


u-enn 


taiigg-Acotö-Ai>  1 


ist    Die  Seiten 


AAj  9     AA^f     AjA^ 


des  sphäriacheo  Dreiecks  AAiA«  sind  in  diesen  Reihen  in  Tbeil< 
der  £inheit  oder  des  Halbmessers  ausgedruckt.  Wie  man  si< 
zu  verhalten  hat,  wenn  man  dieselben  in  Graden ,  Minuten«  S 
cunden  ausgedrOckt  haben  will,  ist  bekannt,  und  braucht  hi 
nicht  weiter  erläutert  zu  werden. 

• 

Man  könnte  bei  d.er  Auflösung  unseres  sphärischen  Dreied 
auch  das  Legendre'sdhe  Theorem  in  Anwendung  bringen,  ws 
aber,  als  hinreichend  bekannt,  einer  weiteren  Erläuterung  hi 
nicht  bedarf. 

Die  Seiten 

AA^  >     AA^)     A|A2 

des  sphärischen  Dreiecks  AA1A2  sind  also  jetzt  bekannt.  W 
man  aaraus  die  auf  die  Meeresfläche  rediicirten  Entfernungen  d< 
drei  Punkte  A^  Ai,  A,^  von  einander,  die  wir  durch  E ^  lEi ,  1 
bezeichnen  wollen,  so  dass  E  die  Entfernung  der  Punkte  A  ud 
Ai,  El  die  Entfernung  der  Punkte  A  und  A^,  E^  die  Entfern  an 
,  der  Punkte  Ai  und  A^  von  einander  ist,  alle  diese  Entfernunsje 
auf  die  Meeresfläche  reducirt,  finden;  so  hat  man  dazu  oflTefiDi 
die  folgenden  Proportionen: 

3600:  AA,  ='lrn:E, 
3600:  AA2  =2rjr:£;, , 
3600:AiA2=2r;r  E.^\ 
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m  denen  «ich  die  Gleichungen 
ergeben. 

I 

Die  relative  Lage  der  drei  Punicte  A,  Ai,  A^  auf  der  Erde, 

bezogen  oämiich  auf  die  Meeresfläcbe»   ist  daher  jetzt  bekannt« 

ood  es  kommt   nun  haupü^Schlich  noch  auf  die  Bestimmung  der 

Hube  Ao  des  Punktes ^2  ^^^^  ^^^  MeeresflSche  an,  welche  Über-' 

•    haopt  den  Hauptcegenstand  dieser  Abhandlung  ausmachen  sollte. 

In    Taf.  V.   Fig.  1.,    welche  für  sich   verständlich  sein  wird, 
wenn  man  nur  bemerkt,  dass  AH  die  Durchschnittslinie  des  Ho- 
L     rizoots   von  A  mit  der   durch   A,  C,  A2  gelegten  Ebene  ACA^ 
[    leio  soll,  hat  man  offenbar  die  Proportion : ~^ 

AH:  A^H  =  sinAA^H:  bXhA^AH  . 

'   Aber 

A  //=  CVI.tangA  A2  =  (r + A)tang  A  A^ , 

ndy  wenn  sich  im  Folgenden  immer  die  oberen  Zeichen  auf  den 
enten,  die  unteren  auf  den  zweiten  der  beiden  in  der  Figur  dar- 
gestellten Fälle  beziehen: 

^a^=±(C^.2-CÄ^)  =  ±{r+Ä2-(r  +  Ä)secAAa), 

sini^4i^=:  sin  1 180^— AAa  -  (90"  +  J)  1  ==  cos(AA4+ J) , 

sini4.2/4/f  =  sin(4:'J)  =  JtsinJ; 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  J  in  dem  er^en  der  beiden  in 
.     der  Figur  dargestellten  Fälle  positiv,  im  zweiten  negativ  iHt.  Also 
bt  nach  dem  Obigen  mit  Beziehung  der  oberen  una  unteren  Zel* 
cken  auf  einander: 

HA)tangAA2 :  ±  I  r+Ä2— fr+Ä)8ecAAal  =co«(A  A2+ J):  ±  sinJ , 
Mgich  in  völliger  Allgemeinheit 

■  (r+ A)tangAA2:r+Ä2  —  (r+ÄlsecAAa  =  cos(AA2  +  J) :  sinJ ; 
>Mi  ganz  eben  so  ergiebt  sich  für  den  Punkt  Ai  die  Proportion: 

fr + A|)tangAi  A2 :  r  +  Aj — (r  +  ki  )8ec  Ai  A2  =  cos(  Ai  A2  -f  «fi ) :  Bin  Jt . 

fiexeichnen  wir  nun  aber  den  sogenanten  Refractions-CoefB- 

<!iQB(en  fär  die  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  und  die  Baro- 

B|eterhuhe  0'»,76  durch  ky    so  ist  der  Refractions-CoelGcient  für 

'^ie  Temperatur  /    nach   dem  hunderttheiligcn  Thermometer  und 
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die  Barometerbuhe  b  nach  dem  roetriscben  Barometer»  weil  d 
Refractions  •  CoefBcient  der  Dichtigkeit  der  atmosphärischen  Li 
proportional  gesetzt  werden  Icano,  nach  bekannten  physikalisch 
Gesetzen^  die  hier  nieht  weiter  erUutert  za  werden  brauchen: 

bk 

ö~76:(  1+0,00375.0* 

Werden  daher  die   an  den  Stationspunkten  A  und  At  beobacht 
•ten  Lufttemperaturen  und  Barometerhohen  durch  t,  b  and  t^, 
bezeichnet«  und  wird  der  Kfirze  wegen 

b bi 

'*"■  0*,  76.(1+0,00375.0  •       '^^  ^0«,  76.(1 +0,00375.<i) 

gesetzt,  wo  (i  und  f^  bekannte  Grössen  sind,  so  sind  iSrfi  und  X 
ie  Refractions  -  Coedicienten  in  den  Punkten  A  und  Ai  zur  Z< 
der  Beobachtungen;  und  nach  einem  von  Laplace  inderM^c 
nique  Celeste.  T.  IV.  p.  278.  bewiesenen  Satze*)  sind  folgli 
die  terrestrischen  Refractionen  in  den  Punkten  A  und  Ai  zur  Z 
der  Beobachtungen  respective 

k^.AA^    und    A:fii.A^Aa. 

Bezeichnen  daher  letzt  J  und  J|  nicht  die  wahren ,  sondern  6 
beobachteten,  d.  n.  von  der  terrestrischen  liefraction  afficirtc 
Neigungswinkel  der  Gesichtslinien  AA^  und  AtA^  gegen  die  H 
rizonte  von  A  und  Ai ,  so  sind  die  wahren  VVerthe  dieser  N< 
gungswinkel  bekanntlich  respective 

J  — Xrfi.AA^    und     J^ — A*fi|.A|A2, 

In  völliger  Allgemeinheit,  es  mögen  J ,  Ji  positiv  oder  negai 
sein,  wie  leicht  erhellen  wird.  Die  vorstehenden  Werthe  mut 
man  daher  jetzt  iiir  J  und  J|  in  die  beiden  oben  entwickelt! 
Proportionen  einführen,  wodurch  dieselben  die  folgende  Gesti 
erhalten : 


*)  Freilich  ist  dieser Sats  nur  nähemngsweise  ricbtig,  voröber  maamei 
Abhandlong im  A r ch  i T.  ThI.X.  S. 3 2.  vergleichen IcRnn.  InderThat  ist 
aber  bis  Jetzt  immer  bei  der  Berecbnnng  der  terrestrischen  RefiractiiiR  in  A 
wendnng  gebracht  worden ,  und  ich  will  mich  daher  auch  in  dieser  A 
handlang  an  dieses  allgemein  gewöhnliche  Verfahren  anschliessen ,  ohi 
auf  die,  wie  ich  glanbe,  strengeren  Entwickeinngen ,  die  ich  a.  a«  l 
gegeben  habe,  fär  jetzt  weitere  Rücksicht  zu  nehmen.  Wenn  nof  ei 
«OS  diesem  weniger  strengen  Gesichtspunkte  eine  neue  Uatersnchnag  d 
terrestrischen  Renaction  mittelst  genauer  Messungen  nntemommea  wifd 
wäre,  glaube  ich,  schon  viel  gewonnen. 


I 


\ 
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(r + A)tang  A  As  ir  +  k^'^(r+ A)8e€  A  A« 
=  GosI  J  4-  (1  —  kfi) .  AA«) :  b\b(J  — Afi.  AA«)  , 

(r+Ä,)tangAiA,:r+Äa— (r+Ai>ecAiAs 
=cos  t  Ji  +  (1  —  kfii) .  Ai  A^l :  siu(Ji  -^kf^ .  Ai  A^ . 

Diese  swei  Proportionen  enthalten  nun  bloiM  noch  die  zwei  onbe- 
kaonten  Groseen  k  und  h^,  welche  sich  also  mittelst  derselben 
afissen  bestimmen  lassen. 

Unmittelbar  aus  denselben  fliessen  die  folgenden  Formeln: 

Mk       t  _i.ANj«^AA     .  tangAA2.sin(J— A:^. AAa) \ 
r  +  As=(r  +  «lsecAA,+  -^^i^iT+ll-A^^AA^fj ' 

.  A       /    .  A  n/-.  A  A  ^  tangAiAa.8in(J|-Afti.AiAg)  i . 
r+A.  =  (r+A,){8ecAiAs+     co8|J, +(l~itM.A,A»|    { ' 

«der,  wie  man  leicht  findet: 

'^+*«-^''  +  *>co8tJ+a-*^).AAjr 

'^+'^-^^+*i^cos|Ji+(l-*fHMiA,l  ' 

■MMtt  nelcber  Formeln  A.  leicht  berechnet  werden  kann,    wenn 
lu  den  Refractions-Coefncienten  ü  kennt. 


WeU 


1+^ 

r  +A  —        A 


=(i+^)(H-*r»=(i+^)n-J  +  (;^y- I. 


r+Ä.       *+  r 


1^9  SO  ist  D&hemngs weise«,   mit  Vernachlftssigung  von  Gliedern 
'dweiten  Ordnung: 


N 
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also  nach  deni  Obigen: 


1  j  ^~^ co8( J — A>.  A  A2) 


r     ""  c<»|j  +  (l— Arfi).AA,r 

1,^-^1^      co8(J|~Arfi|.AiA^) 
^     T      -"cosUi+a— A-^i).AiA4l  ' 

folglich 

A—      ^iO»(J— V-AAa)  — cos  ( J  +  (1  —  kfi).k^\ 
Ä^-Ä^r.  co7rJ+(l-Aft).AAa} 

_     co8,(Jt— *fii.AtAg)"-co8|  Ji  -f  (1— ^ftt).A|  Aal . 
'^~"'^-''-  costJ|+(l-*ft,).AxA,| 


oder 


1  1- 

M^  A.A^.mn{J  +  ^  (1— 2^f*).  AA2  j 

Aa-A=  2r.— ^  cosJJ  +  (l-.ifcf4).AAa) 


sin 2  AiA,.siD  Ui  +  ^(I— 2Afti ).  Ai A«} 
•   .  Aj-Ä,=2r.  co8fJ,  +  (l-A,4,).A,A,| 

mittelst  welcher  Formeln  die  Höhendifferenzen  A»  —  ^  und  'A^— 
gefunden  werden    können.     Wären   umgekehrt  diese   Hohendi 
renzen»  etwa  in  Folge  eines  genauen  Nivellements,   bekannt» 
konnte  man  den  Durchmesser   der   Erde  mittelst  der  Formeln 


siui^^  A Ag.  sin ( J  +  ^  (1  —  2A:|*).AA2 } 
2r  =  (A.-A.)       ,     cos|J,+(I-A-^).A.A.) 


sin^  AiAa-sint  Ji  +  ^  (1— 2Ä:^).AiAa} 

finden»  wobei  man  indess  zu  beachten  hat»  dass  nach,  dem  0 
gen  AA«  mid.AiAa  offenbar  aus  der  gemessenen  Basis  Bi 
dann  gefunden  fverden  kSnnen,  wenn  man  die  Hohe  des  Pttak 
A  über  der  Meeresflfiche  und  den  Erdhalbmesser  kennt»  so  di 
also  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  eigentlich  als  in  Bea 
auf  die   ufiitiekanBt^  Grösse  r  transcendenfe  Gleichnngeb  zu  J 
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♦         S" 


trachten  sein  wfirden ,  welche  nur  dtnrch  NSherong  mifoelüst  wer- 
den  konnten.    Ueberhaupt  hat  man  die  vorhergehende  Bemerkung 

IS  des  r 

Bemericung  zu  "betrachten 
sich  gehurt 


über  di.e  Besttonmuns  aes  Erdhalbmessers   aus  den   Uöhendiffe- 
reozen  h^  —  h   und    ^2 — '^i  hier  nur  als  eine  ganz  gef^entliche 

,    di6  jetzt  gar  nicht  zu  der  Sache  an 


Alle  obige  Formeln  setzen  ahchr  'den  Rcfraetions-Coeffieieiitea 
A' als  bekannt  voraus,  und  derselbe  mulss  daher  immer  zuerst  be- 
stimmt  werden,  bevor  man  dieselben  in  Anwendung  bringen  kann 
Nun  hatten  wir  aber  oben  die   beiden  Gleichungen 

^j-Ä  -rvO-A^         cos(J— ^fi.AA^) 
r+Ä2-(r  +  A)    «os{J  +  (l-.it^).AA,|    ' 

'   ^      V     •     1/  cos|Ji+(l— -A:^i).AiAal 

tar  Bestimmung  von  h^.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt 
lieh  durch  Elimination    von  ^j  die  Gleichung 

r-f  A  _     cos(Jx  — A7ii.A|A2)co8(J  +  (l — ^fi).AA«il 
r+Ai  ~     cos(  J — Ä:fi.AA2)cos't  Ji  +  .(1  —  Arf*i).Ai  AaJ 

welche  nur  die  eine  unbekannte  Grosse  k  enthält ,  und  mittelst 
welcher  also  k  bestimmt  werden  kann.  Erst  dann ,  wenn  man  k 
ijit  Helfe  dieser  Gleichung  ermittelt  hat,  lässt  sich  h^  mittelst 
etses  der  beiden  obigen  Ausdrücke  von  r-f  A^  finden. 

Weil  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern  der  zweiten  Ordnung 
Dihemngsweise 

V 

»•+''«    ~  lAl  »•   " 

r 

^y  SO  ist  näherungsweise  auch 

A— -Äi cos(J|  — A|LipA|  Aa)cos  I J  +  (1  — Afi).AA2 1 

^      'r~      cos(J  —  AfA.AA2)cost«^i  +(l — A:fi|).AiA2t 

M  welcher  Form  der  Gleichung  sor  Bestimmung  von  k  man  nicht 
tt  Hohen  A,  A|  der  Punkte  A^  At  über  der  iVleeresfläche  selbst, 
Htdem  nur  den  Höhenunterschied  A — A|  dieser  Punkte  zu  ken- 
Bh  braucht j  den  man,  wenn  nicht  anders,  in  vielen  Fäller 
sv^kroässig  durch  ein  Nivellement  wird  finden  können. 


I»«- 
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Die  Glelchaog 


f^""  cos(J  —  AfkAAa)G08lJi  +  (1— A^i).Ai A« |  ' 

aus  welcher  der  Refractions-Coefficient  A  bestimmt  werden 
kann  man  auch  anf  folgende  AH  ausdrucken: 


II 
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also 

rj-h   __     cosAAg — ginAAa.tang(J — itft.AAjJ 
T\hi  "~  C6jf  Ai  Af — 8io Ax  A^  •  taiig(Ji  — •  k\»^ .  Ai  A«) 

oder 

r+/i    cogA|Ag 1 — lang AAt.tang(J— Af*. AAt) 

r+Ai'   cosAAa  ""  1 — tangAtA^-taDgCJi — ifc^.A|A«)  ' 

Weil  nun  aber  bei  wirklichen  praktischeo  Anweodonjien  AfA, 
i^h  und  AA«9  AiA«  immer  sehr  kleine  ChrOssen  sind,  so  ist  nach 
m  Lehren  der  Dinerentialrechnung  bis  auf  Glieder  der  ersten 
Ordnung  genau ,  wovon  man  sich  leicht  fiberzeneen  wird ,  wenu 
wir  AA«  und  AxA^  in  Theilen  der  Einheit  oder  des  Halbmessers 
ausgedruckt  annehmen: 

tang(J— Ä:^.AAa)=:tangJ— -^jjjä^  , 

tang(Ji— */ti.Ai A,)  =  tangJi ^^qJ^%  *  5 

•• 
^oAr  Wir  nfihemngswelse  auch  setzen  kOnnenr: 

tang  (J  -  *^. A  A«)  =  tangJ  -  t^i,  ^^Jjj«  » 

taug(Ji-ÄrfH.AiAa)  =  *angJi— /rfh  -^^jj^ . 

Führt  man  dies  in  die  obige  Gleichung  zur  Bestimmung  von 
^ein,  so  wird  dieselbe: 

r+A     CO»  A,  A.  _  '  -  to"gA  A>(tangJ  -  /y  °^«  ) 
r+A.  •  cosAA.       i_to„gA,A.(ta„gJ,-*^  ^^y 


^^^  cosAA,  -  sin AAatangJ  +  *«»  J*^/"? 

cmAiAs-sIdA,  AxtangJt  +  kp^  ^"^^J^  *^ 
«Hl« 

"^eil  XIX.  U 
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t 

co8(Jjf  AAt)  ,   ,     iöinAA^i« 
r+*  cftyJ         """^  ^  cosJ   ^ 

r-f  kx ""  cür(Jt :frA|  At)  ^  ,     |sinA.  A^^  ' . 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  den  folgenden  NäheruiiKsaiii' 
druck  för  A:  . 

•     JL  JJi.  i...  ..  ,■<  ■    ■  i-.ii;i  -,    ,  :  •  -ii      .ii*-..  ■■  ■■         ■■■■  ,1    -f^  1.  ■ — <      ■■     II.  j 


•I 


od^tr 


I. 


■I .; 


,      Ä    cosCVhAiAs)  At    cos (J  +  AAat) 

Hat  man  aber  erst  einen  Näherungswerth  von  ifc  sMunden »  so 
wird  es  inlnier  auch  laicht  seiq»  den  gc;i)f  ^^,  i^er  GleicIAng 

14-- 
r+A  _  *^r    _^  ^os(Jt  — iSryt| . A\ Aa)tH)s 1 1  ^-(l>-A'jli). A A^ \ 

r+Ai  ""  I  I  ^        cos(J — ArfuAAfjcostJi  -|-(1 — X:fii).Ai A^| 


oder 


r-\'h     cosAjAa  _    j  — tangAA^.tahjtfJ-^A'jBr.ÄA^ 
r+Ai  *  CO8AA2       1 — tangAiAa.tang(Ji — A'fti.AiAs) 


yollstSndig  liWfigenden  Werth  von  k  zu  flndeif ^  ''und  dlinh  Terasr 
auck  h^  nra  tim  Obigen  zu  berechnen^  V  /  •. 


Wenn  man  auf  die  sphärische  Gestalt  der  Erdoberfläche  nicbt 
Rflcksicht  nimmt,  sondern  dieselbe  als  eine  Ebene  betraeÜsl» 
gestattet  die  vorhergehende  Aufgabe  eine  etwas  andere  Behaiid- 
lung»  die  wir  no<4i   in  der  Kurze  mittheilen  wollen. 

Man  nehm  den  Punicl  A  als  den  Anfang  eines  riBH^htfvidkR- 
gen  Coor^fhatensvBteilis  'der  irys  an.  Der  Horaftnt  von  A  seidie 
Ebene  der  aiy.  Die  Projection  der  Linie  AA^  auf  den  Horizont 
von  A  sei  der  positive  Tfaeil  der  Axe  der  x.  Der  positive  Theilder 
Axe  der  y  liege  auf  derselben  Seite  der  Axe  der  x,  aof 
welcher  die  Projection   des  Punktes  A^    auf  dem  Horizonte  voo 


A  H^  Der  mM6v«  Tkeil  dfr  Axader  2  Hege  IIb  er  dem  Ho- 
riionte  von  At  Die  Coordinaten  der  Punkte  Ax  und  Am  in  die- 
sem Systeme  seien  ^1 1  M»  Zi  alld  ^»  s%*  Jf*  ^^^  Wuikel  A> 
A]  ODd  J9  J|^  seien  aul  eanz  ähnliche  Art  wie  vorher  gemessen« 
ebenso  die  Lmie  B^  wekhe  letzt  nieht  wie  vorher  ein  Kreis- 
bogen,  sondern  eine  gerede  Luiio  Ist,  wenigstena  ds  eineisolehe 
m^enommen  wird. 

Nun  hat  man  zuerst  die  Proportionen 

sin(A  -f  Ai) :  sinA^  ==  B:  AA^, 

sln(A  -|-  A|) :  sInA  =  Bi  Ai  A« ; 

ire  «^nch  A»  Alt-As  die  Prdtctionen  von  A,  Ai,  A^  auf  dem 
Aorixonte  von  A  bezeichnen.    Also  Ist 

r 

^^«==sin(A  +  A|)*'/*»^=sln(X  +  Ai)*- 

Ferner  ist  ofenbar: 

Äis=Ä.   yi=0,    ji=iA|— .A 

imA    * 

»         ■ 

a^=:AAs.cosA,    ^^hA%>Ankt    z^sAA^.tangJ 
oder  nach  dein  Vorhergehenden: 

_^    cosAsinAf    ^         ^^  sinAsinAi  ^ 
^— ainCA  +  A.)  "'    ^—mii(A  +  Ai)^' 

sinAitangJ    ^ 

^—  sin(A  +  A,)  ^' 

Lepn  tAt  nun  durch  den  Punkt  Ai  ein  dem  Systeme  der  xvz 
pmlMes  GoordinaCensjrstem  der  jty?,  und  bezeicheen  die  Coordi- 
"     des  Punktes  A^  m  diesem  Systeme  durcb  x«»  fs»  ^29  ^o  ^^^ 


Ä=A,i^.co8(180O-Aj).  f»=Ai A«  sinAi ,  >t=AiAa.taiigJi ; 
ibo  ^pch  dem  Obigen: 

sinAcosAx    -,  sIpArinAi   ^^ 

_   sinAtangJt    „ 
^"-    sin(A+Ai)  ^' 

Nidi  der  Lehre  fon  der  Verwandlung  der  Coordinaten  ist 

11* 


also  näcb^^UiM  VorbergeheiMlMi: 

-■.*'■•  ,  -»    ■■ 

:     »ln(\+At)  ""*      0ln(A-f  Ai)' 

sinAginAi    slpAsiaAi 

»iB(A  +  Ai)^shi(A+jLi)  • 

sinAitapgJ    -  _         ^  ,   gii>AtawyJ|   „ 
8in(A  +  AJ  ^T  .^    ^  UiKA-fAi)  ^ ' 

Dii^.llf^ideQ  ersten,  diener  drei  Gteicbungen  jjdnd  identische  GM* 
cHuneeiiy^o  dass  uns  also  mx  £e dritteGlöichang Meibt^  ^^^f!f%| 
sich  leicht  auf  die  Form  ■■*•■•    ■■-m 

l^^hi sin  AtangJi  —sin  A|tapyJ 

"B"~  sin(A+Ai)  :  '    '' 

bringen  iässt.  .. 

Bezeichnen  wir  jetst  die  den  als  aus  dem  Miuelpoobte^ 
Erde  mit  dem  Halbmesser  r-fA  beschriebene  KreiAoggs  be 
trachteten  geraden  Linien  AA«  und  A|A^entsprechenlln  ylnEe 
am  Mittelpankte  der  Erde  durch  C  und  J\  »^o  dass 

2(r -f  A):r :  AA,  =30D^:  C/ 
2(r+A)»:A|A4'=3W:A; 


.  .\\ 


if» 


also 


yy^_  AA^   180^       ^ AfAa  \^ßr 


ist;  so  ist 


lAtangi 


und 


t   ■ 


*— Ät  _  sinÄtang(J|  --  A:fh  fi)  -  sin Aitang(J  —  Arfft?) 
Ä    ""  sin(A  +  Ai) 

'  SU  setzen.  Aus  der  letzten  Gleichung  ist  k  zu  bestimmen »  bevii 
man  die  dritten  ()omiinaten  iss»  H  w  Punktes  A^  mittelst  de 
beiden  ersteif  Gieicnutigen  bestimmen  Kann. 

Näberungsweise  ist  wie  oben:  ' 

tang(J  ^  *(*C).= tangj  -  ^fi^,  , 


iS7 

toiig(Ji  -  *^  Q) = tmogJi  -  *f4  ^^^ ; 


also 


Ä     ~  ^8ln(A  +  A|) 


woraus 


sioAitangJ  —  oio&tanffJjL  -jh  "S^  ^^°  C^  "t*  ^i) 
^~  gJnAiTOg^      wnAsipfi" 

mr 'ersten  anDäli^^^l|iqre^!Pi^:jd|^JB^ 

Es  hat  mir  immer  wfinscbeDswerth  geschienen,  dass  über  die 
larrestrische  Strablenlieeknrig  mit  fnH^^^s^  Rflckslcht  auf  Tfaer- 
iWM|er  und  Barometer,  namentlich  Aber  den  wahren  Werth  des 
**vnMloira-x!oefQclenten  k  für  die  Tenjileni^r'  des  sehnebenden. 
JBs#tt  vmd  diel  BarometerhDhe  H^ildr;  neo^  Untersacbungen  nnd 
iMfidM||* geodStische Messungen  angestellt  werden  möchten;  und 
ick  glanne,  dass  bei  dergleichen  Untersuchungen  die  obigen  tfaeo- 
Nlisclien  Betrachtungen  wohl  zweckmä^siffe  Anwendung  finden 
MrÄsn.  Mir  selbst  stehen'dazu  wohl  die  HilUsmittel,  aber  leider 
■iÄt  dieZeit  und  Gelegenheit  zu  Gebote.  Möchte  dahet  ein  An- 
Mer  am '  eKer  solbh^  gewisH  sehr' terdfenlttlMien  Arbeit 
uMitfehen ! 


.« 


)    • 


I     . 


'     .;•  . 


•       I    • 
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■•*  ' 


A 


tleiier  einen  Ketlenlirfeich  toIi  Effcip 

gUedriger  Perfofle- 

Von  ,    .. 

Herrn  Emil  Kahl,  ^^ 

'■  f«.» 

■''  "  i;   '  .(    ■■  '  .  ■  ._    iii.i*fb  • 

E«  iMtll  irgeod  .^in  MtfieongmeHk >l|iiH.K9ttf|nbrg^ 

P  +  1 
«  +  I 

"  +  1 

allgemein   dargestellt   werdeh.      Die    ersten    beiden   Näbenvgt« 
werthe  sind: 

a_  Zi      aß  +  l  _  Z^ 

Zar  Anffindune  der  übrigen  Näheningswertbe  wenden  wir  die  Re- 
dacHonsformel  an  < 

Z,=aZ.-|-Z,,    Z^=ßZ,  +  Zt; 


IS» 

fit  BfiJfe  derselben  sl^UepiwiK  efne  Reilie  d^r  raft^iMorikr  fql- 
endep  Zähler  qpdMeqoer  zneammen^  Detracbteii  (fiese  alsCrmnd- 
eihe  und  leiten  von  ihr,  AbHoIi  v^ie  hei  den  Dilerenzenreihen, 
ndere  Reiben  ab.  In  folgendfim  Scbeiqa  sind  mit  Qq,  Oi,  a%, 
^.....  die  Glieder  iet  Grandrelhey  nAt.Jlao,  ytoi,  Aa%,  Aa^.... 
le  Glieder  der  ersten  abgeleiteten  Reihe,  mit  uPa^^  ^^i»  A^Q^ 
^.•.  die  GHed«^  der -svrell^  abgeletteten Beihe  bezeiciniel  eie. 

Q^       Ol       ü%       a^ aB»~i      Uta         at»f  1 

Aq^     Atti     Aa^  •  .  •  .  '^o^B— s  Aa^-^i   Aa^ 

jPa^   APmx  .  .  .  •   ^Ot^nf  JNi^~^  A^OpäT-t 

A^Oq  •  .  .  .  A^Qfßt^^A^Ofß^^  A^a^~% 

:  I  1 

<Me  dtoi^  abgeleiteten  Relheiii  entsteht  ans  der  ntcbst  vor- 
H^hendei^  wenn  man  bei  dieser^  falls  sie  eine  abgeleitete  Reibe 


mder  Ordnung  ist»  die  G|ißder  ajiiH'echselnd  mit  ß'<*9  ^^^^^  ^ 
igesen  eine  abgeleitete  Reihe  ungerader  Ordnung  ist«  abi^ecn- 
äFteit  m  fi  aipltlpliciii  und  diese  Frmlnpte  von   de^i  doppelt 


Ml  fÜeenaen  Qli^d^.aubtridijrt,   v^-obei 
dauptreihe  hierbei   als  eine    abeeldte 


SU  beachten  ist. 


iSB  die  Bauptfeihe  hierbei  als  efaie  abeeldtete  Reihe  nullter, 
so  germder  Ordnung  an  betrachten  ist.  Bi|t  Rücksicht  auf  diese 
otstebangsireise  banen  wir  daher  folgende  Gleichungen : 

Ullgeseln: 

u4**a»=2Li**— *aj— ct-'i*"— *a^  u.  s.  w., 

jfi»\^^ao—  2-^«fli  —  ßAh^a^ ,    AU^  ^a^  =  lA^a^ — uA^ai . 
A^^^a^^iA^^-- ßA*^  u.  s.  w. 

Alf  folgendem  Wege  lernt  man  die  Besiehung  kensen «  die 
riaphtüu  irgend  einem  Gliede  der  Grundreihe  und  den  Anfangs- 
ie^eni  der  abgeleiteten  Reihen  stattfindet  Nach  dem  Obigen 
giebt  rieh  ninKoh  unmittelbar: 

+  aAaQ+  aß.a^, 


A^^+'laAao  +  aß.  flo,- 
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Jfloo  +  3ßjAk,^3€^o^  +  aß^.oo 


"    -  I         r         *  ^-  ^    -  ,       ^      ^^-^^ 

h  I 

In  diesen  AiiÄdrückcn  spricht  sich  folgendes  Gesetz  ans: 
.2«»  .  ai,=(2«),.i*««,+(2n),a.^-»a,+(2»)a(«|J)-i^^ 


+  (2n),«.(«^)-i^»a.+(2«)4(a|J)«.<*-«o,  +  - 
...+  (S&i)j«-,«.(iiJ)^»-*ff,+(ar)^«/J)«.l|l^o. 
I. 


l' 


+  (2i»+l)(iH;i) .  ßitt^a^.  -  \ 

Die  allgemeine  Gültigkeit  dieeee  {Gesetzes  lässt  sick^  '^^4{ 
darcÜ  «ten  ScTilass  von'iin  auf  2n-|-l' bewahrheiten.  BereclMOT 
roao  naii /die  Zähler  der  Partialhrflehe  de»  in  Rede  •*t<\hjp)pi 
Kettenbruches  mittels  der  im  Eingänge  gedäcbteii'Vtedonn»- 
formel  und  nimmt  dieselben  ab  (filieder  einer  Hauptreihe  ao  ond 
bestimmt  hieraus  die  abgeleiteten  Reihen  nach  Anleitung  des  ob-  • 
mittelbar  Vorbergebeoden,  so  erhält  m#o  Folgendes: 

Wo=Zi,    OiZziZ^y    a^^aZ^+Zi,    a^  =  aß.2^+ Z^+ßZi; 
a^=a^ß.Z^+2aZ^-i^^aßZi+Zi,  a^^a^ß^Z^+SaßZ^+Z^+aß^Z^+^Zi ; 

^a^r=2Zgr-fiZi,    uiai^zaZ^+^Z^,    ^a^z=:aß.Z^+2Z^+ß.Zi; 

+  2Z,+rt»/ftZi-t.3iiÄ ; ' 

.Ai,=(a^Z,+ Za+/JZ,)(«/»+4) ; 

-i»flo  =  (2Za-/JZ,)  («^  +  4),    -^'öi  =(tfZa +2Z,)  (a^  +  4) ; 
-<»«!,=  («jSZ,+2Z,+/».Z,)(«|J  +  4); 


'  :i6i 

'.■         '    '  ;..  .. 

Man  siebf  ans  dem  VothergeheDdenV  dis^  die  gleichstelligen 
Glieder  der  gl^raden  aliseleiMib 'Reihen  unter:  sieb  und  die  der 
ungeraden  abgeleiteten  Reiben  unter  sich  eine  geometrische  Pro- 
greiMiQn fi|Uden «  deren  Quotient  (a^.-|- 4)  ist,. so  dass  allgemein: 

■  *     < 

UieControlefflrdie  Richtidtelt dieser  allgemeufien  Ansdrflcke  ver- 
eehaft^map  eich  durch  den  Scbluss  Ton  2»  auf  2114-1  und  2ft4'2. 
Fflhrt  nar  nun  die  Wertbe  von  ^ioo«  ^Oq»  -^'aot  ^^  etc.  in 
die  Gl^chung  L  ein,  so  erhält  man: 

fV'r^v^i  -  (2n)o.^i  {«|J+4)[«+(2b),  .o.(2Z,-|S2^)  (a/J+4)"-> 
'  •  +  (8ii)»(«/J)«i(«^+4)-»+(2n)i«.(«/J)(2Z,-jJ^;).(a^+4)-> 

+(2»)4.Caß)*.Z,(«^+4)— »+ . 

+(2«)^_,.«.(ojJ)-»(2Z;|-^,)  +  (2n)o,)(a|J)- Z| , 

•*Z|«=.(2n-l)o(2Z»-.^«,)(i^+4)-».       ^ 
'  "•  '{  •'+Cin-I),.p.Ä,(a^+4)-H'(2n-!);(ä/J).(2Z,f /J2|)(«p+4) 
+ Obi  -  l),.|J.(«ft .  Z.  r«/J + 4)— « 

.    +(2.i-l)6|J.(a/J)».Zi(«p+4)--»       '        '  ■ 

+  .  .  .  ,  (2»-l),;_a(«/J)-».(2Zi-  |J2,)      ' . 
\     +(2«-l)(to_i)./J.(«/J)«-i.Z,. 


I  -'j    _    I    1 


\  .     * 


TM  Gleichung  II.  lässt  sich  in  einen  geschlossenen  Aufdruck 
anddn,  wenn  man  bedenkt,  dass:  \ 

' '.%<2«)Ä<a^+4)r:V(2n),(««;Zi(«|J+4)«-V 


t  t 


+(2i»)4.(«<J)«.Z,(«^+4)»-«+v  ...  (2B),iM(«|J)».Zt. 
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=  (2it),.«..(2Z,-|JZi)(a/J+4)— 1 

+  (?«0.  •  »«..(?^-M) ,  («Ä  •(«/»+4Ä»-*  +..-•.. 

/2Z.  az  ^ ;  [VSiry7+v^T«-» -f  [v^imiiVspp^ , 

=(2n- 1). .  (2Z,-^ZJ  («iJ+4)-> 

+(2«-l),.(2Z,-/JZ,)  (tt|J+l)-«fa« 


■  ■  ■    ■ '    • 

■      i\\    I 


+  (2n-l)^(a^«Z,(a^+4)»-» 

+ . , . ,  (aifc-i),i,-rö,(«^-».Zi-.  .  ;    ? 


Ffihrt  man  «Ueife  AtadrQpke,  4w  ww  der  Entw^k^toDg 
link*  »teheiideD  Bii)9n>9  herrorgegitngtii  sipid,  jn  II.  ^d,.  •• 
hilf  man; 

•  r 


+  ■"    •" — v^V^m — ^ 

Vcfp+4 


II.    I. 


Mit  BerüoksicfaU^uiigi  das«  dj,^  Grundreihe  und  iie  abgd 
ten  Reiben  für  die  Nenner,  aus  deiten^er  ZlHiler  erhalten  w« 
^f^eon  man  überall  ttr  Zt  und  Z%^^JfiuniJf%  i^breibt,  lassen 
die  Aasdrficke  iür  die  Nenner  aufsteilen,  wie  folgt: 
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Setzt  man  'm  lü.  oimI  IV.  die  Werthe  Zi=a,  Zt=cr/3+l, 
fi=l ,  JV3=^  yio»  80  ivrbält  man  niudi  ei^ig^n  Umformungien: 


I 


i  f 


IM 


i  '■.■ 
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^  - 
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'  ■      •  '. 
*  ■        -* 

V        *  i' 
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163 

Setzt  man  hierin  «=j?=:J,  so  erh&lt  man  för  den  Ketten- 
brach, dessen  Partialnenner  sämmtlich  =1  sind: 

^.^^   z«  _ (3 + sTi) (i+ V^)»- ^ ■- (3 - Vs) (i-^Vs)—  ^ 

■    -fl^-i  (l  +  V5)--(l-V5J-" 

Die  Zlhler  der .  Näherungswerthe  dieses  Kettenbruches  bilden 
bekanntlieh  die  Reibe: 

Zi=l.    Za=2,    ^=3,    Z4=5,    Z5=8,    ^  =  13  etc. 

Setzt  man  in  III.  a  =  /3=l  und  Z|  =  l,  Z|=2,  so  erhftlt 
■an  folgenden  für  gerade  und  ungeraoe  m  geltenden  Avsdrack 
als  allgemeines  Glied  dieser  Reihe: 


/ 


*   ^-fcj 


k  » 


'  I    I 


IM 


■  •» 


*'•    .*♦... 


i 

I 


t 


m    •*  I 

-4  tJ.-t'T'' 


—       V 


^       : 


3ünr. 


:■  •  ■  I 


■  I 


Velber  «Un  DisianoBieiser  ¥on 


MaMins. 


lU 


Von 


dem   Heraasgeber. 


Das  in  der  Ueberscbrift  genannte  einfache  Instrament  kerne 
ich  nur  au«  einer  kurzen  Beschreibung  in  dem  «»Lefargaog  der 
mechanischen  Naturlehre  für  höhere  Unterrichts- 
anstalten  von  G.  Karsten.  Zweite  Abtheiluog.  KieL 
1851.  8.  261.''    Dieselbe  lautet  folgendermassen : 

,5  Der  Distanzmesser  (von  Martins)  (Taf.  V.  Fig.  2.)  besteht 
aus  einem  Ferorobre  •  in  welchem  sich  ein  unter  i5^  geneigte 
Spiegel  <$  befindet,  der  in  der  Mitte  durchbohrt  ist,  um  ourch  llki 
Fernrohr  von  A  aus  nach  dem  Gegenstande  G  sehen  zu  koDnea. 
In  dem  vertikalen  und  hohlen  Ständer  des  Fernrohrs  befindet 
sich  ein  zweiter  Spiegel  Si,  welcher  um  eine  horizontale  Aaa 
drehbar  ist.  Alsdann  kann  man  durch  Drehung  den  Spiegel  jS| 
eine  solche  Stellung  geben,  dass  das  Auge  gleicbzeitie  G  direet 
durch   das  Fernrohr    und  durch  Spiegelung  von  S|  una  S 


nimmt.  Aus  der  Grosse  der  Drehung  von  <$|,  welche  an  6iM|| 
Limbus  abzulesen  ist,  und  der  bekannten  Entfernung  der  bflMft 
Spiegel  von  einander  lässt  sich,  wie  leieht  ersichtlich,  dit  b^ 
fernung  AG  berechnen/' 

Dass  dieses  Instrument    eine  grosse  Genauigkeit  wohl  nielit 

f;ewähren  kann,   ist  leicht  zu  übersehen,    indess  scheint  mir  die 
dee  einfach  und  sinnreich,    und  das  Instrument,    das  wohl  aadi 
noch  einer  Verbesserang  Abig    ist,    daher  wohl  werth  sa  sein. 
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ich'-bier  eine  kutte  Theorie  deeeellNMi  entvriokele,  troduheh 

m  uffleich  ehra«  wMer  bekaumt  irerden  u  ird ».  «le  dies  Um  Jelfet 
der  wM  in  sein  scbeint 

In  Tat  V.  Fig.  3.  •  die  ohne  besondere:  Erliuteruni^  flir  sieh 
vftivtändUch  sein  wird»  sei  E  die  Entfertiüng  des  Gegenstandes 
G  Von  den  Spiegel  S,  und  jp  sei  dieEntfemang  der  beiden  Spie« 
gel  S  and  S|  von  einander«  welche  bei  diesem  Instmmente  eine 
eonstaote  Grösse  ist.  Ferner  sei  (p  der  gleichfalls  constante  Nei- 
gangswiokel  des  Spiegels  S  gegen  die  Visirlinie  AG,  welchen  wir 
aber  nicht  wie  in  der  obigen  Beschreibung  von  der  bestimmten 
Gfieiie  45*,  sondern  überhaupt  nur  als  coostant  annehmen  wollen. 
Endlich  sei  ^  der  constante  Winkel,  unter  welchem  die  Linie  SSi 
pgBn  die  von  Si  nach  dem  Nullpunkte  O  des  mit  dem  drehba- 
len  Spiegel  Si  verbundenen  eingetheilteh  Kreises  gezogene  Linie 
S»  O  geneigt  ist.  Der  Neigungswinkel  des  Spiegels  4J4  gegen  die 
Linie  iS|0,  welcher  auf  dem  eingetheilten  Kreise  gemessen  wird, 
and  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  werden  soll,  jenach- 
dem  der  Spiegel  S^  bei  der  Messung  swisehen  SiS  und  SiO 
sidi  bedndet  oder  nicht,  sei  fu  Utes  vorausf^esetzt,  haben  wir 
nach  bekannten  geometrischen  und  katoptrischen  Sätzen  die 
Proportion : 

£:ar=sinJ180«— 2(i(;-^)|:sinl2(<;— fi)-29|, 
d.  i.  die  Proportion  t 

E :  a?=8in2(^  —  ft) :  6in2 1  (^ —  fi) — 9  j , 
oder,  wenn  wir 

tf;— 9=o> 
setsen,  die  Proportion: 

£!dr=:sinäCip^^):sin2(iD— fi). 


1)  E.^'j¥;r(^U 


■dttelst  welcher  Formel  man  die  Entfemqng  £  aus  dem  an  dem 
lletiiilftfUlii  i^i imrriifti  nrnTTlnlrrt  ji  berechnen  kann,  wenn  man  die 
MMi  ddselMn  Instromentfe  eigetithflmlichen  Constanten  x,  ^,' cö 
■Mint;  und  diese  Constante  nir  jedes  einzelne  Instrument  mit 
■üglUMter  fienauigkeit^ehi  fBr  alle  Mal  So  bestimmen ,  ist  daher 
dne  Hauptsache  fiir  dessen  sicheren  Gebraoch.  welcher  so  ge- 
aaa  als  möglich  zu  gedOgen,  maA  steh  keine  Mflhe  verdriessen 
Isssen  darf. 

Zu  dem  Ende  stelle  man  das.  Inyirnmept  in  einem  betiebigen 
Standpunkte  auf,  wähle  drei  von  diesem  Standpunkte  in  versckie- 
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dener  EntfermiDg  beGDdlichcGegcnstilDde  Gt  Gf »  G^ 
deren  EDtfeniiiii^eD.JE,  ß^^E^  vom  dem  Bjiieyel  S  bo  gß 
möglich»  am  besten  natfirlicb  mit  MaasssttMO,  und  beet&Bil 
dem  Instrumente  die  diesen  drei  GegenstiUiden  entsprechei 
Werthe  des  Torber  dtirdi  fi  beieicbiietm  Winkels»  welche 
d«rck  fi>  fift  f>i  beaeleboeo  wollen,  natfirllcb  in  der.Wetoe, 
Oberbaubt  der  Gebrauch  des  Instruments  fordert  ')>ami  hi 
wir  Dach  dem  Vorfaergeheiiden  die  drei  PropertloaeD: 

U  :ar=»ln2(y— fi):8in2(»— fi), 
iEi !«  i:»liiS(t  ■;;jH):sin2(»— fii), 
£(  :^ = 8ln2(^  —  f4)  :eiD2(a)  *- ]»^ ; 

■ ' 

aus  denen  sich 

sinaCitt— |t)  p_  mH^—ih)  p  _  sip2(w|4)  _ 
'      '*-sin2(t-fi)^"-siiii(^;~fi|)^».^slha(^-.f4)'* 

ergiebt.    Hieraus  folgt  zuvorderst 

JEsinä(a>  — j»)  _  8in2(^— ^) 
£J|Sin2( a — Mi) ^  sin2('^ — fii)* 

also 


£!sin2(flD— fi)   cos2fitang2^ — sin2fi 

£^isin2(o> — Mi)"^  cos2fittang2^ — sin2f4  ' 

folglich : 

o\    ♦o««9*i.  -  £8«"2fhsin2(tt>— fi)— i;tsin2f^sin2((D— ftt) 
z)    lang^v- £cos2f*|Sin2(«-;*)— £iCos-2fi8io2(cö— fH)' 

und  ganz  eben  so: 

QN    f  n  n  »n,,  —  £«'P2f«aa'ipä(<»-^f») — ^in2fisin2(a»->f*a) 
,1}    wnp«V— £;cos2^shi2(»— fA)— £;,cos2/isin2(a)— ^ . 

Setzt,  man  diese  beide»  Wierthe  von  tmj^S^  einander  al»icl 
erb  Alt  man  nach  dnigen  leichten  Verw|tndlungen  difi  Gleiia 


0=    JS;slna(fh.r-fia)eiB2(wr*^)  *         .  ^: 

+  £ifle2j>iji;;^|i)slD2((»-fii)  .     ' 

+  JB#iiD204— ^i)sin2(« -- fij. 


ans  dar  eiehCBfner  db  6 


■  .1. 
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4)      taDg2oi> 

b62^iü2(|tfi  -fiiH-  i:iC082^sin2(f4— f*)-f-£;2C083^8iD2(fi^^) 

m^ebt«. mittelst  welcher  sich  o>  berechnen  lässt.  Den  Winkel  ^ 
#niält  niaD  dano  ferner  mittelst  einer  der  beiden  Formeln  2)  oder 
3),  und  £  endUiih  mittelst  eines  der  folgenden  aus  dem  Obigen 
bekaooteo  Aafdiriicke: 

•  ,  '» 

SV      ' V  —  ^'"^<»  "^  f*)   y       ^'"^^'^  --  ftl)  F  —  S'"^(«  —  f^  r 

'''      ^— sln2(tf;-^)  ^  -  sin2(if;  -  ^)  ^i  —  8ln2(V;  -  f*»)  ^* " 

• 

Hat  man  auf  diese  Weise  die  drei  Constanten  ^»J^»  co  be- 
sttemt,  so  kann  man  jede  Eiltfernung  E  mittelst  der  Formel  1) 
Vos  dem  gemessenen  entsprechenden  Winkel  ji  berechnen. 

.'DifferenlHrt  man  die  Grosse 

^  Sin2(ij;-^ft) 

^'"sln2{<»  — ^)  ^ 

.n  Bezug  auf  f^  als  veränderliche  Grosse ,  so  erhält  man 

^  sm2(o>  — ft)^  ^ 

o<ler,  wenn  dft  in  Secunden  ausgedruckt  ist : 

,^x       nr.     <»     .  IM  8in2(t(; — «)  ^ 
7)      8£==  2arsinF .    .  ^,  Ä  da . 

^  Hiernach  lässt  sich  der  Fehler  d£  beurtheilen,  welchen  ein 
|dder  df^  in  dem  gemessenen  Winkel  fi  in  der  zu  bestimmenden 
Utferoong  £  herirorbringt.    Weil  nach   dem  Obigen 

^ — a>  =  9) 

^»  fto  kann  man  die  Torstehende  Formel  auch  so  schreiben: 

Dass  der  Fehler  d£  sehr  gross  werden  kann,  erhellet  leicht,  weil, 
'    J^  grosser  £  wird»     d.  h.  je  genauer  die  Linien  SG  und  SJG 
^^n^^r  parallel  werden,  desto  mehr  sich  offenbar  tf;— 9> — fi  der 
Roll  nähert,  indem,  wenn  SG  und  S^G  einander  genau  Iparallel  sind, 

aieoscheinlich    auch  die  Spiegel   5  und  S^  einander  genau  pa- 
el  sind,  folglkh  tf;-^f(=^9  ist    Jedenfalls  erfordert  em  solches 

TheilllX.  12 


■ 
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Instrament  Vorrichtunp:cn  zu  einer  sehr  genaaen  Messung  des  im 
Obigen -durch  fi  bezeichneten  Winkels,  und  freilich  auch  h«upt- 
sSciüch,  dass  die  durch  x  bezeichnet»  Entfernung  der  M#Bn 
Spiegel  S  und  S^  ^^n  einander  nicht  zu  klein  sei,  eine  Fmk- 
rung,  durch  welche,  wenn  ihr  genügt  werden  soll»  das  Instru- 
ment nothwendig  an  Bequemlichkeit  verlieren  rouss. 

Es  soll  mir  lieb  sein ,  wenn  das  Obige  geeignet  ist,  zur  wei- 
teren Prüfung  des  einfachen  Instruments  Veranlassung  zu  gehen. 
Ein  ganz  genügender  Distanzmesser  scheint  nun  einmal  za  de6 
frommen  \Vünschen  zu  geboren,  und  man  muss  deshalb  Alles, 
was  in  dieser  Beziehung  geboten  wird,  um  so  sorgf&ltiger 
prüfen.  g 

Uebrigens  würde  ich  es  fär  zweckmSsa^  haltep»  das  Stativ 
des  Instruments  bei  B  (Taf.  V.  Fig.  3.)  mit  einem  Cb^niiw  odai> 
Zirkelgewinde  zu  Versehen,*  so  dass  es  sich  um  B  drehen  ISsii; 
und  dadurch  dem  Fernrohre  des  Instruments  jede  b|^ieb^e  lU^k" 
bjng  gegeben  werden  kann,  wodurch  in  der  Theorie  und  Am 
Gebrauche  des  Instruments  nicht  das  Getingstet., geändert  wir^ 
weil  dasselbe  nur  der  Bedingung  genügen  muss, 'dass  die  obcHi 
durch  Xy  <p,  tf;,  0=^—9  bezeichneten  Grossen  constant  bleUMB. 


.-' 


V 


i 

•   1 
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ipMiemaHsche  lärklärims  etad^erEr- 
MKtaransen  jbel  i^hftrlscb^ii  Iiinsen, 
^kmt  •ttttckslcAt  auf  Knarel-  ulid  Far- 
/'"  beH  -  Abweichimer* 


Von  dem 

Herrn  Rector  Dr.  Weiss 

KQ  Ansbach. 


*.. 


r 


Wenn  man   beim  Unteiricht   in  der  Physik  und  Mathematik 
TOD  der  Aonahroe  auseeht,  dass^  abgesehen  von  der  wissenschaft- 
^en^it^,  flTstefe  in  der  Schule  gründlicher  und  verstindlicher, 
Miteie  pabtischei* und  aq[ziehender' gemacht  wird^  dadurch  dass 
**s4ßiae  ^saenschaften ,  wo  immer  mSstich,   mit  einander  ver- 
*>lpl^  womi  namentlicli  !n  dem  dritten  Mirsns  unserer  Anstalteo 
*>ictttiO  Gelegenheit  geboten  wird;  so  ergreift  man  diese  sicher- 
^  fem,   w^nn  sie  elii^  f^r  den  Schuler  leichtfassliche  Durch- 
will zulässt,  auch  dann  jpoch,  wenn,  wie  beim  nachstehenden 
AtiftitZy    gerade    keine    ausserordentlich  j^raktische  Wichtigkeit 
^^^uisprucht   werden  kann^   ind^m  hier  Hauptsache  ist,    dass  die 
^tthematisch  leicht  zu  erhaltenden  Resultate  auch  leichtphy- 
'iUlisch    durch  den  Versuch  als  ricl|tig  bestätigt  werden  kun« 
^'   Hiezu  gibt  nun  gegenwärtige  Abhandlung,    deren  nuthiger 
^parat  jn  einigen  Linsen  besteht,  passende  Gelegenheit 


f 


^tn,  wodurch  (l^no  viele  Erscheinfingen,   welche  dem  SthGler, 


12* 
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der  durch  e'mc  ihm  in  die  Hand  ^elcommene  Linse  durchschaut, 
unerklärlich  sind,  indem  in  der  Schule  immer  nur  einige,  nSmlich 
die  für  die  Praxis  wichtigen  Fälle  durchgenommen  worden  sind. ' 
In  Folgendem  wollen  wir  nun  das  Fehlende  zu  ergänzen  suchen« 
und  es  dörde  der  Aufsatz  dann  als  Pendant  zu  jeaeAi  uh^^sikali- 
schen  Lehrbuch  namentlich  in  der  oben  angedeuteten  Öeziehang 
meinen  hochverehrlicheo  Herren  Collegen  nicht  unwillkomiiiM 
erscheinen. 


Die   Aufgabe,   die  wir  uns  zur  Losung  gestellt   haben,    ist 
folgende : 

„In  der  Entfernung  a  steht  ein  Gegenstand  'vor  d^ 
Linse.,  die  die 'Brennweite  f  bat,  hinter  derselben  ii 
der  Cntfemung  d  befindet  sich  das  Auge  des  Budhift 
ters;  in  welcher  Grosse,  Entfernung  und  Ste{lunif  sielt 
dieser  das  BHd,  wenn  angenommen  wird,  dass  dui  Mit-' 
ten  von  Gegenstand,  Linse  und  Auge  immer  in  pmm 
„Geraden  liegen?"  .  <•        '      . 


ff 

$9 
9» 


$.1.     • 

Bekanntlich  bewirkt  die  Linse  ein  Bild ,  welches  um  6  von  ihr 
entfernt,  qm^l  grösser  und  aufrecht,  oder  verkehrt  ist,  wobei 

das  positive  Zeichen  von  q  ein  aufrechtes,  das  negative  ehi  ve^ 
kehrtes  Bild,  so  wie  noca  ein  positives  f  die  Brenntveite  ei|er 
concaven  und  ein  negatives  /die  einer  Gonvezen  Liim  iTedeMefl. 
Ferner  ist  die  scheinbare  Grosse  eines  Gegenstandes,  das  W  mer 
vom  Auge  beurtheilte ,  der  wahren  Grosse  desselben  dirAt  uad 
seiner  Entfernung  vom  Auge  umgekehrt  proportional. 


Der  Gegenstand   ist  vom  Auge  um  a  +  d  entfernt,    ist 
seine  wahre  Grösse  =^,  so  ist  demnach  seine  scheinbare  Grösse 


*)  Man  findet  allc8  dieses,  was  wir  als  bekannt  voraus  fetara,  ia 
jedem  gatea  Lehrbach  erklärt  and  naoligewiesea;  hätte  es  bler  derytsM 
gestattet,  so  wäre  vom  V^erfasser  eine  ksrze,  äusserst  leichtl|UiUaB 
md  dabei  Kugleich  aoch  für  sphärische  Spiegel  geltende  EimHbiXu^ 
angefägt  worden,  welche  nniL  aber  bei  anderer  CTeiegenheit  ge^VM 
wmen  soll.  » 
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Das  Bild  ist  vom  Auge  um  k+d  entfernt,  seine  wahre  Grosse 

=  — ^^7'  f  folglich  seine  scheiolmre  Grdsse  =  /a  ■  ^(^  4,  /)   ' 

ivenn  wir  letztere  durch  die  scheinbare  Grosse  des  Gegenstandes 
dlvidir«o,  so  erhalten  wir  offenbar  die  Zahl,  welche  die  vom  Aoge 
beordbeilte  durch  flie  Linse  bewickle  Yergrösserung  vorstellt;  be- 
ieic||Den*wir  diese  mit  m,  so  ist  sie  d<minach: 

_    f  -^      I 


r.      ad         .        ad 


.    '.  •  .  $.2. 

Aus  diesem  Ausdruck  fiir  tu  können    sogleich  folgende  zwei 
iHgoneio  gültige  Scblflsse  gemacht  werden: 

1)  Da  der  iiir  m  erhaltene  Ausdruck  bezuglich  a  und  d  sym- 
metriseh  ist,  so  können ,  wenn  die  Linse  an  ihrem  Qrte 
bleibt,  Gegenstand  und  Auge  ihre  Orte  tauschen,  ohne 
dass  an  der  Vergrosserung  selbst  etwas  geändert  wird. 

2)  Weil  für  a  oder  rf=0  die  Vergrösserungszahl  ==  1  wird, 
so  erscheint  einem  jeden  Beobachter  ein  hart  hinter  einer 
Linse  stehender  Gegenstand  el)enso  gross,  als  wenn 
diese  nicht  da  wäre;  dasselbe  ist's,  wenn  man  mit  einer 
hart   ans   Auge^  gehaltenen  Linse  einen  Gegenstand  be- 

-  trachtet« 

•     !     *  ■'         §.3.^ 

H|Entfttmuiig  des  Bild&s  vom  Auge  ist 

f  ä  +  7        ' 

I  Bekanntlich. d^rf^nun  ein  Gegenstand,  wenn  er  deutlich  gese- 
HB  Werten  soll,  dem  Auge  nicht  näher  stehen,  als  eine  bestimmte 
Wdla||p*]^  Zait]f,  ^welche  man  die  kürzeste  deutliche  Sehweite 
■IM'tad  mH.f  beU&ichnet;  ab  Bedingung  für  die  Deutlichkeit 
tettdfb^^gih  iiomit 
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«+7 


und  es  kann  nun ,  da  diese  BMiagung  Im  AUgeqieinen  nicht  iisnitr' 
erßllt  ist,    das  entstebeude  BNd  baß  deutlich,    bald    ond^itikfe 
sein.    Eine  usitere  Quelle  für   eine  zu ^fllrchtende  Undetfiek— • 
keit  liest  darin,  dass  b  negativ  und  grosser  als  d  sein  kann»  wo- 
durch dann    auch  t  negativ  wird,    vf as  so  zn  verstehen  ist,    dssa^ 
die   das  Auge  treffenden  Sirahlen  erst  hinter  demselben  ei|^BilA 
be«virken ,  wodurch  dann  offenbar  auch  nur  eine  höchst  unnrnkom.« 
roene   Empflndung    in  unsarm   Sehorgan,     d.  h.   ein  undeutliche«. 
Sehen  bewirkt  wird.    Aus  dem  Ausdrucke  fär  t  ist  fsrner  ersieht«» 
lieh ,  dass  in  Beziehung  auf  die  Deutlichkeit  ein  Stellentausch  risii 
•Gegenstand    und  Auge    nicht   ohne  Aenderung   der    letztem  ge* 
staUet  ist. 


Nähere  Betrachtang  der  Concav-   oller  Zeir^treaungs- 

Linsen. 

§4. 
Es  war 


m=: 


i7~~^ 


(«+d)/ 


hier  sind  a  und  d  der  Natur  der  Sache  nach^  f  aber  ^  der  Ad« 
nähme  nach  positiv,  folglich  ist  m  nur  positiv,  und  weil  flerHeb» 
ner  von  m  grösser  als  1  ist,  immer  nur  ein  Bruch;  maft  sidlt 
demnach  durch  eine  Concav  -  Linse  den  Gegenstai^d  nur  i^ifrecK 
und  verkleinert,  mit  Ausnahme  des  is  §.2.  1)  angefifbrton  FaHeSt 
Unter  sonst  gleichen  Umständen  (bei  demselben  a  und  cQ  nfattirt 
7?i  ab,  wenn  /abnimmt,  die  Verkleinerung  is^  aüb  dau4iun'ii* 
stärker.  Je  kleiner  die  Brennweite  der  Zerstreuungs- Linse  Mt 
Die  Entfernung  des  Bildes  ist 


d  + 


Wr 


also  lim  so  kleiner,  je  kleiner  die  Brennweite  fei;  icd  ndiyf : 
schon  grDsser  als  f,  so  kann  beibnders,  Sf^u^a  aucn  tfokk IW[* 
Ist,  dasselbe  Bild  undeutlich  sein,*  weldies  unter  deni^Hbif  W^ 
ständen  bei  einer  Zerstreuangslipse  von  grosserer  BrennwMte  noch 
deutlich  Ist. 
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§.  6. 

Bleiben  a  und  <if' nicht  dieselben  .lodert  sich  z.  B.  a,  d.  h. 
Vefteo^lknge  und  Lins^  an^ihrem  Urle,  wird  dagegen  der  Ge- 
mstaod    nioter  der  Linse  gerückt ,   so  ändert  sich  m,  es  «rird 

ad, 
|Ki«ser  oder  «kleiner,  wenn  der  Ausdruck  7 — r— ft^    abnimmt    oder 

mimnii;  schreibt  man  diesen  Ausdruck  so  an: 


<•■+  -.)/ 


80  ist  alsbald  ersichtlich ,  dass  er  mit  wachsendem  a  auch  wächst 
md  mit  abnehmendem  auch  abnimmt,  hiedurch  bewahrheiten  sich 
die  Folgerungen : 

1)  Für  a=,0,  wenn  Gegenstand   hart  an  Linse  steht,    ist 

mr=l,  also  keine  Verkleinerung; 

2)  Rdekt  der  Gegenstand  immer  weiter  von  der  Linse,   so 

wird  das  ßild  immer  kleiner  und  bei  a  =  Qo,  d.h.  wenn 
Gegenstand  überaus  weil  weg  ist,    ist  die  Verkleine- 

Weil  B  die  Entfernung  des  Bildes 


=  d+ 


h*'7 


U,  «0  nimmt  b  mit  wachsendem  a  zu  (Rir  a=0  ist  £=<2),  und 
tlr4lz:iQD  ist  s^d  +  ff  durch  eine  Concav-Linse  kann  desshalb, 
^>*ü4  nicht  schon  ==«  ist,  ein  näher  stehender  Gegenstand  un- 
lieb, ein  weiter  entfernter  aber  deutlich  gesehen  werden. 
Wiiii{^f — /'ist,  kann  das  Bild  nicht  deutlich  erscheinen. 


§.6. 

'Aendert  sich  d,  d.  h.  bleiben  Gesenstand  und  Linse  unver- 
Wft^  und  entfernt  sielf<^agegen  das  Auge  des  Beobachters ,  so 
^poorkich  «1  in  derselben  Weise,  wie  vorbin,  da  der  Ausdruck 
Hl  »«symmetrisch  in  Beziehung  auf  a  und  d  ist;  man  hat  somit 
tewlbeo  F'olgeiungen  wie  vorhin,  man  darf  nur  statt  Gegenstand 
»Ai^^  «etzen. 


1.** 


176 

Die  EntferDiing  e  wächst,  wenn  d  wächst,  ist  desshalb  nich 
schoD 


~T-T>'' 

a+f 

wodurch  ein  hart  an  der  Linse  befindliches  Auge  andentlich  sieb' 
so  kann  dieses  doch  deutlich  sehen,  wenn  es  sich  mehr  von  de 
Linse  entfernt. 


§.7. 

Endlich  kann  auch  noch  die  Linse  ihren  Ort  ändern ,  währen 
Gegenstand  und  Auge  unverrfickt  bleiben,  es  ist  alsdann  a+i 
ständig  und  =c  und  daraus  a^zc-^d;  setzt  man  dieses  in  de 
Werth  von  nt,  so  findet  man 

1 

w»=  - 


J^£/(C-|/)- 


Da  d  nur  ein  Bruchtheil  von  v  sein  kann,  so  ist 


,rf_rf.=,,(;i_i,). 


1  cd—d^ 

wenn  <2=—c gesetzt, folglich  nimmt ccJ — d^,  also  auch — /~  =  ^  ** 

,  wenn  d  zunimmt;  wenn  jedoch  w  zunimmt,  so  nimmt  m  ab,  -e 
wird  also  das  Bild  immer  kleiner,  jemehr  sich  dieLinse  vom  Äqg 
entfernt.    Da  aber  aus  der  Gleichung  * 


d(c--d) 
(ÜT  d  der  Werth 

2  ,    ^ 

folgte  dieser  Werth  aber,  der  Natur  der  Sache  nach ,  nicht  imag 

när  ausfallen  darf,  so  ist  das  Wachsen  von  w  an  eine  Gränze  p 

c 
bunden ,  es  mnss  nämlich  icfw  <  c^  d.  h.  tr  <  -r^.  bleiben.  Wen 

c  c 

nup  der  höchste  Werth  von  to  = -^y.    ist,    der   bei  d^s^   .^ 

tritt,  so  ist  der  kleinste  Werth  von  *  ^   i   • 


m= -— •  * 
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b  nimmt  also  die  yerkleiDenine  nur  zu,  bis  die  Liose  io  der 
Mitte  von  Aage  und  Gegehstana  steht »  hier  hat  sie  dann  ihre 
gruMte  8t&rke  «Hangt,    und   von   da  an  wird  das  Bild,  wieder 

grüKser. 

af 

Die  Deutlicbkeil  ist  nach  der  Formel  f  =  d  +  -—7.    zu    he- 

B^neiD;  aflceiii^iQ  kann  aus  dieser  jedoch  nichts  Erhebliches  g^* 
f«({ert  wermD. 


Nähere  Betrachtung  der  Convex-  od6r  Saromei 

Linsen. 

§.8. 
Da  hier  f  negatlT  ist,  so  ist 


iits= 


.         ad 


(.^\d)f 


•oll  iiier  fit  positiv  seiü,    so  xskKL%^  .  4.d)f  ^  '  ausfallen,    gleich- 

Mifig  ist  dann  aber.der  Nenner  von  m  ein  ächter  Bruch,  somit 
*  imiaer  grosser  als  1 ,  woraus  also  der  Schluss :  durch  eine  8am* 
■iVLiose  kann  man  die  Gegenstände  aufrecht,  dann  aber  immer 

'«V«w«rt  sehen.    Da  aber  /—.  ^/»  auch    >1    sein  kann,    so 

•lii  m  auch  negativ  und  zwar  dem  ntimerischen  Werthe  nach 
U>^  oder  grüsser  als^^l  sein:  durch  Sammel-Linsen  krmnen  so* 
l^insh  umgekehrte  und  dann  vergrosserte  oder  verkleinerte  Bil- 
••.bcwirkt  werden. 

Hieriilier  lässt  sich  im  Allgemeinen  sagen ,  dass ,  wenn  a  oder 
*ider  beide  zugleich  kleiner  als  /*sind,  so  ist  T—r-friiCl,  denn 
^1  B.  a</*,  so  ist;  weil  d^a+d  und  a</'ist,  offenbar  auch 
^  Produkt  f '     ,    ,  <  I.      Sind  a   oder  d  oder  beide  zugleich 

^f$  so  ist  ebenfalls   .    ,  ^  .  <  1.    In    allen  genannten  Fällen  ist 

^^psuh  das  BiM  aufrecht  und  vergrrissert.  In  dem  einzig  nun 
^  muglyehto  Falle,  wo  a  und  d  jedes  grosser  als  /ist,  kann 
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Was  die  Bilden tferntiog  anlangt»  «o  ist  t=id  —  -^^f,  ist  i 
a^ff  9o  erhfth  man  fflr  e  einen  positiven  Wertk  ><l;  ist  a) 

dabei  aber  d  >  ~3y »    so    erhält   man    ebenfalls    einen   positi 

Werth  f  der  aber  <  <2 ;  in  diese«  beiden  FälkRi  wi^  man  t  m 
vergleichen  und,  wenn  ersteres  grösser  als  letsteris  ist»  ein  d< 
liches  Bild   wabmehmen.    Es  kann    endlich   aber  auch  noch 

«>/">    ^^"ZZ7  ®®'"*»    *^*""  ^''*  ^^^  Werth  für  c  negativ  i 

das  heisst  Strahlen  treten  so  aus  der  Linse,  dass  sie  erst  bii 
dem  Auge  ein  Bild  erzeugen),    sie  treffen  somit  convergirend 
Auge;   da  aber  solche  Strahlen  nur  ein  undeutlicHes ,   Ja  zum 
gar  kein  Sehen  verursachen ,    so  entsteht  im  letzteren  Talle  i 
nie  ein  deutliches  Bild. 


§.  9. 

Wir  nehmen  nun  an,  d  bleibe  dasselbe,  es  Sndere  sich  i 
die  gegenseitige  Entfernung  des  Auges  zur  Linse  nicht,  es  rü 
aber  der  Gegenstand  allmählich  von  der  Linse  weg,  indem  an 
und  nach  von  0  anfangend  alle  Werthe  bis  zu  ao  durchmacht. 

~~  ad 

Entweder  ist  1)  d'^f,    dann  ist  7~T~j^f  ein  allmählich 

a  wachsender  Bruch,  folglich  m  eine  imnftr  mehr  wachsende 
sitive  über  I  grosse  Zahl.    Hieraus  ist  ersichtlich ,   dass  der 
genstand,  wenn  er  hart  an  der  Linse  steht,    zuerst  in  seiner 
tdrlicben  GrGsse,  nach  und  nach  aber  immer  grosser  und  autt 
erscheint,    je  mehr  er  sich  entfernt,    zuletzt   wenn  a  unend 

^oss  ist,     hat  m  den  Werth   ^?^j^v(^ic  leicht  einzusehen,  w 

man  a=aD  substituirt) ,  es  ist  somit  in  ^esem  Falle  die  stir| 
scheinbare  Vergrösserung  der  Zahl  gleich,  welche  anzeigt 
vielmal  grösser  ein  Bild  wäre,  das  durch  die  Linse  von  einem 
Ort  des  Auges  stehenden  Gegenstand  entsteht.    (Es  Ist  nädl 

die  Vergrösserungszahl  des  Bildes  bekanntlich  =  -r^ —  ,  wem 
die  Entfernung  des  Gegenstandes  bedeutet.) 

Oder  2)   es  ist  ci>/l    Hier  wächst   ,    -  ,,^    auch  mit  i 

{a-f-d)f 

Zunehmen  von  a,    bleibt  aber,    indem  es  rasener  wächst,    k 
Bruch,  nimmt  schon  bei  a=s  , ^,  d.  h.  dann,  wenn  der  Cteg 

stand  dahin  icommt,  wo  vom  Auge  ein  Bild  durch  die  Linse  i 
steht,  den  Werth  1  an,  m  ist  somit  eine  positiv  wachsende  Zi 
grösser  als  1   und  bei  dem  letztgenannten  Stand  t=po.    Von 
an  wird  m  negativ,  zuerst  sehr  gross,  nach  und  nach  iivnerk 
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Idf 


«er,  bei  a=  'ß^^^yf  =  —  1  tind  zuletzt  bei   c2=od  wieder    aZT/ • 

In  diesem  Fall  entsteht  aUo^  zuerst  ein  vergrussertes  aafredites 
BiM«  das  »choell  mit  der  Entfernung  von  der  Linse  wächst,  an 
eineip  geviss^  Pmikt,  wenn  nämlich  der  Gegenstand  au  den  prt 
gelangt  ist,  wo  vor  dem  Auge  ein  Bild  entsteht,  ist  die  Vergrus- 
serapg  unendlich,  das  Bild  somit  nicht  wahrnehmbar;  bei  fort- 
gesetztem Wegrücken  des  Gegenstandes  von  der  Linse  entsteht 
ein  umgekehrtes  vergrussertes  Bild ,  das  allmählich  an  Grösse  ab- 

Smt  und  dadurch  Bei  einer  gewissen  Entfernung  in  seiner  natOr- 
en  firosse  und  endlich  gar  als  verkleinertes  erscheint,    wobei- 
«letzt  ^e  Zahl  der  scheinbaren  VergrOsserung  dieselbe  ist,    wie 
le  def  wirj^licken  desjenigen  Bildes,   das  von  einem  am  Ort  des 
At^es  stehenden  Gegenstand  durch  die  Linse  bewirkt  wird. 

Ffir  die   Deutlichkeit,    welche  aus  der  Entfernung  des  ent- 
stebeoden  Bildes  vom  Auge  beurtheilt  wird,  hat  man: 

Bf 

1)  wenn  a</',  so  ist  e=^-f^^  ,  sobald  diess  grösser  als 

t  ist,  Ut  das  Bild  deutlich ; 

af  ' 

2)  w^n  fl  >  /,  so  muss  d ^^j^  >  s    sein ,     wenn    das 

Bild  deutlich  sein  soll,  ist  aber  gar  dK^    ^f*   ^^  '^^ 

das  Bild,  weil  e  negativ  ist,  wie  schon  früher  bemerkt 
worden  ist,   entweoer   gar  nicht,    oder  höchstens  nur 
.  sehr  undeutlich  zu  sehen.  # 


§10. 

Bleibt  a  dasselbe  und  ändert  sich  nur  d^  bebalten  somit  Ge- 

Staiid  und  Linse  ihre  gegenseitige  Entfernung,  rOckt  dagegen 
ioM  allmählich  von  letzterer  weg,  so  hat  man  ganz  auf  die- 
,1  Weise  die  Erklärung  der  nämlichen  Erscheinungen,  wie  Im 
^^'^^  Paragraphen,  nur  muss  man  d  mit  a  vertauschen. 


§.  11. 

Bleibt  endlich  die  Entfernung  des  Auges  vom  Gegenstand  die- . 
f4be*   rückt  dagegen   zwischen   ihnen  'die  Linse  von  ihrem  Ort, 
^  desshalb  a-^-d^^ic  beständig,  so  ist,  weil  a^=^c — d  ist, 

all djc—^d) 

(a  +  rf)/-       cf      -«'• 


.  1 
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Nun  ist  uieder  uie  in  §.7.  w  zunelinieriil .  uenn  ti  wächst.  Da 
nun    ?ii  =  T-  -      ist,    so   niniint   also  m  mit  dem  Wachsen   von  d 

/.ii  und  i.st,  80  lange  w  nicht  grosser  als  I  ist,  eine  (msitlve  Zahl, 
i;ru88er  als  1.     Da  aber  auch  hier  wie  in  §.  7.  w  im  Wachsen  an 

die  Granzc  -jy  gebunden    ist,     so  hat  man  vor  Allem   zu  fragen, 

ob  dieser  Grcnzwerth  ^1  ist;  ist  dieses  der  Fall,  so  kann  in  nur 

positiv  sein.  Ist  jedoch  ^/'^  '  (oder  r>4/*)  so  kann  <o  auch  gros- 
ser als  1  sein,  dann  aber  kann  m  selbst  auch  negativ  und  dabi'i 
grosser  oder  kleiner  als  1  sein. 

Ist  nun  c<4/*,  so  ist  fr  hiichstens  =jp  bei  d^=if  ,  dem- 
nach entsteht,  wenn  man  die  Linse  vom  Aiii^e  rückt,  ein  immer 
wachsendes  und  vergrossertes  aufrecbtcs  liild,  welches  am  gross - 
ten  ist,  wenn  die  Linse  zwischen  Aui^c  und  Gegenstand  in  der 
Mitte  steht,  dann  aber  wieder  in  seiner  Grösse  abnimmt  und  zur 
natürlichen  gelangt,  wenn  die  Linse  am  (gegenständ  steht. 

Ist  o>4/',  80  entsteht  ebenfalls  zuerst  ein  aufrechtes  vei^rüs* 
sertes  Bild,  das  bei 


'^=-j-V'?-'-/ 


unendlich  ^ross  ist,  (wo  nämlich  w—-l  wird),  dann  abnimmt,  bis 
die  Linse  in  der  Mitte  steht,  in  welchem  Fall  die  Zahl  der  schein* 

4/ 

baren  Vcrgrösserung  =77-^ — ist.    Rückt  die  Linse  noch  weiter, 
'^  ^       4/  —  c 

so  wird  das  Bild  wieder  grösser  und  unendlich  gross  bei 


worauf  es  dann  wieder  aufrecht  vergrJissert,  aber  abnehmend  und 
zuletzt  bei  d=^c  endlich  wieder  eben  so  gross  erscheint,  als  wenn 
der  Gegenstand    ohne  Linse  betrachtet  wird. 

Die  Deutlichkeit  wird,  wie  in  den  beiden  vorhergehenden  Pa- 
ragraphen beurtheilt. 
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fiDtwickelnni^eii  elliptischer  Integprale 

ii  Relheii  und  der  darauf  i^egprOnde- 

ten  Verj^leichuni^en  derselben. 

Hit  Bezugnah  niG   auf  meinen  frOheren  im  3.  Hefte  des 
LTheils  dieses  Archivs  aufgenooMDeDeD  Aafsatx. 

Von 

Herrn  Micolaus  Wilhelm  Schulze 

7.11  Olierweittbach  bei  RndoUtadt 


Ich  werde  zunächst  solche  Fälle  anßlbren,  die  unter  der  all- 

gemeioen  F'orni 


V 1- Ain^»» 


tfen  sind ,  nämlich 


.       P         da: y^rfj? 


I.      

Man  reducire  nacli  der  bekannten  Vervrandlung  von 

dx  dm 

—  in ^^^- — 


du  erste  Glied  auf  die  Einheit  und  leriege  • 

1  +  ^^— Z.-P« 
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in  reelle  Factoren  von  der  Form 

(1— m«j:«)(l  +  ii«««), 


8o  kommt 


m 


^^'  »"■'  .=v^^ 


wo 

^z=V  ß^+  4«y    und  ?ii>w 
ist.    Alsdann  setze  man 

fiijr=:ty     — =A,    z=co69    ond  ^^.,— =^  =  c; 
so  folgt   ,  '  '     ^ 

/^Ag 1^    /*         ^     dar        . 1_    /*  &, 

L.  /^       dy     _  _     VTi:^  /^       dy 

mV«  t/  V^l  +  A«cos9>«  ^""   m V«  ""  /  V  1  —  cVm^ 

•< 

Nun  ist  nach  dem  frOheren  Verfahren 

2)  -7=^===[(l+p)-(p+c«8io,»«)]-i.cÄp 

[1  (p+c«8ing>«)      3(p  +  c^aipy»)» 

VT+^  ■*"  2V(l+p)»  "*"     8  VTH^* 

* 

Integrirt  man  diese  Reihe ,  indem  man  p  constant  nimmt  un<] 
denkt,  dass 


9  =  arc(co8  =  z=ifta;=arY  -ö-^) 


ist,  80  folgt  bekanntlieb,  da  das  Integral  (Ür  a'=0  verschwii 
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# 

•  o  o 

V^*/»      '  3 

/  </9»in9^  =  —  jrr  «     U.  0.  f. 

o 

Also  gestaltet  sich  vorhergehende  Reihe  (2),  da   ^n  eio  ge- 

iQiwchaftlicher  Factor  aller  integrirten  Glieder  wird,  iodem  man 
ib  negative  Vorzeichen   des  •  letzten  Ausdrucks   in  (1)  beachtet, 

■  folgende : 

*  Setxt  man  wie  frfih#das  zweite  Glied  =0,  wodurch  p=: — 

wU,  und  substituirt  diesen  Werth  von  p  überall  statt  p ,  sa  fal- 
lea  ille  ungeradün  ^ieder  weg,  und  man  erhält  nach  gehöriger 
Ausführung  und  Anordnung  der  Glieder : 

S)  /^^^__cZy 

^  J      V"!— c*8in9>« 

_      TcV^      r,  .   3  /    c«   V  ,  3,5.7/    c«    \4 

,  »it,7.9.11r  .  c«    -\e     3^7.9.11.18,15/^    c«    -^«  "i 

^?tol2«L2-c«J  +    4?i».lA16*  l^lTir^J  + J* 


INm  Reihe  convergirt  desto  schneller,  je  kleiner  c  ist»  sie  hurt 
*W  auf  m  convergiren ,  wenn  *^ — ;^  =  1  und  grosser  wird. 


Vi— c^ 
Berflcksichtigt  man  ferner  den  Factor  — -- —  in  (1)  und  setzt 

^  e  und  fft  obige  Werthe^  so  kommt  nach  gehöriger  Reduction : 
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/ 


4)  _  ^__.__^ 


Setzt  man  A='^<<  +  /^>  so  ^ird  )r=:ir-f /i^y  also 


v- 


a-Srß 

dx 


\^a— /Sa:*-(a+/j)a:* 


Feruer  folgt»  wenn  man  hierio  a— j3  statt  er  setzt: 

=  V2T3^«"'^*  ■*■  ^  Cä^!/  +  ••••1  • 

Setzt  man  in  (4)  \=z'2tt—ß,  indem  j^a — ß  wir<l,  «o  kommt. 

J    V*«— /Sa:a-(a-/J)j!» 

-    •       "  ria.lr"-^V.i.       1 

~  V2"(  3i;^)  • '  ■•■  4»  1.3^:=^^  +  -•••  i ' 

Schreibt  man  endlich  a-i-ß  statt  a,  so  kommt 


8)        r  _A'' 


0 


~  V2(3^2fl)'^*  "•"  4«C3«+2/jJ  +  •••••1  • 
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AnmerktiDg  I.    Die  Werthe    von  k,  tn^  n  und  ^  sind  in 


rRiiDg 

IL  in. 


und  VI.  bekanntlich  dieselben  wie  hier. 


Anmerkung  2.    Es  ist  nicht  gerade  nothwendig,   das  be- 
treffende Differential  auf  die  allgemeine  Ferm 

d(p 


V  l-c«sin9« 


zu  bringen;  sondern  es  genügt,    wenn  man  z.  B.  hier 
2  =  sin9  setzt,  wodurch  man  erhält: 

/dx  1       P        dtp 

Verwandelt  man  nun  auf  obige  Weise 

b  eme  Reibe  und  führt  nach  den  dortigen  Bedingungen  die  Inte- 
gration aus»  so  erhält  man  dieselbe  Reihe  wie  letztere. 

n       r .  "^     -  r  ^"^ 


Min  verfahre  anßinglich  wie  in  h,  dann  setae  man 


cosop  ,  1 


«iioitt 


Cdx^ i     P  dx __!_    P  dz 

c_    P  dfp     

""     mVttJ   V  1  — c«sing>«' 


9' 
I^a  wir  hier  für 

\^  dtp 


-/ 


Vi— c*»in9* 


^^Ibe  Reihe  wie  (3)   erhalten,  so  haben  wir  nur,  mit  Berück« 


Mcbtigung  des  Factors  — r-  t  die  Werthe  von  c  und  m  dort  ein< 

°  mV« 

ZBsetzen;   und  da  wegen 

Tbeil  \IX.  18 
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▼OD 


X  die  Grenxwertbe  0  md  w  "z—a  shd,  so  folgt 


"    / 


<2s 


Fflr  A=2a  — /}  wird  f=a—ß,  ab» 


10)  / 


/5 


cte 


V 

3 


~  V  2(ßl-2ß)  ^^  +  4«  Ca.-  2/» J  +  -^  • 
Setzt  man  hierin  u+ß  statt  a,  so  kommt 

II)  f        '  ^ 


^  a+ß+ßai'—cue* 


Setzt  man  in  (9)  A=2a-f  j3,  so  wird  yziza-j-ß,  mithin 

12) '      r     f 

=  V2(^  +  ^)  ^^  ^  4«^  (3^)  +  •  ■  J 
Wird  ferner  a — ß  statt  «  gesettt,  so  folgt 


+/J)^ 
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ß-t-ßac'—ux* 


-  V^2(3*-$(J) ^* "*■  ** \.Z«-~2ßJ  +  ■•• -J • 


BD       /:i==^™==/* 


dx 


ßa^yje*     J    V-^ ' 


ßi_j_  r     *  dx 1    /*       rft 

""   mV«   J  Vl^cH\nq>* 
Hier  ist 

pMftit«  also  folgt: 

Bt  no  itir 


« 


iMpec6?e 


9^=0    und    (pz=zxyn 


ar=Y   r— Tg    «"d    «=qo 


^^*  ••  kommt  aas  (3)  mit  BeMägung  des  Factors  Y  -^^ 


14) 


— Ä-X* 


13* 


18S 

FOr  As2a— /}  wird  f=u—ß,  alao 


18)  -  ^ 


ß^Mtf-ß)»*^- 


Seilt  mn  bierfai  a  +  ß  atatt  a,  so  komoit 

16)      r%==M=r= 


Sabstitqirt  man  in  (14)  2«+j5  statte,  wodurch  y=«+ 
T— g  =  l  wkd,  so  ergtebl  sich: 

Setzt  man  endlich  hier  «  — /S  statt  a»  so  kommt: 

i 

18)     r*     ^ 

f 


180 

IV)  f  ,       ^     ' 

__  Ji__  n dx _i_  /* '.. 


^dt 


V  l««ar«— l>(n«a*+l)      »nV«J    V  (»«-!)  (l+iWt«) 


•t/   VI— ($^i 


c 


El  ist  hier  gesetzt 


1  j  » 

nnd     -7===:ec, 


«>»9  VT+Ä" 

üio,  wegen 


1        llj/"    2»    . 


v^ 


s.  t;  also  geht,  mit  Berücksichtigolig  tod  ■  ^  ,  aus  dersel- 
•  Reibe  (3)  bervo?} 

19)  /**         ^ 

Seht  man  A=2«4-.|3k.'«>:^<1  /=<(+^>  b1*o 

Sobstitoirt  man  hierin  a  —  ß  statt  a,  so  kommt 


81) 
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V--(«-l5)+/^«H«^ 


Setzt  man  in  (10)  A=3ir-/}>  so  folgt 

•  of   V:--.c-f/5a?H(a-|5>r*/' 

""  V 2(3«-2«  ^^"*"  4*L^i=2?J.  •^-••J- 
Schreibt  man  hieifn  a+ß  statt  et,  so  ergiebt  sich 

J/  •  dx 


<bf  P  d» 


Erster  Fall,  wo  /^.— 4«y  positiv  ist 
Man  zerlege 

m 

in  die  Factoren 

woraus  man  erhält: 

«•- äjj .    n»_ gj 

Dann  setze  man 


mx=%9    rf=Ä,    2s=tga>  und  V  1— A*=c: 


V      •  ,'  < 


191 

SO  kommt 


t  ■.  ' 


1      /*  &  1      /*        «f» 

«  Vot/  V  (1 +»■)  (1  +  *%")      «V«  J  VT^e%da9* ' 

I 

wonos  sich  wegeo 

9  =:^rc(tg = 2 = i9ur) 

«pekt: 

1 

d?=0  .Hnd^=Qo  fiir  9=0  und  ^^^n, 

Nim  ist,  weno  näan  den  diesseitigen  Werth  Ton  c  in  die  Reihe 
(3)  rabstitairt : 

« 

1 

■Miin  ivird  dieselbe  mit  Hiozusetzung  des  Factors 


v3 


mya 


/JorHr-^ 


Z^titer  Fall,  wo  |3*-— 4ay  negativ  oder  positiv  ist 
H>»ietze 

t;,:4=:j«,   ;4==*  «od  a;=tg9; 
tt  Vcy 

I  könnt 

y\ dx     _ 


V-  J  Vl+ix*+?~        V^«/  Vr-(a-i)»ln9*cM9.« 
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man  setze  dod 


4/1     /o     fr-     «        ^='[0-hf)-(P+(^-i>»«V*comp^]-i6 
V  1  —  (2 — l)ainqrco8(p^ 

und  führe  alles  wie  In  (2)  aus,  so  erhftlt  man,  wenn  -^  et 
wieder  eingefiibrt  wird,  nach  gehöriger  Redaction: 


•      df.r 


""'^  fv^TP=fvi'    ^-%  negativ. 

Man  nehme  dieselbe  Verwandlaog  wie  mit  vorigem  Bell 
vor,  so  wird 

/Ar   _      1        /  dz 


Vety 


~  -.^-t/  \^i^ 


d^ 


-^* 


Vi;^;^    Vl-(2+X)sin9*cos9*    . 


woraus  auf  demselben  Wege  folgt: 


* 


'"   n 


dx 


^  Vet—ßa^+yae* 


Bemerkung.    Die  Entwickelung  des  Integrals 

dx 


f 


^a-'^+ya^ 


(tir  den  Fall,  wo  /!*— 4ay  positiv  Ist,  werde  ich, 
tMk  K^ipe  wichtigen  Folgemogen  daraus  ableiten 
sen«  flbi^rgelien. 
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Ueberblicken   wir  die  bisherigen  Reihen  mit  Rficksicht   auf 
\br6  Convergenz,  so  zeigt  sich,    dass  die  (4)  und  (14)  fSr  jeden^ 
Werth  von  a,  ß,  y,  hingegen  (9)  und  (19)  nur  dann  schnell  con- 
vergiren,  wenn  ß  gegen  ^  klein  ist. 

Die  Reihen  (5)  und  (Iß)  laufen  desto  schneller  zusammen» 
je  kleiner  o,  dann  (6)  und  (15)  je  mehr  sich  ß  dem  er  nähert; 
doch  darf  im  erstem  Fall  weder  0=0»  noch  im  letztern  ß=za 
Verden,  well  man  sonst  unbestimmte  Werthe  erhält. 

Die  Reihen  von  (10)  bis  (13),  dann  die  von  (20)  bis  ß3), 
■lleicbem  (26),  convergiren  desto  stärker,  je  kleiner  ß  gegen  a 
,  iit  und  am  stärksten,  wenn  ß=^0  ist;  ebenso  findet  eine  starke 
CoLvergenz  statt,  wenn  a  und  y  gegen  ß  sehr  gross  sind,  nur 
duihn  beide  nicht  unendlich  gross  werden,  wenn  die  Reihe  nicht 
Tenehwinden  soll. 

Die  Reihen  (7)  und  (18)  werden  für  /3=0,  dann  die  (8)  und 
(17)  (ur  a=0  dem  directen  Integral  selbst  gleich,  nämlich 

■ 

/"^      dx  n        n^  dx       _n 

iidem  luf  beiden  Seiten  jeder  Gleichung  der  Factor  -^^  wegge- 
fallen ui. 

t 
Dip  Reihe  (24)  giebt  zu  erkennen ,  dass  sie  nur  dann  schnell 

zu8amnenläuft,  wenn  2V^  dem  ß  sehr  nahe  ist;  dagegen  con- 
▼ergirt  iie  (25)  nicht  nur  m  diesem  Fall  sehr  stark,  son&rn  auch 
fiir    jedn  \Verth  von  a,  ß  und  y,    selbst  dann_noch,   wenn  ß 

grosserWls  2Väy  ist;  jedoch  darf  /?  gegen  2Vay  nicht  zu  gross 
werden,  \^ 

Hebrons  bleiben    in  diesem  Fall  wegen  der  g*eraden  Expo- 
nenten alfc  Glieder  positiv. 

FOr  ^  2 V^  wird  jede  der  beiden  Reiben  dem  wahren  In- 
tegral selbit  gleich,  nämlich 


r 


djt  n 


V«+x«Vy      .2V^' 


Setzt  nun  in  (5)  bis  (13)  /}=0,   so    werden  alle  diese  Rei- 
ben einerlei,  niämlich: 

y^i  dx 
V=T3 


a* 


=^p+F&)+^G-)  +'-^- 
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Ebenso  wird  ans  (li)  bis  (3^  flir  ß=0: 


28) 


Setzt  man  endBch  in  (25)  and  (26)  ß:=zO  aod  a=:/i 
kommt: 


29)  -      ^ 


^1  + 


ar* 


_  iL  ri + 1  ri"^  +  ?:5i7  r>  V4.  1 

—  V3  ^  +  4*  V.9  J  ■•"  4«  8«  K.yJ  +  — J  * 

Eine  nShere  Betrachtung  der  bisher  entwickelten  Reibet 
eine  merkwürdige  Uebereinstimmuffg  derselben:  es  sind  nb 
(4)  und  (14);  (9)  und  (19);  (5).  (16),  (8)  und  (17);  (6),  (1i) 
und  (18);  (10),  (21),  (l3)  und  (22);  (11),  (20),  (12)  und  (ß) 
ander  gleich.  Zur  Uebersicht  des  Ganzen  habe  icn  sie  mcl 
Ordnung  zusammengestellt.    Es  ist  also  < 

VW 

P         dx  _^  P^        dx 

J  V  a--ßx*+yx^'^J  V-a-ßxH7^ '        4. 


/^       dx P»^ 


dx 


+ßx^-yx*    J  V  -^'\'ßx'^^a^ 

/>      '^      dx  _  /**  dar         I 

t/va-/S«*— («+««*    «/  V-(«+/»)-/»«H«ir« 

/'t  dar /*«  dar 

0  » 
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a 


P  dx n»  dx 


dir 


(«  — s^)  —  ^:ä* + ar* 


«-/f 


Ar  /••  dar 


P____dx /^» 

_/^^  da?  _/^  cfcg 

r____dx /*«  Ar 

i>J  V«  4-  jg +/>a?^  -^ö^  "^t/  V— a+/ya;«  +  (a-h/?)ar^ 

V  5+^ 

^  /^^^ dx rz—    ^ 


[«+/?)+/?ar«+«a:* 


Da  mao  in  (24),  (25),  (26)  die  Grusseo  a  and  y  verwechselD 
™^»  ohoo  dass  sich  der  Werth  der  Reihe  ändert »  so  folgt 

y^»       dar n^       dx     
^  V^a+ßx^+yx^^J  Vy+fix^+ax*  \ 

r'^itgy  mag  positiv  oder  negativ  sein. 
Femer 

dx 


/"*       dx PJL— 

t/v«— /?a;2+ya:*  "^c/  Vy!^ 


/Ja;*+aar* 


^enn  p^iay  negativ  ist 
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Endlich  geht  aas  (27),  (28)  und  (29)  hervor: 

y^^  dx  p^dx      __   \     P^  Ax 

Ol  0 

BemerkiLOg  I.  Die  Richtigkeit  der  Ufbereiostbomang  oWi 
ger  Integrale  wird  späterhin  durch  eine  anlere,  toi 
dieser  Tresentlicb  verschiedenen  Methode  nachgewie- 
sen werden. 

Bemerkung  2.    Dass  die  obigen,  aus  der  Form 

'\:^  d(p,  ■:■ 


s 


Vl-c^iny» 


hergeleiteten  Reihen    auch  noch   durch  ein  anderes^ 
Verfahren,  wie  Herr  Hoppe*)  dargestellt  hat,  erhal- 
ten werden,  darf  ich  wohl  als  bekannt  rotausseCseik 


•)  Hier  hatte  der  Herr  Verfasser  des  obigen  Aofsatiee  etBesRam 
im  Manoscript  gelassen,  aar  Ergäniung  des  Citats  darch  den  Heraaa- 
ffeber.  Wahrscheinlich  meint  der  Herr  %'erfasser  den  AnfMts  Nr,  XllL 
m  Thl;  HI.  S.  265.  des  Archiva  too  Herrn  Hopp«.  6« 
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.*» 


ITelber  die  Besttmmiiiiir  des  OewlcKts 
«er  nacli  der  Methode  der  klelDsten 
dmadrate  erhaltenen  wahrscheinlich- 
ilen  Iferthe  der  ITnbekannten,  wenn 
Bedlnirnngsfflelchiuigren   Yorhanden 

sind. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

«n  der  poljtechoitchen  Schale  sp  CarUraho. 


■4- 


N 


In  der  Abhandlang  XIV.  im  achtsehnten  Ttetle  des  Archivs 
Uie  ich  im  §.  10.  derselben  angegeben ,  in  welcher  Weise  die 
Richte  der  gefundenen  Werthe  von  x,  y,  z,....  bestimmt  wer- 
^  Icunnen.  Ich  will  nun  den  Fall  betrachten,  da  Bedingungs- 
iMehiingen  gegeben  sind,  denen  Xf  y,  x, genOgen  müssen. 

Aas  dem  in  J.  7.  and  §.  16.  Auseinandergesetzten  wird  man 
'Aht  Schliefpen,  dass  man  in  allen  Fällen  es  nur  mit  Gleichun- 
fi^  des  ersten  Grades  wird  zu  tbun  haben.  Seien  also  Xi, 
^,i*MM»  ^«  die  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  be- 
*|iQinienden  Unbekannten,  zwischen  denen  die  r  Bedingungs- 
Sbiclinngen : 

«1^1+«»*«+ +a«arii  =  a, 

•  I 
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bestehen,  wo  natürlich  r<it.  Ferner  habe  man  (§.6.)  durch  Beol 
achtung  die  Gleichungen: 

CiOfi  +  61^:9  +  CiOTs  + ...  =  Ml  (Gewicht  ^|) , 

Om^l  +  bma:^  +  CukTs  +  ••  •  =  -Mm  (        „  gm) 

erhalten,  wo  wieder  m>it — r,  so  nioss,  nach  den  dortigen  Erc 
terungen»  die  Grösse 

^1  («1^1  +  6i^a+.... — ilfi)*  +^«(aa^i  +^2^2  +..•  —  M^)^+ .....     ( 

ein  Minimum  sein,  während  noch  die  Gleichungen  (1)  bestehe 
Die  Bestimmung  der  Werthe  Ton  :r|,  ots,.*  kann  nun  auf  doppel 

Art  geschehen.    Sind  nämlich   Ki,  K29 Kr  noch  zu   bestii 

mende  Koeffizienten,  so  multiplizirt  man  die  (1)  bezQglich  a 
Ki,....krt  äddirt  diese  nioltiplizirten  erst^  Seiten  derswÜM 
sämmtlich  zu  (3)  und  setzt  nun  die  Differentiälquotienten  der  1 
erhaltenen  Summe  nach  Xi,  0:9......  Null.    Dadurch  erhik  man: 

welche  [Gleiciluiigen ,  in  Verbindung  mtt  (1),  die  Werthe  von  a 
jTjy fXn  A|  y .... ,  Kr  geben. 

Oder  aber  auch,  man  kann  vermöge  der  Gleichungen  (1)  zi 

erst  r  der  Grossen  Xi,  x«, durch  die  übrigen  ausdrücket 

deren  Werthe  sodann  In  (3)  setzen  und  die  Differentialquotientc 
des  80  erhaltenen  Ausdrucks  nach  den  noch  bleibenden  Unix 
kannten  Null  setzen.  Dadurch  erhält  man  die  Werthe  dieser  lei 
tern;  die  der  erstem  ergeben  sich  daraus  nach  (1).  Dass  man  ai 
beiden  Wegen  zu  demselben  Ziele  gelangt,  ist  oekannt 

Angenommen  nun,  es  folge  aus  (1): 

Xi  =-4r+iarr+i  +-4r+^r+ 2  + +  ^nXn  +  a  , 

^2=Är+iarr+i+Är+2^r+2+--+Air«  +  6, 

und  man  bezeichne  mit  (r-|-]), ,  (r-f  2)i,....  die  Koeffizienten  yi 

^Tr-fi,  a?r-|-2> ^^  der  ersten  Gleichung  (2),  u.  s.  f.,    so  sind  d 

Gleichungen  (2): 

+  { (r+2)i  f  ai^r+2+6,  Br^+...+r^Rr^^\xr^^  =ilfi-«fli-66,-... 
+  .  .. 

t(r+l  )2+02-^r+i+6aÄ^4.i+...+raß^4.i  }arr+i 
I-  {(r+2)a+fl2^rf2+6aÄr^+..+rs,ßr4^larr+2    =^2~«^2-**a--.- 
+ 
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man  diese  Gleichungen,  der  Kfirze  halber,  mit 


80  erhilt  man  zur  Bestimmung  von  JSr^i,  orr^^,.....  (§.  6.): 
[i7lIIK+«+[^IP>H^  +  .......=IirMIIJ,  [      (7) 


,   «tnaiji  dann  Xi, ,  Xr  sich  aus  (5)  ergeben. 

Gesetzt  nun,  aus  (7)  folge: 

^r+i  =  il't^IM]  +  ^^I>IIM]  + .... , 
xr^^= B\sm  +fi^[5^1IM]  + ....      \       (8) 


i   ü  «od   die  Gewichte  von    Xr-\.if  d?r-|>s»  .......   bezfiglich   gleich 

I        Da 

•0  ist,  wenn  die  dortige  Bezeichnung  (S.  175.)  beibehalten  whrd : 

'naach  das  Gewicht  von  ar^: 

(9) 

1 


^{*Ar+l  +  A"Ar^^  + ....)  +  Ar^  (Ä'^r+i  +  Ä^^r+n  +  ....)  +  .... ' 

tt<i  thslich  fGr  dr^ ,  0:3 , ....  Xr* 

Das  so  eben  Abgeleitete  unterliegt  keinerlei  Anstand.  Nun 
Manpte  ich  aber,  dass,  wenn  aus  den  Gleichungen  (4),  in  Ver- 
iOMioDg  mit  (1)  folgt : 
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die  Gewichte  von  Xi,  jr^, ....  seien  p"*  fr»  »   ^o  geradei 

wie  es  in  §.  10.  angegeben  ist 

Da»  wie  bereits  gesagt,  der  Wertb  yon  ati  derselbe  Ist» 
man  ihn  aus  (1)  und  (4),  oder  aus  (5)  und  (7)  erhält»  so  mom 

£|[^aJlf|  +  Fi[^6Jlf]  +  ....  +  eia  +  /i/?+ 

sein»  was  auch  immer  die  Werthe  Ton  gi ,  n»  6»...»  3ff  a,  ß,, 
sein  m5gen.  Suchen  wir  also  die  Koellizienten  von  [ffalÜ]  i 
beiden  beiten,  so  erhält  man  eine  identische  Gleichung,  wc 
man  diese  Koeffizienten  gleich  setzt. 

Nun  ist  aber 

+ 

Daraus  folgt»  dass  der  Koeffizient  von  giOiMi  ist  Ar^it  desgl 
eben  der  von  g^^M^xAr^i  u.  s.  f.  Ganz  eben  so  findet  nnui  t 
[olIM]»  dass.  die  Koelfizieoten  von  giüiJUi,  g%n^M%f..  sämmtli 
gieicb  Ar^^t  u.  s.  w.  sind.  .r 

Daraus  folgt»  dass  auf  der  zweiten  Seite  obiger  Gleidia 
der  Koeffizient  von  gia^Mx   ist: 

A^^  { ÄAr\l  +  -^"-Jr-hE  +  ...)+  ^r+«  [D' Ar^j^  +  »'Ar^  +  .•.  |  +  . 

dessgleichen  der  von  g%o^^  u.  s.  w.»  so  dass  mithio  diese GrSi 
der  Koeffizient  von  \jgain\  ist,  d.  h.  dass  sie  gleich  £|  ist»  Wi 

verglichen  mit  (9),  unsere  Behauptung  rechtfertigt. 

.  ■  ijtij 

Hinsichtlich  der  Gewichte  von  j^r-fi  u.  s.  w.»  die  aus  (10)  ( 
schlössen  werden»  ergiebt  sich  Dasselbe. 

Ist  nämlich 

a:r+i  =£r+i  [gaM]  +  ....  +  (Ä  +l)r+i[^(r+l)üf]  +...  +  er+i«  +  .. 

so  beh)Eiupte  iich,  dasß  .^ 

sei.  Denn  setzt  man  diesen  Wertb  von  ^r^i  und  den  in  (8)  e 
ander  identisch  gleich»  und  bemerkt»  dass  in  [q\M\  der  Koe 
zient  von  r^(r+l)Ä]  ist  1,  der  von  [g{T^\)]\l\  in  [^IIM]  Ni 
ebenso  in  [^lllM]»  so  ergiebt  sich  unmittelbar 

(R  +  l)r+i  =  A\ 
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Damü  wt  denn  der  Satz  allgemein  bewiesen. 

Wollen  wir  ihn  nun  auf  die  Bestimmnn^  der  Giawichte  von 
;fi,  !i«,  •*..  in  §.  10.  der  oben  angeführten  Abhandlung  anwenden, 
M  mflssen  wir  dabei  in  folgender  Weise  verfahren. 

Man  ersetze  auf  ^en  zweiten  Seiten  der  Gleichungen  (42)  die 

0  durch  An  A^y ;    ziehe    sodann  aus  dleHen  Gleichungen  die 

Werthe  von  j?i,  a:^,„„,  um  sie  in  (39)  zu  setzen,  so  erhält  man 
«statt  der  Gleichungen  (43)  ein  System,  dessen  erste  Seiten 
foelben  sind ,  während  die  zweiten  hezfigHcb  sind : 


Socht  man  sodann  die  Werthe  von  K^»  K^y hieraus  und 

Mlit  sie  in  (42),   so  wird  man  die  Koeffizienten  von  Ai^  A^,  

h'den  Werthen  von  :ci,  x^y leicht  bestimmen  können.    Der 

iHl|ffoke  IVerth  des  Koeffizienten  von  Ai  in  dem  Werthe  von  Xi 
Mias  Crewicht  dieser  Grösse;  der  des  Koeffizienten  von  A^  in 
in  Werthe  von  x^  das  Gewicht  von  x^  u.  s.  w. 

Als  Beispiel  hiezu  wollen  wir  folgendes  wählen : 

Man  bat  für  die  vier  Winkel  eines  ebenen  Vierecks  die  Werthe 
■k)  10^,  103,  u>^  mit  den  Gewichten  gt,  g^,  g^y  pA  gefunden.  Man 
veriiDgt  die  wahrscheinlichsten  Wertlie  der  Wukel  und  die  Ge* 
*^*   dieser  letztern. 


»i  +ii?2+«»8+^4=360®  +  e. 


M 


Niü 


^  die  (42) : 


.Ti  +37^  + ^•8+a?4  =  e, 


g^X2'\-K=zA^y 


voraus  nun: 
Tktil  \1X. 


14 
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*  9i929n  +9i92Ü*  +  9i99ff4 + 9i9t9* 

^  _  (At—Ai)g^^+(^^-A)9i94M^—A^ig^+egifftff% 

*  ^ii7a^  +  9i929*  +9i9t94+9i9t94 

_^(A3'-A)9i94HA»'-A2)ffi94+(A9—A4)9i9^+^fftMf%  ^ 
9i929b  +9i999*  +9i9^4  +9t9ti94 

'  *  9i929s+9i9294  +  9i9^4+999i94 

Die  eigentlichen  wahrschenilichslen  Wecthe  von  j^ ,  di^»  :%| 
:r4  ergeben  sich  hieraus,    wenn  4uan  ^|,  A^,  A^,  A^  Null  m 
Ffir  aie  Gewichte  folgt  daraus: 

Uj^  ^  .  i7i^Bi^»  +9i9294  +9i9394 + 9^9994 
*'  9z94+9t94+929s  ' 


99 


"M 


» 


^  .  ^ij^ii^s  +.yiyay4  +^i jya^4  +  999t94 
^.  9i9999  +9i9%74+9i9i94+999i^ 
^  / 919299-^-9^9994+919994+999994 


Fflr  4en  speziellen  Fall,  dass  9i=^9i=^gz=^9%t  erbUt 
für  jedes  dieser  Gewidite  -^ ,  so  dass  also  der  Werth  des  Wh- 

4 
kels  Tom  ^fachen  Gewichte  der  Beobachtung  ist 

(In  der  ,,Beschr|eibung  der  zur  fcrmittlan|r  der^ 
HShenunterschiedes  zwischen  dem  schwarzen  «hÄ^ 
ka,splschen  Meere  etc.  Petersburg  1849."  wendet  8t riiT6i 


X.  nnd  X.'  ^^^^"'"^^    von  x.  nnd  x.-  ^S2(Sl+99i  . 
Xi  nna  ar,.     ^^^  ^^^    ,  von  x^  nna  0:4.    ^^^3^     •;• 
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XJIE. 

*  Theorie  der  Zapfen-Relbanff. 

Von 

Herrn  Professor  G.  De  eher 

in  Augiborg. 


h  meinem  Programm:  „Heber  die  Reibnng  an  cylin- 
'■iicken  Zapfen",  Aufrsbnre  ISBlobabe  ich  anseeaprochen, 
'm«  die  Voraussetzang ,  von  ivelcher  Herr  Profeuor  Weiebach 
ki  der  Berechnung  6er  Reibunf;  an  einem  cylindriscfaen  Zapfen 
llMera  anachllessencten  cylindriscben  Lager  auageht,  and  nach 
vMer  sieb  der  auf  den  Zupfen  fibertragene  Draclc  Q  auf  die 
'M  **iQer  Richtung  senlirechte  Projection  dea  BerflfaniDgabageiis 
dMtBrmig  fertheilen  soll,  nicht  zugelaasen  werden  kann,  weil 
gWe  Varausaetziing  darauf  hinliShrt,  den  Normaldruck  in  aJIeo 
ntbtra  des  Beri1hrungsbo$>en&  d«  gleich  und  eben  so  gros«  an< 
noebmen,  nie  in  der  Aütte  desselben,  wShrend  auf  der 
Hiailliegt,  daes  dieser  Norimldnick  in  den  Endpunkten  eines 
blbbeisRirmiqeo  liogens,  wo  die  Tangente  parallel  znr  Richtung 
^  Kraft  Q  ist,   nur  Null  sein  kann. 

Dagegen  hat  HerrWei^bach  In  Nro.4.  des  polytecfanl- 
'eben  Central  blatte»  vom  laufenden  Jahre  in  einerHittbel 
hn;  unter  dem  Titel:  „üeUer  die  Zapfenreibung  etc.,  seine 
^Rie  erhoben,  um  seine  Ansicht  zu  rechtfertigen  und  meine 
'iieoFie  als  irrig  darzustellen,  wobei  er  selbst  des  unschuldigen 
Kehrates  nicht  schont,  welches  im  Archiv  Th.  XVII.  Heft.  4.  (Lit.  Ber. 
|<r.  LXVIII.  S.  877.)  über  meine  Abhandlung  erschienen  ist. 
yitGer  Artikel  des  Hrn.  W.  enthSlt  aber  so  viele  irrige  Ansichten,  . 
■»sich  es,    abgesehen  von  meiner  eigeaen  Rechtfertigong,   der 
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Wissenschail  schuldig  zu  seio  glaube,  dieselben  nSher  zu  li 
leucbten. 

L)  In  Bezug  auf  die  von  Herrn  W.  versochte  Recbtrertigv 
seiner  oben  besprocbeoen  Hypothese  erlaube  ich  mir  Folgend) 
zu  erwidern. 

1)  Da  in  den  matberaatischen  Disciplinen  AutoritStc 
keine  Beweiskraft  haben,  80  beweist  Herr  W.  mit  der  BeoM 
kung,  er  habe  jene  Hypothese,  dem  Beispiele  von  Poncelet  f( 
gend,  angenommen,   gar  Nichts  für  die  Kichtigkeit  derselben. 

2)  Herr  W.  findet  den  von  mir  gebrauchten  Ausdruck:  ^iwi 
rend  es  auf  der  Hand  liegt'S  am  unrechten  Orte,  aber  mit  0 
recht;  denn  es  liegt  wirklich  für  jeden  Unbefangenen  aof  d 
Hand,  dass  ein  Zapfen,  welcher  in  einem  oder  mehreren  Vm 
ten  so  unterstützt  ist,  dass  er  vermöge  dieser  Unterstfltzanc  I 
Gleichgewicht  bleiben  muss,  sei  es  durch  eine  oder  niettBl 
Ebenen  oder  durch  eine  Cylinderfläche ,  wie  in  TaC*^ 
Fig.  4.  bis  7.  dargestellt  ist,  an  den  Endpunkten  seines  zur  Rk 
tung  der  Kraft  Q  senkrechten  Durchmessers  AB,  wo  die  Ta 
gente  zur  Richtung  dieser  Kraft  parallel  ist»  ketaen  Druck  ne 
ausüben  kann. 

3)  Herr  W.  meint,  ich  habe  darin  einen  Fehlschluss  b^ 
gen,  dass  ich  das  Product  0.x  gleich  0  genommen  hib 
während  es  eben  so  gut  jede  andere  Zahl  sein  könne.  Die» 
Product,  absolut  hingestellt,  hat  gar  keinen  Sinn,  und  es  ist  dl 
Absurdität,  eine  Krallt  =0  in  zwei  Componenteu  zerlegen  \ 
wollen,  von  denen  die  eine  unendlich  gross  ist.  Das  Prodn 
O.QO  hat  nur  dann  einen  Sinn,  wenn  es  als  besonderer  Werl 
einer  Function  für  einen  besonderen  Werth  ihrer  VerändciriidN 
erschenit.  Eine  solche  Function  wäre  nach  der  auf  die  L^| 
vom  Keile  sich  stützenden  Meinung  des  Herrn  W.  .  ; 

„ £.. 

"  ""  cos^  • 

in   diesem  Ausdmck  sind  aber  p  und  ^  durchaus   unabhän|h 

Gr6ssen,   und  man  hat  für  jeden  Werth  von  ^,    also  auch  R 

1 
^zz^-TT,  n=0,   wenn  p^O  ist.    Wird  dagegen  p  von  ^  abU 

gig  gemacht ,  und  setzt  man  nach  der  Annahme  des  Herrn  ^ 
p=:»fl  cos'^,  so  wird  n=ipi  für  jeden  Werth  von  >&,  während  nach  m» 
ner  Theorie  für  einen  sich  nicht  drehenden  Zapfen  p=zp^coif^ 
ist  und  daraus   n=:piC08d'  folgt,    n  also  =0  wird»    wenn  m 

&z=z^7t  nimmt,  und  von  einem  0.x  gar  keine  Rede  ist. 

4)  Die  von  Herrn  W.  gemachte  Anwendung  der  gewubni 
liehen  Lehre  vom  Keile  und  der  bei  einem  cyliodrischen^Zapfa 
wekher  nur  auf  zwei  Ebenen  ruht,  stattfindenden  VerbfiUiiUi 
auf  den  obigen  Fall  ist  eine  gänslich  verfehlte.   Herr.W.bi 
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xbei  den  wesentlichen  Punkt  übersehen »  dass  der  Zapfen,  also 
Bch,  nach  seiner  Analogie,  der  Keil  in  seiner  untern  Grund- 
iche  BA  (Taf.  V.  Fig.  8.)  unterstützt  ist,  und  er  wird  doch 
kht  behaupten  wollen ,  dass  ein  so  unterstützter  Keil  mit  beinahe 
jtfiOelen  SeitMfliichen  seitwärts  noch  einen  merklichen,  wie  viel 
rtniger  einen  unendlichen  Druck  ausüben  kann?  £ine  solche 
kbauptun^  würde  durch  die  Erfahrung  eines  jeden  Holzmachers, 
kM  eio  Keil  nicht  mehr  zieht,  wenn  er  auf  einen  Ast  kommt, 
vtiD  also  Yor  der  Schneide  de^elben  sich  keine  Spalte  mehr  uff- 
Nt,  widerlegt  werden. 

5)  Diesen  Unterschied  zwischen  dem  Druck  eines  unten 
ftaieD  Keiles  und  dem  eines  aufsitzenden  hat  Herr  W.  auch  bei 
4v  Untersuchung  der  Reibung  an  stehenden  konischen  Zaufen 
icfatet  gelassen;  es  darf  ihn  daher  gar  nicht  wundern,  aass 
die  von  ihm  im  polytechnischen  Centralblatt  von  1840,  so 
In  seinem  Lehrbuche  der  Ingen,  und  Maschinen -Mechanik, 
L  $.  172.,  aufgestellte  Formel  für  die  Reibung  an  einem  ab- 
Mnmpften  konischen  Zapfen,  von  welchem  vorausgesetzt  wird, 
M  er  sowohl  an  der  Grundfläche  als  an  der  konischen  Mantel- 
hche  mit  seinem  Lager  in  Berührung  steht,  ganz  unrichtig  ist. 
NEfwi  kann  sieh  Herr  W.  leicht  überzeugen ,  wenn  er  seinen  ko- 
bchen  Zapfen  in  einen  eylindrischen  übergehen  iässt,  und  dem- 
•dl  hl  seiner  Formel : 

3'  ri'^  "  sina     ' 

I  irelcher  M  das  Moment  der  Reibnng  in  Bezng  auf  die  Achse 
m  Zapfens,  Q  den  zu  clerselben  parallelen  Gesammtdruck,  f 
n  Reibungscoeffizienten ,  Vi  den  Halbmesser  der  oberen,  Tq  den 
et  VDteren  Grundfläche,  und  er  den  Winkel  zwischen  einer  Erzeu- 
ndeo  des  Zapfenke^^els  mit  der  Achse  bezeichnet  (Taf  |  V. 
)f.  0.),  die  beiden  Halbmesser  Vt  und  Tq  gleich  setzt.  Dadurch 
vd  aber   auch  sina=:0,    and   3m  erscheint  so  unter  der  unbe- 

iuten  Form  a;  diese  wird  indessen  leicht  beseitigt,  wenn 
m  ttr  sina  seinen  VVertb : 


sma = 77=========. , 

VÄH(ri-ro)« 

rorio  h  die  Hube  des  Zapfenkegels  bedeutet,    einführt«   und  JU 
if  die  Form  bringt: 

^=ä^e(;f«  +^^*'+(-^--o)''  »i^i^^). 

ha,. findet  dadurch  für  r|  =  ro»    also  für  den    eylindrischen 
iapfen: 
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wihrend  es  nieder  aof  der  Hand  liegt,  d«M  ein  toi 
Zapfen  auf  die  cylindriacbe  Hantelflidie  keinen  ftrack  ansfl 
daaa  folglicli  das  Moment  der  Reibong»    wie  bei  einem  eh< 

Zapfen,  nur  -^fQrQ.  sein  kann,   und   dass  das  ebige  Glied  S 

Oberhaont  keinen  Sinn. hat,  sondern  eben  zeigt,  dass  der  i 
meine  Werth  von  Jü  unrichtig  ist. 

Herr  W.  wird  mir  erlauben,  daraas  den  Schlnss  an  ai 
dass  auch  die  Voraussetzung,  es  vertbeile  sich  bei  stebei 
Zapfen  der  Druck  gleich  förmig  auf  die  zur  Achse  senkrechte 

Iection  der  Berührungsfläche  uozulässig  ist,  von  wem  sie 
lerrfihren  mag,  uncldass  demnach  auch  die  Formein,  w 
Herr  W.  fttr  die  Reibuug  an  kueelfurroig  abserand 
Zapfen  gegeben  hat,  und  die  sich  auf  dieselbe  Vorausse 
stutzen,  unrichtig  sind. 

IL)  Nach  der,  wie  oben  gezeigt,  ginzlich  misslmi| 
Rechtfertigung  seiner  Hypothese,  kommt  £rrW.  auf  meine 
aussetzung  zu  sprechen,  und  macht  mir  vorerst  den  llidheri 
Vorwurf,  .  ich  habe  nicht  erwähnt  oder  nicht  gewusst,  das 
Grundgedanke  meiner  Hypothese  nicht  neu  sei.  Auf  diese  ] 
heit  mache  ich  wirklich  eben  so  wenig  Anspruch,  als  as 
Erfindung  der  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen,  weld 
mir  demohngeachtet  anzuwenden  erlaubt  habe.  Jenes  Mittel 
Druck  eines  Körpers  auf  einen  andern,  mit  dem  er  in  mal 
drei  Punkten  in  berfihrung  steht,  för  die  einzelnen  Berflhr 
punkte  dadurch  zu  bestimmen,  dass  man  diese  Körper  ode 
nigistens  einen  derselben  als  elastisch  betrachtet,  ist  ein  ii 
Natur  der  Korper  begründetes,  da  diese  nicht  unverände 
Systeme  von  materiellen  Punkten  sind,  wie  man  sie  in  der 
wandten  Mechanik  meistens  so  obenhin  annimmt,  sondern  i 
derlicbe  Systeme;  jenes  Mittel  ist  daher  ein  so  naheliege 
und  so  vielfach  angewendetes*),  dass  ich  es  nicht  fUr  netl 
dig  gefunden  habe,  Autoritäten  dafür  anzuführen,  da 
überhaupt  für  mich  nur  Werth  haben,  wo  es  sich  um  Beo 
tungen  und  Erfahrungen  handelt.  Jenes  Mittel  ist  endlich  i 
das  einzige,  welches  zu  dem  erreichten  Zwecke  angewendet 
den  kann;  man  müsste  denn  die  allgemeinsten  Gleichgew 
bedingungen  veränderlicher  Systeme  von  materiellen  Pui 
zu  Hülfe  nehmen  und  in  dieselben  dann  auch  die  zwischer 
sen  Punkten  wirksamen  Kräfte  einfiihren,  um  den  gegensei 
Druck  der  einzelnen  Berührungspunkte  zu  bestimmen! 


*)  Herr  W.  selbst  hat  es  in  seinem  Lelirbuche  der  Ing.-  nnd  M 
Mechanik  Bd.  I.,  $.  173.,  wenn  auch  in  anderer  Weise,  zur  Besti« 
der  Reibung  auf  Spitsen  and  Schneiden  angewendet,  ohne  dabei  ] 
wähnen,  dass  es  nichl  seine  Erfindung  ist. 
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r  W.  Giidet,  dasB  die  von  mir  gemachte  An wendunf; 
Mittels,    Meiclies    nach  dem  Vorhergehen  den    wohl    ettvaa 
;  hinsse  Hyjiothese  sein  tlürlte,    eine  verfehlte  sei, 
r  deiishalb,    weil  nicht  hlosa    die  Lagertliichen  Eitidrüclce 
I   oder  nachgeben,     snndern    auch  der  /ajiren  seihst  und 
(  Mine  cylindrische  Form    verliere*).     Nun  bandelt  es  eich 
biDul  gar    nicht  um   die  Untersuchung    jener  Rindriicke  an 
"ern   nur  um  die  Vertheilung  des  DrtickcB,  «nd  . 
r  ein  snlcher  Gcsajiimldruck  vorausgesetzt,  duss 
lahrnehmliar  klein  bleihen  und  von  einer  eigent- 
l*Aenderung   in    der  Gestalt  des  /apTens   keine  Red«    sein 
Dpnn  nenn  der  Dnick,  tvclchen  der  Zapfen  auf  das  Lager 
eine   solche  Gnlsse  erreichen  sollte,     dass  eine  wahr- 
bare   AendeTune    in    der    Gestalt   des  Zapfens    eintreten 
^  so  wSren    die  Verhältnisse  freilich    eans  andere,  und  es 
pas  andere  KrSrte  ftlr  die  Bewegung  des  Zapfens  In  Rech- 
t  bringen,    als  die  Reibung,    abgesehen  dawn,    dass  der 
I  wohl  eher  abbrechen,    oder  l>aEccr  und  Zapfen  sich  bald 
I   Hfirden.     Nehmen   wir   also    davon  Umgang,    da  dieser 
^.  ._r  die  Anwendung  keinen  Werlh  hat,  so  fragt  es  sich,    ist 
e  Tertheilunp;  des  Druckes  eine  andere,  wenn  liloss  das  Lager, 
\  «Ine  andere,  nenn  Zapfen  und  Lager  als  elastisch  betrachtet 
rdffnf     Wird    und  kann  die  Vertheilung  des  Druckes  in  einem 
^jr.  dau  aus  drei  Ebenen  besiebt,  »eiche  durch  Federn  so  an 
■  Zapfen  angedruckt  werden,    dass  diese   keine  Spannung  be- 
_   IBB,  wenn  der  Zapfen   keinen  Druck  ansnbl,    eine  andere  sein, 
[  als  ireDn  diese  Ebenen  und  der  Zapfen  elaatisch  sind,    die  abso* 
lata  Elaslititüt  beider  aber  sehr  gross    ist  gegen  den  ÜTUcb,    den 
dwaer  auf  jene  ausübt? 

Herr  W.  gibt  ja  selbst  zn,  dass  die  get^enseitigen  Ein* 
4riicke  zweier  KTirper  unter  deichen  Verhältnissen 
inn  Druck  proportional  sind'*);  können  nun  die  Verhüit- 
rfign  frteiclier  werden,  als  sie  in  unsertn  Falle  an  den  drei  Be- 
rfllvniigspnnklen  »tatlfmden,  wo  immer  eine  Ebene  einen  Cylin- 
4tr  lfin;:s  einer  Erzeugenden  berührt?  Ge»iss  niirht!  Ist  nun  u, 
Ca  onwahrnehmbare  Tiefe  des  Eindrucks  amCylinder,  61  an  der 

Vmt»  iilr  den  einen  Berührungspunkt,    wo  der  Druck  ^i  ist.   so 

hl  «an 


=  m,. 


fti  =  f^i 


*)  Ich  kann  nilr  indrssrn  nicht  1 
Btng  anf  diene  Formänderung  mit  ^ 
Cdunne  auf  Seile  199.:  „und  il  n 
ttbirächcrB  Theil  i«l'-,   «ngen  w! 


r*n,  WB»  Herr  W. 
mg  am  Ende  der  ent 
*    der    Zapfen     d> 


;   der  Rfaehränkun^,    dann  der  eine  Körper  nicht 
"    ■        '  '  I   den  nndem  drürlity     In  die«er 


Il  eeht  llerrW.  nhrif(ena  viel  weilt 
•  nnd  Ha>ch,-Mech.  I.  §.  173.)  Spilxen  um 
rahende  friamen  finrh  drücken,  uKne  sich  i 
welche  die  Prismen   erb 
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uod  daher  tiir  die  ganze  Verschiebung  der  Achse  des  CyUnders 
in  dieser  Richtung: 

Ad  dem  zweiten  und  dritten  Berührungspunkte  Ist  ebenso 

««=««  + 6a=(^  +  l*)^2=«^«.     e3  =  £iV,; 

es  ergeben  sich  also  dadurch  ganz  dieselben  BeziehniigeD  iwt' 
schen  den  drei  Kräften  iV|,  iVs,  N^,  wie  ich  sie  in  iiieineni  Pro-» 
gramm  erhalten  habe^  wo  angenommen  ist,  dass  jede  EbcB9 
allein  so  viel  nachgibt,  als  nai;|i  der  vorhergehenden  Betradlr 
tung  der  Zapfen  und  diese  Ebene  zusammen  nachgeben* 

Meine  Annahme  beruht  übrigens  auf  der  einfachen  Betrti^ 
tung,  dass  es,  um  eine  vollkommene  Berührung  des  Zapfens  üi 
des  Lagers  in  mehr  als  zwei  Punkten  zu  erhalten,  und  die  Ter; 
theilung  des  Druckes  fiir  diesen  Fall  zu  finden,  genflgt»  dsf 
Lager  allein  als  elastisch  anzunehmen,  und  zwar  um  so  mehi| 
als  bei  der  stattfindenden  drehenden  Bewegung  des  Zapfens  TM 
jeder  Aenderung  seiner  cylindrischen  Form  Umgang  genomnM 
werden  muss,  wenn  man  nicht  von  der  urspninglichen  Vorass- 
Setzung,  dass  nur  die  Reibung  an  dem  Zapfen  zu  überwindM 
sei,   ganz  abkommen  und  in  eine  nichts  bezweckende  Haarspil* 

terei  verfallen  will 

« 

Ferner  kann  ich  Herrn  W.  auch  einen  rationellen  Grand  an- 
fiihren,  der  fiir  die  Richtigkeit  meiner  Ansicht  sprichL  IMescr 
besteht  darin,  dass  sich  meine  Methode  eben  so  wohl  f&r  den  FaB 
anwenden  liisst,  wo  der  Zapfen  nur  auf  zwei  Ebenen  aufruht 
und  die  Ver theilung  des  Druckes  unzweifelhaft  bestimmt  ist»  wie 
auf  jeden  andern.  Denn  setzt  man  in  den  allgemeinen  Gleichoa- 
gen  am  Ende  der  Seite  7.  meines  Programms,  welche  sich  sof 
drei  Berührungspunkte  beziehen,  den  \Vid erstand  ]S\  gleich  N11II9 
nimmt  also  die  Ebene  AB  (Fig.  3.  daselbst)  als  nicht  vorhaii- 
den  an,  und  macht  auch  <&=Ü,  damit  die  Winkel  a  und  ß  die- 
selbe'Bedeutung  erhalten,  wie  in  dem  Falle,  wo  die  Verhältnisse 
fVir  zwei  Berührungspunkte  untersucht  wurden,  so  werden  diese 
Gleichungen  mit  (len  für  den  letztern  Fall  am  Ende  der  Seite  fi. 
abgeleiteten  identisch  *). 

Endlich  muss  ich  Herrn  W.  bemerken ,  dass  meine  Voraus- 
setzung mit  den  in  der  Wirklichkeit  stattfindenden  Verhältnissen 
viel  mehr  übereinstimmt,  als  derselbe  einzusehen  scheint.  Denn 
hier  ist  der  Zapfen  nicht  in  unmittelbarer  Berührung  mit  dem 
Lager;  es  befindet  sich  vielmehr  zwischen  beiden  eine  Fett- 
schichte,  welche  gewiss  ebenso  dick,  wenn  nicht  viel  dicker  ist. 


*)  Nach  der  obigen  Voran isetzun^  des  Herrn  W.  nnlsate  der  nor — 
male  Drock  anch  bei  zwei  oder  drei  Lnter8trit7iin^K|iiin1<ten  in  allen  diese'V^ 
Punkten  nnd  fär  jede  IVeig^ung  der  untere  tu  tzeii  den  Ebenen  p^leich 
Dafs  dem  so  sein  köime,  glaubt  Herr  W.  doch  wohl  selbst  nicht!? 
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ili  jene  gegenseitigen  EindrOcke  des  Zapfens  und  Lagers  bei 
iDinittelbarer  Berührung  sein  würden.  Diese  elastische  Fett- 
icfaichte  bildet  also  eigentlich  die  Las:erfläche»  sie  nimmt  die 
Bindrucke  auf,  und  ist  ciaher  da  am  dünnsten,  wo  der  Druck  am 
^{Issten  ist.  Es  zeigt  sich  desswegen  auch  eine  wesentliche 
Verschiedenheit  in  der  Zapfen-Reibung,  ifenn  der  Druck  so  gross 
ni  der  Zapfen  so  dünn  wird,  dass  er  das  Fett  in  der  Mitte  des 
Derfihrungsbogens  verdrängt  und  mit  dem  Bogen  in  unmittelbare 
Berübraug  kommt. 

Diese  Erörterungen  "werden  genügen,  um  zu  zeigen,  dass 
BnrW.  auch  gar  Nichts  für  sich  hat,  um  eine  gleiche Berech- 
fpag  für  seine  Hypothese  mit  der  meinigen  ansprechen  zu  kön- 
M,  nnd  dass  sic)i  derselbe  vergeblich  bemüht  hat,  meine  Be- 
Anmuna:  des  Druckes  (die  in  ihrer  Anwendung  auf  den  vorlie- 
nden  Fall  doch  wohl  neu  ist?)  als  unrichtig  darzustellen. 

III.)  Zuletzt  glaubt  Herr  W.  mir  noch  den  besonderen  Vor- 
irf  machen  zu  müssen,  dass  ich  seine  (im  polytechn.  Centralbl. 
»D  1840)  angedeutete  Alethode,  die  Vertheilung  des  Druckes  ao 
iMD  cylindrischen  Zapfen  aus  der  Biegung  zu  bestimmen »  mit 
iikchweigen  übergangen  habe. 

Bleine  Absicht  bei  Abfassung  meines  Programms  war  gar 
At  eine  Kritik  aller  verschiedenen  Theorien  über  die  Zapfen- 
bnog  zu  liefern,  sondern  zu  zeigen ,  wie  in  der  angewandten 
Bchanik,  namentlich  bei  Untersuchungen  über  die  Reibung,  jene 
pulSr  sein  sollende,  im  Grunde  aber  nur  handwerksmässige 
ftftezerlegerei  nach  allerlei  Richtungen,  welche  schon  so  oft, 
d  namentlich  Herrn  W.  selbst,  zu  falschen  Schlüssen  geführt 
t,  durch  flie  Anwendungen  der  allgemeinen  Cilleichgewichts- 
dingungen  zu  beseitigen  sei.  Jener  Vorwurf  wäre  daher  viel 
er  bei  dem  Werke  des  Herrn  B  rix:  „Ueber  die  Reibung"  am 
at^e  gewesen ,  wenn  es  diesem  in  Betreff  der  erwähnten  Me- 
lde des  Herrn  W.  nicht  auch  wie  mir  ergangen  is^  Denn  ich 
las  dem  Herrn  \V.  offen  gestehen,  dass  ich  über  seine  Mei- 
Ag  durch  jene  kurze  Andeutung  seiner  Methode  und  die  da> 
htt  hingeworfene  Formel  nicht  klar  geworden  bin ,  und  dass  ich 
r  Meinung  war,  derselbe  habe  diese  Ansicht  selbst  wieder  auf- 
9»ben,  weil  er  in  seinem  Lehrbuche  der  Ing.-  und  Masch.- 
eckanik  Nichts  mehr  davon  erwähnt.  Da  nun  aber  Herr  W. 
•einem  Aufsätze  wieder  auf  diese  Metliode  zurückkommt,  die- 
Ibe  verständlicher  darlegt  und  meint,  dieselbe  sei  allen  andern 
Ruziehen,  so  kann  ich  es  nicht  mehr  umgehen,  Herrn  W.  zu 
igen,  dass  er  hierin  in  einem  noch  viel  grössern  Irrthum  be- 
Dgen  ist,  als  bei  seiner  andern  Voraussetzung,  und  dass  es  un- 
greiflich  erscheint,  wie  Herr  W.  auf  einer  solchen  verkehrten 
ofticht  beharren  kann. 

Herr  W.  denkt  sich  nNmIich  den  cylindrischen  Zapfen,  wei- 
ter sein  Lager  nach  einem  beliebig  grossen  Bogen  BDB. 
'af.  V.  Fig.  1().)  berührt,  parallel  zu  seiner  Achse  und  zur  Rieh- 
ng  der  Last  in  sehr  schmale  Balken,  Schienen,  Bretter^  oder 
ie  diese  streng  mathematischen  Apparate  heissen  mögen,    zer- 
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schnitten;  er  nimint  dann  an,  dass  jedes  dieser  Bretter  dnrcli 
eine  dem  Druck«  welchen  es  auf  die  Bogenfliche  paraUel  lai 
Richtung  der  Last  ausfibt,  gleiche  und  entgegengesetzte  Knf) 
aufwfifts  gebocen  werde,  und  regulirt  nun  diesen  Druck  so,  disi 
jedes  dieser  Bretter  eine  gleiche  Biegung  erhält.  Er  nimmt  sIm 
zur  Biegung  aller  unmittelbar  unterstfltzten  Bretter  dei 
ganzen  Zapfendruck  R,  und  natürlich  nur  das  Biegungsmone« 
W  dieses  nnterstfitzten  Tbeilesi96Gi?in  Ansj^rueh.  Durd 
welche  Kraft  soll  denn  nun  die  Biegung  der  beiden  nicht  «nter 
stützten  und  auch  nicht  „unendlich  dünnen'*  Sekwa? 
ten  BEG  bewirkt  werden,  da  diese  doch  auch  mit  geboge 
werden ,  ein  Biegungsmoment  haben ,  und  eine  Kraft  sor  Biegoa 
in  Anspruch  nehmen?!  Und  wie  wird  es  erst,  wenn  der  Zapfe 
sein  Lager  nur  nach  einer  Geraden  berührt?  Da  ist  nur  da 
mittlere  „unendlich  dünne  Brett"  unterstützt,  dessen  Biegmigi 
moment  ist  unendlich  klein,  und  da  der  ganze  Zapfeodruck  ai 
seine  Biegung  verwendet  wird,  so  muss  es  ohne  writeres  abbii 
eben  ond  mit  ihm  alle  übrh(en  nicht  unterstützten  Bretter»  d 
diese  nar  so  nebenher  lanfen  und  keine  Kraft  zur  Biegung  e 
fordern!!? 

Der  ganze  Zapfendruck  R  wird  immer  zur  Biegung  des  gai 
zen  Zapfens  verwendet,  also  auch  dessen  ganzes  Biegnogsmomei 
In  Anspruch  genommen,  und  dessen  Biegung  ist  immer  diesetb* 
ob  er  nur  in  einem  Punkt  aufliegt  oder  in  beliebig  yielea ;  es  i 
daher  eine  gänzlich  verfehlte  Speeulati'>n ,  aus  der  Biegong  d 
Vertheilung  des  Zapfendruckes  auf  dre  ünterstützungspnnkte  b 
stimmen  zu  wollen.  Denn  der  Zapfen-  besteht  nicht  aus  Schi« 
nen,  welche  nur  an  der  Wurzel  vereinigt,  sonst  aber  unabhängl 
sind;  es  müssen  sich  alle  Bretter  des  Herrn  W.  miteinand< 
biegen,    und  es  ist  daher  ganz  gleich,    wie  man  d^  Druck  R  1 

?>arallele  Componenten  zerlegt  und  auf  die  einzelnen  Bretter  ve 
heilt;  jede  einzelne  dieser  Componenten  wirkt  wegen  der  Cok 
sion  dieser  Bretter  auf  alle  Bretter  zugleich,  und  es  kommt  aj 
Gesammtwirkung  nichts  anderes  heraus,  als  auf  der  einen  Sei( 
der  Gesammtdruck  und  auf  der  anderen  das  ganze  Biegung] 
moment. 

Und  eine  solche  AbsurditSt  glaubt  HerrW.  der  zwOlHihrigc 
Vergessenheit  entreissen  zu  müssen,  um  sie  als  eine  Methed 
anzupreisen,  welche  allen  andern  vorzuziehen  seit 

Auf  das,  was  Herr  W.  am  Schlüsse  seines  Artikels  eaa 
finde  ich  mich  zu  keiner  weiteren  Entgegnung  veranlasst,  so  i^ 
ich  es  auch  dem  Herrn  Referenten  im  Archiv  überlasse,  sei 
Referat  über  meine  Abhandlung,  durch  welches  sich,  wie  i 
scheint,  Herr  W.  eetroffen  gefilhlt  hat,  gegen  dessen  unbered 
tigte  Angriffe  in  Schutz  zu  nehmen,  wenn  es  derselbe  überbaui 
der  Mühe  werth  findet,  darauf  zu  antworten*). 


«)  Herrn  Weisbach  n^egenuber,  TonEUf^lieh  narb  den  Proben,  we 

che  derselbe  von  teinen  Ansichten  über  iiiatlieniatische  Strenge  und  Evi 

dem   in    teinen    Grandlehren    der    höheren   Analysif.    Braan 

.eehweig.  18  49.  gegeben  hat,  findet  der  Ueferent  dazu  ntcht  die  uii 

deete  Veranlassung. 

.Bemerkang  der  Redaction.  Der  Abdruck  des  obigen,  acho 
siemlich  lange  in  nnsem  Händen  befindlichen  Aufsatzes  ist  an  nnten 
Bedauern  dnrch  znflllige  Umstände  verspätet  worden. 
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f 


lir  Abhandlunir  ISTr.  XFT.  im  acht- 
lehnten  Thell  des  Archivs.  <1Ieher 
iie  Ansgieichungr  der  Beohachtnngs- 

fehler«) 

Von 

Herrn  Professor  Dr«  J.  Di  enger 

an  der  polytechnischen  Schnle  su  Cnrlsrube. 


Bei  einer  nochmaligen  Bearbeitung  obiger  Abhandlung  habe 
Vk  einige  der  angewandten  Betrachtungen  nicht  scharf  genug  ge- 
Meo,  und  will  desshalb  versuchen,  oieselben  hier  in  genauerer 
Weise  darzustellen^  indem  ich  zugleich  einige  andere  Bemerkun- 
|ti  beifiige. 

• 

I. 

Die  hl  obiger  Abhandlung  zur  Anwendung  kommenden  Sütze 
itt  Wabrvcheinlichkeitsrechnung  sind   folgende : 

1)  Kilnnen  aus  einer  Gesammtzahl  von  möglichen  Fällen  ver« 
icUedene  Ereignisse  A,  B,  C,....  hervortreten,  und  man  kennt 
4e  Wahrscheinlichkeiten  a  priori  jedes  dieser  einzelnen  Ereig- 
I  ibse»  gleich  a,  h,  c,...,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ent- 
weder das  Ereisniss  A  oder  das  Ereigniss  B  eintreten  werde, 
gleich   a+b;    dass  entweder   A,    oder    B,    oder    C   eintrete: 

•+Ä+C,  u.  s.  w. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  so  einfach,  dass  wir  darauf 
kicr    Dicht    eingehen.      Zur    Anwendung    gelangt    er    in    §,  3. 


2t2 

nnd.  {f.  8.,  und  zwar  in  letzterm  unter  Nr.  2.  (S.  164.),  worauf  5 
sogleich  nochmals  zurückkommen  werden. 

2)  Ist  m  die  Wahrscheinlichkeit  a  priori  des  Eintreffens  eir 
Ereignisses,  n  die  eines  zweiten,  so  ist  die  Wahrscheinliehk 
des  gleichzeitigen  Eintreffens  beider  gleich  mu;  und  eben  so  h 
sichtlich  mehrerer  Ereignisse. 

Auch  der  Beweis  dieses  Satzes  ist  so  einfach,  dass  wir  i 
hier  nicht  geben.  Er  kommt  ebenfalls  mehrfach  zur  Anwendni 
namentlich   in  den  §§.  6.,  8.,  11.,  u.  s.  w. 

Der  wichtigste  der  vorkommenden  Sätze  ist  aber  folgender 

3)  Wenn  ein  beobachtetes  Ereigniss  von  verschiedene 
ursprünglich  (a  priori)  gleich  muglichen  oder  wahrscheinlich 
Ursachen  herrühren  kann,  find  man  ist  Im  Stande,  zum  Vora 
die  Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses  (abgesehen  vpa  seim 
durch  Beobachtung  wahrgenommenen  Eintreffen)  zu  berechnen  unl 
der  AnDahme,  irgend  eine  bestimmte  dieser  Ursachen  begtol 
so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  diese  bestimmte  Ursache  be 
wirklichen  Eintreten  bestanden  habe,  d.  h.  dass  das  beobacht« 
Ereigniss  aus  ihr  hervorgegangen  sei,  ein  Bruch,  dessen  Zähl 
eben  die  Wahrscheinlichkeit,  die  man  zum  Voraus  filr  d 
Eintreffen  des  Ereignisses  erhalten  würde,  wenn  man  diese  C 
Sache  als  bestehencf  annähme,  und  dessen  Nenner  die  Summe  all 
der  ähnlichen  Wahrscheinlichkeiten  für  alle  ursprünglich  glei< 
wahrscheinlichen  Ursachen  ist. 

Es  ist  dies  bekanntlich  der  erste  Grundsatz  der  Wahrschei 
lichkeit  a  posteriori,  d.  h.  der  Wahrscheinlichkeit  der  Ursache 
geschlossen  aus  dem  Eintreten  eines  Ereignisses. 

Bei  der  Wichtigkeit  dieses  Satzes  fSr  unsere  Zwecke  dfirf 
es  nicht  unangemessen  sein,  einen  Beweis  desselben  zu  gebe 
der  dem  von  Paisson  in  den  Recherches*  sur  la  prob] 
bilite  des  jugemens  (pag.  81.)  entspricht. 

Denken  wir  uns  auf  einem  Tische  n  gleiche  Felder ;  auf  jede 
derselben  befindet  sich  dieselbe  Anzahl,  (i,  von  Kugeln.-Auf  de 
ersten  sind  fiii,  auf  dem  zweiten  ii?^,.... ,  auf  dem  nten  m«wei8i 
Kugeln ;  der  Kest  bestehe  jeweils  aus  schwarzen.  Alan  la^so  nu 
ohne  dass  ein  Besehen  erlaubt  ist,  eine  Kugel  vom  Tische  wei 
nehmen,  wobei  wir  voraussetzen,  dass  es  dem  Wegnehmendi 
gleich  bequem  ist,  zu  einem  beliebigen  der  Felder  zu  gelanget 
und  man  sehe  eine  weisse  Kugel  weggenommen.  Die  Frage  ii 
nun  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  dieselbe  gerade  vom  rU 
Felde  komme. 

Man  sieht  leicht,  dass  dieser  Fall  den  allgemeinen  darstell 
Die  n  Felder  sind  ?i  Ursachen ,  die  alle  gleich  wahrschcinlic 
a  priori  sind,  indem  sie  alle  gleich  viel  Kugeln  enthalten;  dl 
weisse  Kugel  9    die  weggenommen  wird,    ist  das  eintretende  Ei 
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«1^188.    Die  Schlüsse,  die  wir  also  aus  diesem  Beispiele  ziehen, 
gelten  zugleich  allgemein. 

I  Abgesehen  nun  von  dem  Eintreten  des  Ereignisses,  uäre  die 

Wabracheini  ich  keit,    dass  man  eine  weisse  Kugel  auf  dem  ersten 

Felde  erhielte:—^»  auf  dem  zureiten;  — ^,  u.  s.  w. 

Nun  ist  eine  weisse  Kugel  erschienen  ^  und  man  fragt  bloss 
uch  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  vom  rten  Felde  stamme. 
Alf  diesem  sind  mr  weisse  Kugeln,  während  im  Ganzen  mi-i-nL^ 
-{-...-f  mn  weisse  Kugeln  vorhanden  sind.  Dass  also  die  erschie- 
leDe  gerade  eine  jener  mr  sei ,    ist  die  Wahrscheinlichkeit 

•  mr 

mr  ß 


r  +  ••••  T 

«itdM  Formel  den  Beweis  des  Satzes  enthält. 

Der  Satz  selbst  wird  nun  vielfach  in  der  angefährten  Abhand- 
Ing  angewendet,  und  es  möchte  nicht  unnuthig  sein,  auf  die  ein- 
nineo  Fälle  dieser  Anwendungen  zurückzukommen.  Zunächst 
in$.  6.  (S.  157.).     Die  Grosse 

giebt  die  Wahrscheinlichkeit  an,  dass  die  Fehler  v, ,  v^, zu- 
sammentreffen.   Sie  ist  eine  Funktion  der  Grössen  x,  y^  z, 

Qod  man  wird  also  auch  sagen  können,  dass,  unter  der  Annahme 
fOQ  bestimmten  Werthen  fiir  or,  y^  s,.. ,  sie  die  Wahrscheinlich- 
keit a  priori  ausdrücke,    dass  die  Fehler  v^,  v^, erscheinen, 

d.  h.  mit  andern  Worten,  dass  man  für 


flf^  +  f>iy  + .... ,    d^x  +  62^  + 


dvch  Beobachtung  die  Werthe  iK/j ,  il/2, finden  wefde.    Diese 

GrfiBsen  sind  aber  nun  wirklich  gefunden,  also  ist,  rückwärts  ge- 
«ehlossen,  die  W^ahrscheinlichkeit  des  Bestehens  jener  angenom- 
Moen  Werthe  von  x,  y,  Zy—  die  Grösse  (10)  auf  S.  158. 

Sodann  in  §.  8.  (S.  162.).  Die  Betrachtungen  dieses  Para- 
graphen werden  in  Etwas  geändert  werden  müssen,  um  sie  genauer 
m  macheu. 

Ist  zuerst  V=aN,  und  nehmen  wir  irgend  einen  Werth  N 
dieser  Grösse  als  den  richtigen  an,  was  theoretisch  (vor  aller 
Beobachtung)  frei  steht,  so  wird  dadurch  auch  V  bestimmt.  Ist 
einmal  N  angenommen,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  a  priori, 
durch  Beobacntung  den  Werth  n  zu  finden,  also  den  Fehler  N—n 
zu  begehen,  nach  §.  3.: 
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iwjii  5.  N.  im«!  z"ar  in  letzterm  1:» 
Miuleii'li  ii"i  hmals  /uruikLninnioii 


•J'  Ist  rn  ilif  \Va!ir>cheinli«.^ 
l  roi::i.i>^t*>.    .•'    ilU*  t»ine«s  z«i»1t«' 
i?i'^  u'«  i«  T;/fiti^»*n   f  ir.trt'ff^^ns  In 
'»Uh:'.«h  i:>?hreror   F.reimiisse. 

Aiirh  li».  r  He"t»i<  fliese»  > 

l.i':  T  ^ 'it  ::•  StM'.     F.r  k'immt 

hör  *>i,!.:l4ste  lier   vork 


.-^.Y- 


X      \\  ■■    •  ein   beo  l«.i" 

l ->  .  h*".  h  ""h-or.  karr.. 
...0   \\*>.r>ch-  •  i.<hk^t   ti» - 
■    -VI'  :•'  • : :. .  r.  :v  r  ;:  «  xh  :  ^  • 
4:«:    Amh-.'t.    »r^WHl    e- 
>■    *:    '•  <  ^^  .>>.^f  r '.*.•/ 

V  »'  :.    <>   ;.;•.*    r:  K-:v    :_ 

i      ■      •  r     \^  iV.rswV.t-i!.: 

!^-.  *  f    ;  *  :  :->:f*sCT  \   .-1!      ' 
.    .    ,  . .      v^.r    \V,\hrsL* 

•  -  •        * 

«     *  >  .       .        .  #       .'?<.. 

*./   :    :.   :-.>:i*-     r'.  . 


*"   z. 


'^  -tTtfi  Ton  S  uui. 


ni 


/     .- 


1^ 


T   -r 


«  ■ 


^     * 


-    ■      --rf   ■«  ■  r     P  -x ;  y 

^    -.  i'  s  •  ..  _  . 


-J  '- 


'•ir 


"^  '**'   ^-  ,   t  D    S.  MS..   luiMTiiirna  Saiüs» 


•  * 


»•II*.  1UPJ*  sehe  •"'" 

\«         •   > 

.^»r    »    KoUlei 
j    ?•?•/•: I   Sir»' 


nau    TQvriif    iun::i    ietniot 
■srh  jsr.  «sn    «ri 


<.   ¥>• 
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'  <?  gleichzeitig  geschehe: 


-«')*aiV3iV', 


iiindeD  worden,  so  ist,  rflckwärfs 
likeit    der  Annahme,   N  und  W 


~n)-i—h'*{N*-n'y 


/i'^(iV-n)«-»'a(^'— «')« 


V'   richtig,    so   ist  es   auch    V(=N+N*) 

vun   mau  in  ihr  iV'=  F—iV  setzt,    drückt 

t  a  posteriori  aus,    zwei  (beliebig  angenom- 

y  und  F  seien  die  richtigen,    wenn  man  n 

t.    Darum  aber  handelt  es  sich  nicht,  sondern 

ili^en  \V«rth  von   F,  was  auch  JV  sein  mSge, 

der  diesen,    oder  jenen  Werth  habe.    Beachtet 

ird  man,   nach  dem  ersten  der  oben  angefahrten 

;.is  in  S.  164.  Aufgeführte  schliessen,   wenn  man 


g-A»(iV-n)«-i'«(A''-iO« 


^^ie— A«(iV— ii)a-.A'a(iV'-ii')« 

—  00 

yy*"^  u-»«(iv-ii)«-»'«(r-iv-«')«  SNd  V 

—  OD 

M  dtts  man   also   iii  S.  163.  nur  d  F  an  die  Stelle  von  8iV^  zu 
Ktehat  ' 

Das  Uebrige  ergiebt  sich  sodann,  wie  in  der  angeAhrten 
UliBdlang. 

Ferner  in  §.  11.  Man  wird  die  dortige  Anwendung  nun 
■kk  ableiten.  Zu  bemerken  ist  nur,  dass  r^,  v^,..  die  wahren 
^Utr  sind,  und  dass  die  bestimmten  Integrale  dieses  Paragra- 
^  nur  von  0  bis  od,  statt  von  — od  bis  -foD  zu  nehmen  sind, 
4im  h  bloss  positive  Werthe  hat. 

D.  s.  w.  in  den  übrigen  Fällen. 
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wonß  h  noch  nnbentimmt  Ut  Da  aber  der  Werth  n  doreh  Be- 
obachtung wirklich  erhalten,  so  ist,  umgekehrt,  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  der  angenommene  Werth  xV  der  richtige  sei : 

worin  das  Somroenzeichen  sich  auf  N  bezieht.    Daraus  wflrde  M- 

S»n,   dass  n  der  wahrscheinlichste  Werth  von  iV  und  kr=zQ  M 
.  5.) ,  wodurch  h  gefunden  ist 

Ist  aber  N  richtig  angenommen,  so  ist  F=flc2V  auch  ridi% 
gefun^n,  und  obige  Gnlsse  drückt  zugleich  also  auch  die  Wak^ 
scheinlichkeit  aus,  dass  Fder  richdge  Werth  dieser  GrOsse  '^ 

Da  aberiV=:-7,  so  tet  also  auch 


M^-y 


«0  «y  • 


—  OB 

die  Wahrscheinlichkeit,    dass  ein  (beliebiger)  Werth    F  gerade 
der  rechte  sei.    Der  Nenner  dieser  GrSsse  ist  ^^,sieselbstalso 


a\  n 


woraus  dann  leicht  die  in  1)  (S.  163.)  aufgefahrten  Schlüsse  sidi 
ergeben« 

Ist  nun  V=!:N  +  N' ,  so  findet  man,  wie  so  eben,  dass  die 
theoretische  WahrscheiDÜchkeit,  man  werde  durch  Beobachtuiig 
ft  erhalten,  wenn  N  der  wahre  Werth  ist,  sein  wird: 

und  ähnlich 
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Rir  die  andere  Chrosse.    Dass  beides  gleichzeitig  geschehe: 

md  da  ooo  n  nnd  n*  wirklich  ^^efundeo  worden ,  so  ist »  rflckwärts 
geschlossen,  die  Wahrscheinlichkeit  der  Annahme,  N  und  W 
wieu  richtig: 

^  g-A»(iV-ii)«— A'?(iV»-n')' 


ie-i 


f  Sind  aber  iV  und  N'  richtig,    so   ist  es   auch    F(=iV+iV*) 

I*  «d  obige  Grosse,  wenn  man  in  ihr  iV'=F— iV  setzt,  drückt 
F  fe  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  aus,  zwei  (beliebig  angenom- 
i  «nie)  Werthe  von  iV  und  F  seien  die  richtigen,  wenn  man  n 
nd  «'  gefunden  hat.  Darum  aber  handelt  es  sich  nicht,  sondern 
Ibst  um  den  richtigen  W«rth  von  F,  was  auch  JV  sein  mSge» 
d.  h.  ob  iV  entiveder  diesen,  oder  jenen  Werth  habe.  Beachtet 
■Ml  dies ,  so  wird  man ,  nach  dem  ersten  der  oben  angefahrten 
Sitie,  leicht  das  in  &  164.  Aufgeführte  schliesseo,  wenn  man 
kaerkt,  dass 


g-A»(iV-n)«-Ä'«(iV'-ii')« 

—  00 


—  OD 


••  iiss  man    also  iii  S.  163.  nur  d  F  ap  die  Stelle  von  8iV^  zu 
•«tKBbat 

Aas  Uebrige  ergiebt  sich  sodann,  wie  in  der  angel&hrten 
^Uiadlang. 

Ferner  in  §.  11.  Man  wird  die  dortige  Anwendung  nun 
^t  ableiten.  Zu  bemerken  Ist  nur,  dass  r^,  Os,«.  die  wahren 
'^drier  sind,  und  dass  die  bestimmten  Integrale  dieses  Paragra- 
phen nur  von  0  bis  od  ,  statt  von  — od  bis  «I-od  zu  nehmen  sind, 
i>4eai  h  bloss  positive  Werthe  hat. 

D.  s.  w.  in  den  übrigen  Fällen. 
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II. 


Der  §.  12.  der  an^cfiiilirtcn  Akbaiullui)!;  muss  durch  folget: 
Befruchtungen  ersetzt  werden. 

Efi  bleibt  ziiiiäcbst  zu  untorsiicben  übrii^,  welches  der  wal 
bchcinliebstc  Febicr  sei,  den  man  behobt,  wenn  man  iiir  h  ri 
durch  die  Formel  (^1)  cei^cbenen  Werth  wablt.  Sei  also  diee 
Werth 

=/  r=  ^   —     ^"^1 

und  sei  allgemein  h=:h'  -\-z,    es  habe  Kt   die  Bedeutung,  n 
in  §.  11. 


n 

SO  ist 


die  Wabrscheinlicbkeit,  dass  h*-\-z  der  ricbtigc  Werth  von  h  si 
dass  also,  wenn  man  h*  dafür  angenommen,  der  Fehler  :  bega 
gen  worden  sei.    Setzt  man 


m 


80  ist  obige  GrOssc  gleich 


ms»  /         a        s^  \ 


wenn  man  1(1 -f  r;)  in  eine  Reihe  entwickelt.    Die  Grösse  z  (i 

wahrer  Werth)  wird  notbivendis;  sehr  klein  sein  müssen,  indem 
der  wahrscheinlichste  Werth  ven  h  ist;  für  die  zu  beac 
tenden  Werthe  von  :  wird  man  also  obige  Grösse  (liglicb  glei 


wtzcn  flflrren,    nekhe  Grösse  Bttto  die  WahrBchetiinebb«H  ■■■• 
OTfickt,    dasa    bei  der  Annahme    A=A'   ein  F*hl«r   <  \ 
wordeo. 

Wag  deo  Werth  der  Grüssß  AT  anbelangt,  00  ist  er* 


T*- 

-»f«-)8*        /"V 

— VI- 

!     mhnli  mu  erhall: 

'       >          '     '^' 

/W.=Ä, 

"=-vßr7"'«^ 

InUtbekiuintlkb: 

/- 

_„^    '■"•-(*•: 

-jjlj._ 

/  '"+■«— ai=ä.i.a...i 

Geaetzt  nun  m  (alio  auch  r)  «el  ^^r  gross,    ■» 

(«■{Itiche  K.  B.  Navier«  DiffereDtltl- .ted  iBteRralrefh- 
«Hg,  xirelter  Band,  Zusatz  IV.};  * 

1.3.8....(2r— I)=V3.(»')'*-', 

1.2 .i-  =  V5i'.*'»-' 


I 


In  iIm  i»=2r,  so  ü(  -,,^ 


TWlXIX. 
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weno  r  sehr  gross;  also 


Ist  d^egen  m=:2r4-l»  so  findet  man  unter  derselben  Am 


h'V^iTcr^H  e-r  h'Vin 


Fflr   ein  grosses  r  wird  man  aber  (1 +  ^  )»•+*=:  c{  setzen  k 
so  dass  also  dann 

_,     V2.V2i^      V2?        Vm 
-Ä^        y-- — =  TTTFZ^^'UTt —    nahezu. 

V  nt 
Man  wird  also  ßr  ein  grosses  m :  Knzfr-- —  setzen  könne 

demnach 


ßlr  die  Wahrscheinlichkeit  erhalten»   dass  ein  Fehler  z  bei 
wurde,   als  man   h'  für  den  wahren  Werth   von  h  nahm,    l 

Vnt 
folgt,  wie  in  §.4.,  dass  —jt-   das  Mass  der  Genauigkeit  fiii 

Annahme  ist,  dass  also    -~    den  wahrscheinlichen  Fehler 

S  m 

selben    bedeutet,    freilich   immer    unter  der  Voraussetzung 

grossen  m.    Daraus  folgen  nun  die  Resultate  des  §.  12.,    d 
•  179.  angegeben  sind. 


III. 


Zu  dem  buchst  wichtigen.  In  §•  17.  bewiesenen  Satze  i 
gleichfalls  einige  Bemerkungen  gestattet  sein. 

Die  Gleichung  (50)  ist  richtig,  wenn  man  für  to  bloss  V 
anwendet,   die  den  Bedingungsgleichungen  (38)  genügen. 
es  giebt  nur  in  so  ferne  verschiedene  Wege,  zu  u  zu  gelange 
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eben  diese  Bedingungsgleichungen  besteheo ,  die  GrOssen  to  Toder 
e)  also   nicht  von  einander  unabhängig  sind,    so  dass  man  diese 
oder  jene  derselben  zur  Berechnung  von  u  anwenden  kann.     Wä- 
Ten  diese  Bedingungsgleichungen  nicht   vorhanden,    so    gäbe  es 
offenbar  einen  einzigen  Weg ,  da  sonst  die  Gleichsetzung  der  Re- 
soltate,  die  auf  verschiedenen  Wegen  erhalten  wurden,  geradezu 
•olche  Bedingungsgleicbungen  hervorbringen  wurde.    Wendet  man 
aber  Werthe  von  w  an,  die  den  Bedingungsgleichungen  (38)  ge- 
nügen, so  ist  es  liir  diese  Werthe  offenbar  gleich,  ob  die  f38} 
bestehen  oder   nicht,    was  unsere  Behauptung   rechtfertigt.    Die 
e-fx  des  $.  16.  sind  nun  allerdings  in  diesem  Falle,    sie  sind  es 
.  liber  nicht  allein,    da  die  x  nicht  bloss  durch  (38).  bestimmt* wur- 
den. Wendet  man  sie  aber  an ,  so  erhält  man  den  wichtigen  Vor- 
tkeil,  dass  der  mittelst  dieser  Werthe  erhaltene  Ausdruck  von  u 
der  Art  ist,    dass  er  dasselbe  Resultat  für  u  giebt,    welches  die 
t    kstrougliche    Verbindung    der    unausgeglichenen    Beobachtungeo 
küte  geben  können,  während  gerade  diese  bestmögliche  Verbin- 
■    dmg  80  beschaffen  ist,  dass  sie  dasselbe  Resultat 'giebt,  ob  man 
die  nnausgeglichenen ,    oder  die   ausgeglichenen   Beobacbtungen 
iBweDdet,    da,    wie  man  aus  (56),  (57)   und  de^  Gleichung  {tai] 
=[(m]  leicht  schüesst: 

-^(^i,  «j,....)='^(^i  +  ari,  fa+a:.2, ....). 

*  Zir  Ableitung  der  Gleichung  (53)  kann  man  noch  bemerken,  dass 
ie  Differenz 

▼erschwinden  muss  mit  den  Grossen  F|,  Fs,....,  wenn  man  In 
letitere  e  an  die  Stelle  von  w  geschrieben  denkt.  Sie  wird  also 
ils  Funktion   dieser  Grossen  aufgefasst  werden   mfissen  u.  s.  w. 


IV. 


Was  die  Auflosung  der  nach  der  Methode  der.  kleinsten  Qua- 
dnte  angesetzten  Gleichungen  betrifft,  so  wird  die  direkte  Rech- 

a,  namentlich  wenn  ziemlich  viele  Unbekante  vorhanden  sind, 
weitläufig  sein.  Das  Verfahren,  dass  Gauss  zu  diesem 
^*de  vorgeschlagen,  kommt  so  ziemlich  auf  die  häufig  gebrauchte 
%inationsmethode  heraus,  nämlich  aus  dem  aufzulßsenden  Sy- 
^ine  von  Gleichungen  des  ersten  Grades  ein  neues  zu  bilden, 
^  eine  Unbekannte  weniger  enthält,  u.  s.  w. ,  bis  man  endlich 
*Qf  eioe  einzige  Gleichung  mit  einer  unbekannten  kommt. 

Das  Gleichungssystem  (18)  in  6.  6.  wird  die  allgemeine  Form 
der  Gleichungen  enthalten,  welche  bei  den  Anwendungen  derMe- 
Aode  aufzulösen  sind.    Man  bilde  nnki  folgende  GrOssen: 


ift^ 
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V 


•(•••• 


•■•••  • 


I 

I 

15? 


s 

I 


^1 


II 


f 

• 

• 

IS 

i 
f 

1 

f 

1 

1 

1 

) 

% 

II 

s 

• 

ä 

MB 


I  I 

a 


II 


II 


r      I 


I 


I 


'S 


V 

80  erbSlt  mAn  aus  (18): 

[Sb*l\9  +  [fffto.lJ»  +  UfM.1]  u  + = \sbM.l] . 

bfbe.l]9  +  {jf<^.l]z  +  lgcd.l]u  +  .....= [^itf.l] , 
{ifbd.l}g + iifcd.l]x  +  [ifd*.l]u + .....= [gdM.l] , 


(0 


Bildet  man  sodann  weiter: 
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I 


1. 


I 


t» 


^t  ^ 


t» 


5^ 


5^ 

£8 


II 

lO 


II 


(« 

^ 


? 


-         I 


et 


F    l 


"r^ 


^ 

Ä. 


II 


^It  man  aus  {l): 


[^crf.2]z+  [^cP.2]tt  +  ....=|>dJlf.2}, 


(0 


Bildet  man  nun  eben  so: 


322 


•■•■■ 


>9 


fcO 


? 


I  a 


n 

IS 


iS      II 


.CO 


5^ 


»0 


lO 


II 

5 


II 


lO 


II 


CO 


II 

? 

CO 


erhält  man  ans  (/') : 

{gde.S\u  +  [grc*.  3]  r  +  ....  =  [geM.S\ , 


(n 


In  welcher  Weise  man  hier  weiter  geht,  ist  klar.  Hatte 
s.  B.  sechs  Unbekannte:  :€,  y,  i,  u,  v,  to,  so  wäre  die  I 
Gleichung  xur  Bestimmung  von  w: 

wibrcnd  zur  BMtimmnng  von  r  dann  dienten: 
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Iffe^  •  4  Jp  +  [ffef.  4]k»  =  {geJU.  4] . 
[gefA]v  +  [ifr'.i]w=[gfM.4] ; 


tw  BestimmunK  von  u  die  (/"),  zur  BestimmuDg  von  s.v.«  die 

^^).  (0.  (18). 

Man  sieht  zugleich,  dass  die  sfiromtlichen  Gleichangssvsteme 

(I),  (t), die  Eisrenthumlichkeit  beibehalten,    welche   file  (18) 

liaiten,    dass   iiSmIich  die  Koeflizienten  der  Unbekannten  in  bori- 
iMitalen  und  vertikalen  Richtungen  einander  gleich  sind. 

Wollte  man   das  Gevricht  von  w  kennen,   so  hätte  man  nach 

zu 


f.  10.  den  Koeffizienten  von  [jfffJU]  in  d^jii  Werthe    y/i^i 
suchen.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  die  GrOssen  [^aüf],  ...•>  [a 


rimroüich  Null  setzen,  da  dies  offenbar  an  dem  eesuchteii 'Koet- 
irienten  Nichts  ändert;    alsdann  zieht  man  aus  den  Gleichungen 

•W.(it'),.-..: 

.     \gcN.2]=zO,....,[geM.2]=:0,    [^/2f.2]=b/Jlf.l]=[Ä/Wl, 
^  1. 1.  w.,  endlich : 

liffM.5]  =  [fffM], 

M  dass  der  gesuchte  KoefGzient  gleich  f^fTg]    ''^«^    mithin    das 

Gewicht  von  tr:    f^/^-S].    Macht  man  so  nach  und  nach  iedes 
KkoieDt  zum  letzten ,  so  kann  man  die  Gewichte  derselben  leicht 

«kalten. 

Bitte  man  endlich  noch  folgende  GrSssen  gebildet: 

f«  wire  die  letzte  dieser  Grossen  die  in  €.  15.  verlangte  Summe 
Wl  Dass  die  Grossen  (^  eleich  mit  den  Grossen  (k),  (k^,.,. 
M)Udet  werden  können,  versteht  sich  von  selbst. 

Der   Beweis    dieses  Satzes   ist  ziemlich   einfach.    Man    hat 
»ach  $.  15. : 
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I 
I 

L^*] = l>(«^o + *yo  +  «o + ... — M)*] 

=     i7i(«i^o  +  *iyo  +  <?i«o  + ...  — ^i)* 

+ ... 

:  • 

-2{gaM]xo-2[jgbM]yo'-^ffcia]zo  - ...  +  [fl 

+  \fff^''ho^+^[9bc]ifo2o  +  lgc^W+ +  [gAP], 

wenn  inan  beachtet «  dass 

Nun  ist,  in  Folge  iler  Gleichungen  (18),  die  erste  Zeile  I 
entwickelt  man  sodann  das  Uebrige  und  beachtet  die  Gleichai 
(k)  und  (AT),   60  erhält  man: 

+ 

-2[^6.W.|]yo-2|>c^/.l]«o- +[ir**.l]. 

Beachtet  man  wieder,  dass 

-ayo' + -«»yo  + 1' = 3 [J  ■*"    ' 

ferner  die  Gleichungen  (/) ,  (A-Q  und  (K) ,  so  erhält  man : 

[^o'l = tyc».2]2o' + i[9cd3,]x„Uo  +  |>rf«.2J«o'« 

+ 
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Wie  man  hier  weiter  sehen  IcaDn,  ist  klar,  so  dass  man  endlich 

■ 

«rorin  n  die  Bedeotong,  wie  in  §.15.  hat. 

Da  man  [^o*1  leicht  direkt  berecfatien  kann ,  so  hat  man  hier- 
iorch  immer  eine  scharfe  Kontrole  der  Rechnung,  die  bei  Zah- 
korechnangen  ohnehin  äusserst  nothwendig  ist. 


V. 


Id  der  fraglichen  Abhandlung  ist  der  Beweis  der  Grundformel 
ß),  ?on  der  Alles  abhängt,  auf  Betrachtungen  gestützt,  die  ailer- 
ings  in  Frage  gestellt  werden  küiinen.  Schon  im  elften  Theile 
fa  Archivs  Nr.  XXX VI.  (S. 369. ff.)  hat  Herr  Professor  Matzka 
(jedt  in  Prag)  einen  Beweis  dieser  Gleichung  gegeben.  Die  fol- 
ranien  Betrachtungen  ruhen  auf  ähnlicher  Grundlage  und  dürften 
ab  Nachweis  jener  Gleichung  gelten  können. 

Die  Häufigkeit  der  Fehler  ist  im  umgekehrten  Verhältniss 
ikv  Grosse;  ein  gewisser  Fehler  v  wird  desto  häufiger  vorkom- 
ACBi  oder  besser  gesagt ,  sein  Vorkommen  wird  desto  wahrschein- 
Umt  sein,  je  kleiner,  desto  weniger  wahrscheinlich,  je  grösser 
trist  Allgemein  werden  wir  sagen  müssen,  die  Wahrscheinlich- 
Ut  eines  Fehlers  9,  der  bei  einer  Beobachtung  soll  begangen 
worden  sein,  sei  eine  Funktion  q)(v)  dieses  Fehlers.  Hinsichtlich 
faer  Funktion  wissen  wir,  dass  (^C— r)=9(r),  so  wie,  dass 
^  rasch  abnehmen  muss,  wenn  v  wächst.,  mithin  ein  einziges 
Htzimnm  hat  ftlr  «  =  0,  und  zu  beiden  Seiten  dieses  Maximums 
gleich  verläuft.    Jedenfalls    ist  ihr  Werth  Null  für  v  =  ±(x>.     Da 

Itner  ip(t)  abnimmt  mit  wachsendem  r,  so  muss    -^ —     immer 

^gifi?  sein,  in  so  ferne  wir  bloss  positive  Werthe  von  v  ins  Auge 
■tieB.  Um  nun  (p(v)  selbst  bestimmen  zu  können,  wollen  wir 
^Brichst  nur  eine  Reihe  von  Beobachtungen  einer  einzigen  Grosse 
^^  Auge  fassen  und  zugleich  annehmen ,  es  seien  diese  Beob- 
''«nigeo   sämmtlich  gleich  gut.    Ist  n  die  Anzahl   der  Beobach- 

^mm,   sind   ferner  ri ,  r2f  ,  Vn  die  (jedenfalls)  begangenen 

^bachtungsfehler,  so  werden  diese  (allerdings  unbekannten) 
^•bler  ihre  Werthe  ändern,  je  nachdem  der  wahre  Werth  der 
Wüsse  A  sich  ändert.  Wilches  der  wahre  Werth  von  A  sei, 
*^et88  man  nicht;  theoretisch  sind  alle  möglichen  Werthe  von  A 
'^^ig,    und  jedem  entspricht  ein  anderes  System  von   Fehlern 

^*r. v».      Die   VVahrscheinlichkeiten   aieser  Fehler   sind 

^glich  q>(vi), ,  <p{vn);  die  Wahrscheinlichkeit  somit,  dass  sie 

^nimtlich  zugleich  vorkommen: 

vC''! )  •  v(0 ('pOii)=^- 
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Hat  man  nun  iri^end  welchen  Wertb  für  A  ab  den  wahren  anj 
nommen ,  so  erlangt  auch  <D  einen  bestininiten  Werth,  und  d 
jenige  Werth  von  A  wird  zu  wählen  sein,  für  den  O  ein  Ma 
mum  wird. 

Man  kann  dies  auch  noch  so  betrachten.  Sei  z  der  wal 
Werth  von  A;  0| ,  cr^,  ...,  an  die  durch  die  Beobachtungen  geft 
denenWerthe  dieser  Grosse^  so  sind  die  begangenen  Fehler :  x^i 
2—^99  ...•>  z — an  und  die  Grösse 

tp(z  —  ai)(p(2  —  a.i) ...  q>(z  —  o«) 

drückt  die  Wahrscheinlichkeit  aus,  dass  man  statt  des  angenoi 
menen  Werthes  z  für  A  durch  Beobachtung  finden  werde:  < 
...»  an»  Daraus  folgt  nun,  nach  I.,  nachdem  die  Werthe  Oi,  •. 
Oh  erschienen  sind,  dass  die  Wahrscheinlichkeit »  z  sei  wirklu 
der  richtige  Werth  von  A  gewesen,  ist 

q>(z — Ol  )(p(z — fig) ...  (p(z  —  au) 
Zq>(i  —  iii)g)(2  — 1/51) ...  9(2  —  an)  * 

worin  S  sich  auf  alle  möglichen  Werthe  von  z  erstreckt.  Jen( 
Werth  z  ist  der  wahrscheinlichste,  fiir  den  diese  Grosse  ein  M 
xiroum  ist.  Da  der  Nenner  nicht  von  z  abhängt,  so  wird  man  ab 
xür  Bestimmung  von  z  haben: 

g 

-g^  [g)(riV(r4)....  9(r«)]=:.0, 
d.  h.  wenn  man  bemerkt,   dass   -ö--=-x-^=....  =  "g-^  =  l: 

« 

Je  grösser  nun  die  Anzahl  n  der  gemachten  Beobachtung« 
ist.,  desto  sicherer  wird  man  darauf  rechnen  dürfen,  dass  uni 
den  begangenen  Fehlern  gleich  viel  (und  bezuglich  gleich  gross« 
positive  und  negative  Fehler  .vorkommen,  mitbin  alsdann  d 
Summe  ri  4-^2 ~f  •'•"(- c»  sich  desto  mehr  der  Null  nähert,  je  grö. 
ser  n  ist  Da  wir  die  Fehler  als  rein  zufällige  annehmen»  c 
wird  diese  Annahme  wohl  gerechtfertigt  sein.  Aber  je  grösser 
ist,  desto  sicherer  wird  man  darauf  zählen  dürfen,  dass  d( 
wahrscheinlichste  und  der  wahre  Werth  von  A  zusammenfalle) 
da  wir  uns  dem  wahren  Werthe  durch  Verviellaltigung  der  Beol 
achtungen  offenbar  immer  mehr  nähern  müssen.  Demnach  we 
<l®o,  je  grösser  n  ist,  die  in  {a)  vorkommenden  Fehler  «9|,  e^  .. 
Vn  sich  immer  mehr  den  wahren  nähern,  zwischen  denen  dl 
Gleichung 

»1+»»  + +  »«  =  0         (ß) 
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besteht  Eine  Abhängigkeit  darf  zwischen  den  Grössen  0| ,  a^, 
-M,  o«  keineswegs  bestehen,  da  wir  voraussetzen»  dies^  sfimmt- 
Beben  Grössen  seien  direkt  durch  Beobachtung,  also  unabhäneig 
▼OD  einander»  gefunden.  Würden  nun  die  zugleich  bestehenoen 
Gleichungen  (er)  und  (ß)  von  einander  verschieden  sein,  so  konnte 

Man  z  zwischen  beiden    eliminiren   und  man  erhielte  dann    eine 

GMchung   zwischen    Oi,  a^^  ,  On»    gegen  das  eben  Gesagte. 

Damit   aber   diese    beiden   Gleichungen    identisch    seien»     muss 

aottwendig 


alpnein  also 


=A:m  , 


ip(r) 


=  A-p 


iMB,  WO  k  eine  negative  Konstante  ist»  indem «^'C^)  und  v  von 
VMucbiedenera  Zeichen  sein  werden,  während  fp{v)  positiv  ist. 
Setit  man  also  A:=— SA^»  so  ist 


?'W 


—  ^^>&sv« 


«•hrch  die  Gleichung  (2)  bewiesen  ist.    Von  da  an  folgt  alles 
Debrlge  nun  leicht. 
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De  rexpresslon  n^onionietriqae  des  raelnei 
de  reqaatlon  da  3i^me  degre. 

Par 

M.  E.  J.  Bjorling 

e 
ä  Westeras  en  Saede. 

(Extrait   de  Taper^u  des    Transactions  de    l'Aead.  des 
Bciences  de  Stockbolniy  Seance  du  9.  Oct.  1850.). 


II  est  bien  counu  qiie  Von  a  trouvö  des  demonstrations  de  U  i 
proppsition  que  les  racines  de  la  gf^n^rale  öquation  alg^brique  j 
d*un  degrö  sup^rieur  au  4ieni%  ne  peuvent  s'exprimer  aa  moves 
de  quelque  fonction  algebrique  des  coefBcients  de  Töauatioii. 
Mais  OD  n'est  pas  pourtant  assure  que  cela  ne  peut  se  faire  ai 
raoyen  d*une  fonction  de  quelque  autre  classe,  p.  ex.  d'une  fonction 
goniom^trique,  logarithmique,  elliptique  etc.  des  coefBcietits.  Peut- 
etre  une  recherche  dans  ce  champs-lä  ne  manquerait  pas  d'interdt 

Voici  prealablement  une  sp^cialite  de  ce  genre. 

A  ce  que  je  sait«    on  n'a  pas  encore  observe  assez  bien  qae 

|a  forme  ^cosz  des  racines  de  Tequation  du  3ieme  degr^  dans  le 

cas  special  que  l'on  a  nommö   le    casus   irreductibilis,    s'a* 

dapte    en   cffet  nettement  aux  racines  d*une  öqaation 

quelconque  de  ce  degrä,  pourvu  toutefois  que,  la  quantite  s 

etant  ou  imaginaire  ou  reelle  et  numäriquement  >1,  Ton  appliqoe 

aux  uotations 

• 
C0S2 ,     arccos((x)) 
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kB  d^finitions ,  par  lesquelles  on  est  convenu,  il  n*y  a  pas  lon^- 
fmfs,  de  fixer  dans  cea  cas  le  sens  de  ees  inöiues  notatioDs"^). 
Ces  ^aelqoes  lignes  suivaiiten  feront  voir  que  cette  assertton  est  bien 
bniee,  et  qoe  Ton  peut  avoir,  eq  effet»  direetement  et  avec  la 
ptos  grande  facilit^,  rexpression  coovenable>  de  la  forme  dont  il 
i'agit,  des  racioes. 

l.    Afin  de  räsoudre  T^quatioD  du  Siöme  degrä 

(1)  0:3 -aar +  6=0, 

T«pent>  en  posant  2t/c682  au  Heu  de  x,  cbercher  toutes  ies  va* 
te.de  2ycosz  qui  satisfont  ä  T^quation 

8y '008*2  —  2aiyoos2  +  6=0, 
m  i  V^uatioQ 

2y'(co832  +  3cos2)  — 2aycosz  +  6  =0 , 
«m^me  a  ^ 

(2)  2y»cos32  +  2(3^—  a)ycoss  +  6=0, 

«ikini,  en  posant 

3y*— a  =  0,    ou  plut6t    ^=1/3'» 

chereher  toutes  Ies  valeurs  correspondantes  de  cosz',  ou  m^me  de 
X,  qni  satisfont  k  IVquation 

2v'cos3z+6=0, 

cid.  toutes  Ies  valeurs  de  z  qui  satisfont  k  Täquation 

2rj')*co832  +  6=0, 
«i(ü  omettant  ä  present  le  cas  de  a=:0)**)  k  l'äquation 

cos3z  =  -- ^^ , 
Ml  CO  qui  revient  au  möme,  k  la  suivante: 


*)  Toir  p.  ex.  Ies  Actes  de  rAcad^mie  des  sciences  de 
Bttckli«  ponr  Fannie  1847  pag.  275;  Exercices  d*Analyse  et  de 
Pk7t.nath^m.  (T.  III.)  de  M.  Cauchy. 

^)  II  est  bieo  eTident,  en  effet,  qu^  dans  ce  cat-lä  notre  asser- 
^  d-dessns  ne  se  trouTe  pas  ■ullemenl  en  d^faut. 
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2=y,arcco8(( [^^5]r))' 

par  consöqueot  toutes  les  racines  de  Täquation  propoa^e  se  trot- 
vent  comprUes  dao8  le  second  menibre  de  cette  autre : 

(3)  jr=:2y  j.co8ty3arcco8((— -nj^p-))!. 

2.    Pour  ne  laisser  rien  k  d^8irer  k  cet  ^gard.    dou«  «llfiM 

v^rifler  k  present  qu'en  effet  dan8  toii8  les  cas,    les  coeHkieali 

'de  r^qaation  proposee  ^tant  reeU  (a  non  =0),  les  valeiirs  de  x 

qiie  fournit  cette  forniule  (3)  coTiicident  pr^iaenient  avec  lea  ei* 

presaiooa  ordiiiaires  des  racines  de  requation. 


1.). 

a  ^taiit-positif,    et /i/    x»   nnm^r.   ^1  (oa  j- ^s^) 

(casus    irreductibilis), 

notre  formule.(3)  donne  irom^diatement,  comme  k  Fordinaire, 

e±2kfc 


(30  ^=2V^J 


cos 


3 


6  designant 


arccos(~-pj^jj-), 

compris  entre  les  liinites  0  et  sc« 
et 

k  on  nombre  pair  quelconque  (0  inclusive)  t 

dont  on  obtient  les  diverses  valeurs,  au  nombre  de  trois,  eonus 
on  sait,  en  posant  successivement  2A:  =  0  et  =2. 


2.). 


a  ^fant  positif«   et  —  nj    \\    Munier.>l  (ou  J"^?*) 
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comiDe  en  genöral,    a  etant    num^riquemeot     >1»    Texpression 
ircco8((a))  represente*) 

Arcco«((;^))±t.log(V"i^  +  V^;j^^l),     . 
Botre  formule  (3)  donne,   a  dösignant  ^  (poar  abreger) (i^C  * 

ar=2y  j  .  cos  ( Viarccosai !))+«.  logV"V^+  Va*— 1 1 , 

a  savoir,  J:l»  selon  que  6  est  n^gatif  ou 
positif,  , 

=2^  J  .  cos  j^i.Mog  VVaH^c'^'j  . 

le  nombre  entier  m**)    etant    pair   (0  in 
clus  )  ou  rtnpair,   selon  que  b  est  n^g.  ou 
positify 

3 

s      

+  — ;;:;r' — ;;rr-V  ^^-'^«^' , 

WTC    ,    ,    ,     IWTr     ¥  /    -» 

cos-j-±i.sin-Y-  ) 

(Aavoir,    le    ineme  signe   avant  la  lettre  i 
dans  les  deux  termes); 

^idire,  dans  le  cas  de  &  u^gatif  [puisque  alors 

"cos-;t- ±  t.sin -Q-  est  =((1)))*, 

on  obtient  les  trois  valeurs  en  posant  süccessivement  iii  =  0 
^^2],   les  trois  racioes  ordinaires: 


*)    Voir  p.  ex.  les  Actes  de  TAcad.   1847.,  pag.  292. 

*^  On  con^oit  bien  qne  Ton  pent  n*avoir  egard  ici  anx  raleurs  n^- 
S^ÜTei  de  iff,  TQ  qa'en  effet  les  deux  expressions  donbles  eo*(aJ^6} 
*teos(— nJt^)  n'indiqnent  qoe  le  m^mc,  Tone  et  Taatre. 
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1»  ßf  /3*  designant  leti  trois  vnleurs  de  FexpresBion  ((1))^,  et, 
plus, 

*~       {(Vs«)«   ' 
et  eofin»  «dans  le  cas  de  b  positif  [puisque  alors 

mn      ,    ,   mn  . 

C08-Q-  ±  i.siii-«-   est  =(( — 1))* 

OD  9    ce  qui   revient  .aa  in^roe,    =  —  ((1))^]>    (es  meines  raciD 
affect^es  par  le  signe  minus. 


3.). 
a  etant  n^gatif  (= — A)y 

comme  od  peut  alors«  pour  plus  de  simplicitä,   präsenter  la  fo 
mule  (3)  sous  la  forme 

j;=2tl/  -ö-'CostVsarccosCCyO)), 

y  designaot  —  -(ij^jT ' 
et  qne  Ton  a»  en  outre, 

arcco8((yö)  =  arcco8((l))±[J-i\log(y+\^^qhT)]*), 
il  en  räsulte  qu'eu  effet  la  formule  (3)  donne,  dans  ce  cas, 

a:  =  2iy  3  .  cos  j-gp  ±  \^-i\oy^ y^^YTl\  \ 


3  .  |(codg-  +&m^Kcos-^  ±iatn-j-)Y  y+V^y* 


+  1 


(cosy+ising-Xcos-^  +  tsin-g- )  ' 


*)    Voir  p.  ex.  lea  Aetet  de  rAcad.  1847.,  pag.  293. 
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(BBroir,   le  mdme  algiie    avKDt  la  lettre  i 
dans  l«s  denx  termes), 

«•  bleo ,    i  itaat  =  cos  ^  -|-  isio  g- : 

V^    1,       2«       .  .    2jr  2jtn  .  ,  .    2*ä  4'/  ~ 

(cos -j-  +i»in -5-  )  (eoa-ii- ±  tsiQ -j-) 

I«  «Hwriqueot,  si  l'on  observa  eo  ontre  qn'«D  efet 

2«  ,  .  ,    2« 
c«a  -5-  +  laln  -g- 

«t  ime  des  valenrs  d«  l'ezpresaion  ((l))t  et,  par  mite, 

2«  2w^,      2A«,  ,,   2A«.       ,,,^^ 

(cos  3  +Miii-5-)Ccoa-j-±»iD-^)={(I))l, 

«retroDve,  anasi  dans  ce  dernier  caa,  les  formes  ordiaairtB 
fandDea,  y  <tant  tontefols 

"-dys ri-^TTTT.  y=Gy\r^ 


n«»«. 
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Velmnirsaiiteabeii  Ittr  ISchüler. 


Lehrsatz. 
VoD  dem  Hmtb  Prof.  Dr.  Schid milch  xn  Dtesticn. 

Es  ni5gcD  ^f  Ol»  p«»  Ol ......  weaeotlicb  positive  GrSsseli  U 

zeichnen,    die  ins  Unendliche  abnehmen,    so  dass  L1m^=Vifl 
fdr  ft  =  OD;  dann  gilt  folgendes  Theorem: 

Wenn  von  den  beiden  unendlichen  lleihen 
eo  +  Pi+e»  +  ^  +  

eo»+^i*  +  e4»  +  ^s*  + 

die  erste   divergirt»   die  zweite   aber  convergirt,   so  i 
immer : 

l=eo  +  (1— ft>)Pi  +  (t— Po)tl  -  Pi)ea 

So  findet  man  z.  B.  ftir 

1        _1  1  1 


f  t ■ *••■ 


womit  die  obigen  Bedingungen  erftillt  sind: 

'-O +  2.3 +  3.4+ 4.5  ^ 
WM  bekaoiitlich  richtig  ist. 


235 


Lehrsatz. 
Von  dem  Hnrni  Prof.  Dr.  Seh  15 milch  la  Dresden. 

Die  Summe  der  endlicheo  Reibe 

*+     1     ^+  1.2         *+  1:23  ' 

■*"  1:255  *^  +  "  • 

•der 

1  +  (m  -  l),a;  +  (»»— 2),»*  +  (m  -  3),jj»  + , 


«win  X  eine  v5Hig  willkührliche  Grusse  und  m  eiue  ganze  poei- 
ttie  Zthl  bezeichnet »  ist: 


.     !L(Vl+4ar— l)«  (V"i+ir  +  l)-JV*l  + 


4r 


jf 
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\' 


Iscellenu 


lo  dem  in  vielen  Beziehungen  ausgezeichneten  Werke  4c9 
Herrn  Professor  Doppler  in  Wien:  «»Versuch  einer  Er* 
Weiterung  der  analytischen  Geometrie  als  Grundlage 
eines  neu  einzuführenden  Algorithmus.  Prag.  1843.4.% 
welches  nicht  so  viele  Verbreitung  gefunden  zu  haben  schetnt^ 
wie  es  jedenfalls  sehr  verdient,  findet  sich  auf  Seite  138.  M^ 
gende  gelegentliche  Bemerkung,  die  ich  zu  weiterer  Bekanntwcr» 
düng  mir  hier  mitzutheilen  erlaube.  G; 


Bekanntlich  haben  schon  Euler,  Lag  ränge  und  Andere 
allgemeine  Vorschriften  zur  Auffindung  rectificabler  Curven  gege- 
ben. Da  es  mir  aber  scheint,  als  ob  die  nachfolgende  von  m 
bekannten  wesentlich  verschieden  wäre,  so  vvird  man  es  entschuU* 
gen,  wenn  ich  sie  hier  in  Kürze  anführe.  Ist  97(0:)  eine  solche  Fnnctiofl« 

dass  sowohl  q>{x)dx  als  auch  —j-r  $  d.  h.  deren  reziproker  WeHb^ 
integrabel  ist:  so  ist  die  Cnrve,  deren  Gleichung 


y=y,y*9(x)Ar-%y*^ 


ist,  jederzeit  rectificabel,  und  die  Länge  eines  beliebigen  Stücke« 
davon  liefert  der  Ausdruck 
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It«t  z.  B. 

V 

»o  hat  man  wegen 
nd 

lud  daher 

doe  solche  Curve  und  ihr  allgemeines  Integral  des  Bogeos : 

'i=»/^«-%a:  +  %I(lr-5)+C. 
Oder  es  sei 

9(j;)  =  sina;, 
■ükin 

/    8iBxdx:=z — co8;r  +  6 

«d 

/-; —  =1  tangVs^; 

Usr  ist  die  rectificable  Curve 

y  ==  %ltang  Va^  +  cosx  -f  C^ 

;i  =  y^l  tang  Vta:—  cos  ar  +  C 
Oder 

also 


rdx\rpX=:%'Vp.xl 
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und 


J  VöjT      t  0  * 


M  px 

und  somit  die  rectiticabie  Curve 


y  =  %Vp-x'^-'i^^ 


und 


i^=*UVp 


}  .■      .'rt 


< 


In  Nr.  183.  und  Nr.  184.  rS.  137.)  der  Mittheilnn^en  ^ür 
naturforschendern  Gesellschaft  su  Bern  thedt  Ikit 
R.  Wolf  Folgendes  über  Maupertuis  und  Voltaire  mit,  dk 
bekanntlich  gegen  einander  sehr  feindlich  gesinnt  %varent    .'* 

Maupertuis  starb  erst  zwei  Jahre  nach  Samuel  KSnlft 
nämlich  am  27.  JuÜ  1759,  und  zwar  zu  Basel  in  den  Armen  J«* 


hannes  11.  Bern ou III.    Während  er  im  Todeskampfe  lubil 
auch  Voltaire  nach  Bas^l,  und  liess  Bernoulli  bitten j  um  hl 
Gasthofe   zu   besuchen.    Dieser  erzählte  ihm  von  dem  Zuelnit 
Maupertuis,    und  seinem  sehnlichen  Wunsche >    sich  Doch  mit 
Voltaire  zu  versöhnen;    aber  Voltaire  entHchuldigte  sich  ntt  , 
seiner  schwachen  Gesundheit,    und  statt  den  Nagel  zu  bedaiNirit 
den  er  durch  seinen  Doctor  Akakia  Maupertuis  früher  in  de*, 
Todtenbaiim  geschlagto,    liess  der  giftige  Mann  als  Antwort 
die  Einladung  zur  Versöhnung  einen  zweiten  folgeu.  Er  fand  näm* 
lieh  in  seinem  Gasthofe  ein  oildniss  von  Maupertuis   mit 
Versen :  ' 

Le  globe  mal  connu,  qa'il  a  s^u  mesurer, 

Devient  un  monument  oü  sa  gloire  se  fonde;  \x\^ 

Son  sort  est  de  fixer  la  figure  du  monde. 

De  lui  plaire  et  de  leclairer; 

welche  er  ihm  selbst  in  den  Zeiten  ihrer  Freundschaft  zu  diesen 
Zwecke' geschrieben  hatte.  Diese  Verse  verdrossen  ihn  jetzt,  usd 
er  schrieb  auf  die  Rückseite. des  Bildes  die  neuen  Verse: 

Pierre  Moreau  veut  toujours  qu'ou  le  loue, 
Pierre  Moreau  ne  s^est  pomt  dement! : 
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Par  moi,  dit-il,  le  monde  est  applati.... 
Kien  n  est  plus  plat,    tout  'le  monde  Tavoue. 

»  Ibo  von  Voltaire  boshaft  besudelte Bildniss  f^olf  noch  JiBtait 
!ir  Basler  Bibliothek  aufbewahrt  werden. 

•    -  ::    .  -^  :*■■     ■ 


\ . 


eher    Culer's  ungemein   grosse^Thätigkeit  äussert  Herr  R. 

in  den   Mittheilungen  der   naturforsehenden  Ge* 

chaft  zu  Bern  (Nro.  201 .  202.  S.  53.) sich  folgendermassen : 

Wie  Euler  in  56  Jahren  (ajiich  mit  aller  Hülfe,  welche  ihm 
I,  Kraft,  etc.  während  seiner  17jährigen  Blindheit  mit  wah- 
Lufopferuni;  leisteten)  32  Quartbände  und  13  Octavbände 
ständiger  Werke,  —  daneben  gegen  700  zum  Theil  sehr  grosse, 
en  tiefs^innigsten  Speculationen  und  Rechnungen  angefüllte. 
He  Theile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  beschla- 
I  Abhandlungen,  welche  in  den  verschiedenen  academischen 
Jungen  abgedruckt  wurden,  —  und  dann  noch  eine  Menge 
gegenwärtig  zur  Publlcation  geordnete  Abhandlungen  schrei- 
onnte,  so  dass  der  jüngere  Fuss  in  seiner  „Nachricht  über 
Sammlung  unedirter  Handschriften  Leonhard  Eulers  und 
die  begonnene  Gesammtäusgabe  seiner  klein ereii  Schriften*' 
Dzahl  aller  gedruckten  und  ungedruckten  Schritten  Euters 

9  Nummern  angiebt,  die  in  einer .  Gesammtausgabe  in  ^uart 
ttlens  2000  Drackbogeb  einnehmefa  würden,  ist  hi¥i4ik  fast 
reiflich.  Wie  aber  Euler  neben  dieser  schriflstelteirisdliln 
j^eit  noch  Zeit  fand,  als  Lehrer  und  Erzieher  zu  wirken,  — 
iphische  Arbeiten,  Nivellements  etc.  zu  beaufsichtieeD ,  Lot- 

Qnd  Finanzprojecte  zu  prüfen,  —  Inschriften  auf  Medaillen 
denken,  —  Unterhandlungen  mit  fremden  Gelehrten  zu  fäh- 
tc.,  und  doch  weder  eine  grosse  wissenschaftliche  Correspon- 

noch  die  Lectur  wissenschaftlicher  und  politischer  Bücher 
Uätter»  noch  Ciavier-  und  Schachspiel,  noch  seine  Familie 
amentlich  die  Leitung  einer  allabendlichen  HausandacBt  im 
Hten  zu  vernachlässigen,  ist  wahrhaft  erstaunenswerth ,  und 
vürde  es  nicht  glauben,  wenn  nicht  alle  seine  Biographien 
icbliche  Belege  dafür  anftihrten.  Und  doch  schloss  sich 
r  den  vielen  Besuchern ,  die  oft  aus  weiter  Ferne  zustrum- 
nicht  ab,  und  fand  immer  Zeit  Jedem  zu  dienen,  der  sich 
lieh  und  schriftlich  an   ihn  wandte,  —  obschon  die  Zeit  für 

10  schnell  ablief  als  fSr  Andere.  Mochte  Eulers  Beispiel 
beschämen,  welche  sich  immer  über  Mangel  ah  Zeit  bekla- 
—  namentlich  wenn  das  Anliegen  keine  goldene  Rückwand 
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Der  berfihmte  DaDiel  BerDoalli  fahr  einmal  mit 
Herrn  Tränt,  Acadämicien-botanbte  de  Paris,  im  Wagen»  obae 
dasa  beide  sich  kannten.  In  Folge  eines  gelehrten  CrSsprldw^ 
das  sich  zwischen  ihnen  entspann,  fragte  Hr.  Tränt  adnen  Ge- 
föhrten,  wie  er  heisse.  ^Daniel  Bernonlli/'  war  die  Antwort 
Herr  Tränt  elanbte  Tezirt  za  werden,  nnd  antwortete:  „UmA  ich 
heisse  Isaak  Newton/'  Bernonlli  bewies  ihm  nnn  dvchl 
Adressen  von  Briefen,  die  er  bei  sich  trug,  dass  er  nicht  ^ 
scherzt  habe,  und  nun  gab  sich  auch  Herr  Tränt  als  Herr  Träi 
zu  erkennen.  ' 


i 


9» 


Druckfehler. 


Theil  XV.  Seite  HL  (im  Inhaltsverzeichniss)  Z.  L  ▼.  a. 
Kegelsegmeat*'  s.  m.  „Kugelsegment.' 
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Theil  XVn.  8.  221.  Z.  3.  v.  n.  in  der  Note  statt  ,,S«] 
setse  man  MDIfferena." 


iil 


Vii 


XXIII. 

eber  das  katoptrische  und  dioptri- 
Ae  Beleuchtnn^ssystem  für  Itencht- 
tbürme. 

Van 

I  (lern    Herausgeber. 


Einleitung. 

Dl«  Slteslen  Leiichthürme  wurden  v-alirscheinlich  Mosb  durch 
llief  euer  erleuchtet, «ihne  AnH-endung  irgend  eines  besouderen  opli- 
•■■Auitariite.  Ucr  bertihmteHleLeucbthurmdesAllerthiimsaulder 
MKimT  PbaroH*)  vor  dem  Unreii  von  Alexandrien,  wel- 
ir  tm  Jahre  -2H3  v.  Chr.  ti.  von  Soatrutus  erbaut  nurde  und 
ifuas  hoch  »ar.  tviirde  wahrscheinlich  durch  ei»  bb>s<«es  Hol?- 
RT  iieleuchtel .  ilus  U7UÜ  Rbeinliindische  Knlheii  iteil  eichllitir 
veaea  sein  soll.  Frt^ilich  bat  man  uus  einer  iStellc  den  Pli- 
■•,  wo  derKclbe  von  der  Verwecbeluiig  de«  etilfernten  Feuers 
l^ilcftL  Lichte  eines  Sterns  »pricht,  schbetisen  nullen,  daso 
iWB  4aDinls  Latugien  gebraucht  "urden ,  doch  ist  so  weni^  2u- 
■Mohüncejidcs  und  Znverliissiges  über  dieses  von  den  Allen 
■  4iU  Wellnuiidcr  eehallene  (iebiiude  bekannt,  dasei  nJch  darüber 
VM  GcwiKisoB  nicht  88)ien  lässt.  Der  Tfiiirm  war  aus  einem 
flMeii  sehr  harten  Steine  erbaut,  und  man  l'i^  Jahre  gestan- 
W  bfcen.  Dm  I ranziisiücben  GelehrleQ,  welihe  Napuleon  nach 
•Ifypten  begleiteten,  berichten  in  der  „Uescriittion  de 
i(]rpl«".  da»s  noch  einige  Pfeiler  des  Tliurms,  vielleicht  die 
nh  eines  Thetles  der  GrQnihm);en  oder  Vergrüsseruneen  ilfK 
Uleui*»,  aur  welchem  das  (inltSude  stand,  bei  ruhigem  Aleere 
Ihr  dem  Wasser  sichtbar  i^iiid**). 


") 

itut  Faxillnn. 

«;2. 

Ich  e 

Ka 

)  bea 

iHil, 

nüeltiic  iitnB  NntiüPn  »nt  d 
rli    i^aeliacliBn.     franai' 
rb..lt«l    r..n   A.    Hp.o. 
Sj.   11.      Xucb   der    Ki.rj.rl 

*Ml  MX. 


242 

Wenn  man  einen,  besonderen  optiüchen  Apparat  ia 
dang  bringt,  so  muss  dessen  Einricntung  immer  auf  das 
gegründet  werden»  dass  er  alle  von  einem  TeuchtendeD  Ponh 
von  einer  recht  zweckmässig  eingerichteten  iLampe,  aus 
Lichtstrahlen  entweder  durch  Reflexion  oder  durch  R 
in  eine  solche  Lage  bringt«  dass  dieselben  sSromtlich  nac 
lelen  Richtungen  fortgehen ,  und  natörlich  durch  eine  g 
Stellung  des  Apparats  auf  jeden  beliebigen  Punkt,  der 
tet  werden  «oll,  gerichtet  werdfeo  können. 

Die  katoptrischeu  Apparate  bestehen  allgemeio  aus  ] 
sehen  Hoblspiegeki ,  In  deren  Brennpunkte  sieh  die  Lai 
findet,  und  gründen  sich  auf  den  bekannten  Satz  von  d 
bei,  dass  jeder  von  ihrem  Brennpunkte  ausgehende  Radiu 
eegen  die  Parabel  unter  demselben  Winkel  geneigt  ist, 
durch  den  Punkt,  in  welchem  die  Parabel  von  dem  Radiu 
getroffen  wird,  mit  der  Axe  der  Parabel  gezogene  Paralh 
eher  Satz  eigentlich  nur  ein  besonderer  Fall  des  bekanntei 
von  der  Ellipse  ist,  dass  alle  aus  dem  einen  der  beider 
punkte  einer  Ellipse  ausgehende  Vectoren  von  der  Ellip 
dem  bekannten  katoptrischeu  Grundgesetze  so  reflectirt 
dass  sie  in  dem  anderen  Brennpunkte  der  Ellipse  sich  sfi 
wieder  mit  einander  vereinigen.  Wer  zuerst  parabolische 
zur  Beleuchtung  der  Leuchtthurme  angewandt  hat,  ist  n 
nau  bekannt;  nach  William  Hutchinson  sollen  sie  » 
Jahre  17(>3  bei  vier  Leuchtfeuern  zu  Bidstonc  und  H< 
in  Anwendung  gebracht  worden  sein;  in  Frankreich  soll  ah 
lere  zuerst  im  Jahre  1783  empfohlen  haben,  und  von  c 
rOhmten  Bor  da  wurden  aus  plattirtem  Kupferblech  r« 
Reflectoren  auf  dem  Leuchtthurme  von  CordTouan  am  Ai 
der  Garonne  angeordnet  Es  kann  hier  naturlich  nicht  nc 
sieht  sein,  die  oben  erwähnten  allgemein  bekannten  S&i 
den  Kegelschnitten  zu  beweisen  und  näher  zu  erläutern, 
steht  aber  die  in  mathematischer  Beziehung  interessaoti 
von  allgemeiner  Natur  ^  ob  die  Ellipse  die  einzige  Cm 
welche  die  Eieenschaft  hat,  alle  von  einem  Punkte  ausf 
Strahlen  durch  Reflexion  nach  dem  bekannten  katoptrischeu 
gesetze  wieder  in  einem  und  demselben  Punkte  zu  ver 
oder  ob  es  nicht  noch  andere  diese  Eigenschall  besitzem 
ven  giebt.  Da  mir  nicht  bekannt  ist,  dass  diese  Frage 
völlig  genügend  beantwortet  worden  sei,  so  werde  ich  i 
genoen  ganz  im  Allgemeinen  eine  vollständige  Beantwortu 
selben  zu  geben  versuchen,  was  in  dieser  Abhandlune  mi 
ziger  Zweck  bei  der  Betrachtung  des  katoptrischen  Belenc 
Systems  ist,  da  alles  Uebrige ,  was  Aber  dieses  System  zu 
ken  wäre,  allgemein  bekannt  ist,  und  ich  dergleichen  bi 
Dinge  hier  nicht  wiederholen  will. 

Dioptrische  Beleuchtungsapparate  sind  zwar  schon  to 
1773  von  Condorcet,  im  Jahre  1811  von  Brewster  ero 
worden ,  aber  doch  erst  in  Anwendung  gekommen ,  als  < 
rühmte  Fresnel  im  Jahre  1822  seine  sogenannten  Polyi 

rise.  T.  III.  Art.  Phare.  p.  83.  snll  dieser  Lenchtiharm 
Jahre  der  Welt  470  iron  dem  Könige  Ptolemäus  vun  Aeg^rpten 
wordrn  «ein. 


m 

en  erfand.     Fresnel  gali  in  diesen 
chloTig^syetem  eine  jetzt  seilen  ee«'' 

tiem  folgenden  Titel  heraiiR:  Memoire  eur  un  iiouveaii 
Apie  d'eclairape  des  pbares;  par  M.  A.  Fresoel, 
nieurnu  Corps  IJoyal  des  ponts  etcliauSK^es.  Paris. 
.  4.  Diese  S<:hrilt  enthält  aber  nicht  das  Geringste  über 
lalhenialische  Theorie  der  Polyzonal-Linsen,  eo  inslructiv  sie 
flliriaeijs  in  anderer  Rücksicht,  namentlich  in  Beziii;  aufdnn 
llich  Praktische  der  Beleuchtune  ist.  Eine  undereAhhanii- 
voti  Fresnel  soll  «ich  in  den  fSchriften  der  Sncietä  nfai- 
itique.  Annee  lS-22.  p.  1-^3.  Iietiiiden,  nelclie  wahrHcfiein- 
nehr  über  die  malheniHlische  Theorie  enthalten  wird,  die  ich 
ber  bis  jetzt  nicht  habe  verschaffen  kvnneo.  In  den  physi- 
iben  Lehrhilchern,  aiii:li  in  dem  Treatise  on  Optica  by 
rater.  Ne»  edillon.  London.  I83I.  p.323.,  linden  sich 
«ns  (iberflächliche  Benictkunpen  fiber  die  Puly^tonal- Linsen, 
lelbst  io  der  neuen  Ausgabe  des  (ie  hler'schen  physika- 
len  Wiirterbuchs  kommt  überdiesetbon  nichts  «eiter  vor, 
le  «ans  karie  und  weaie  fc^nüsi-ride  .Notiic  im  Artikel  Brenn 
Tbl.  I.  8.  VMi-  Uie  neuerlich  er&cbienene,  schon  oben  er- 
t»  Schrift:  (Jeher  Levchtthurme  von  A.  Hess.  Ber- 
Iä«L  4.  liefert  BlIerdinK-s  die  matheraatieche  Theorie  die- 
iiRseii  mit  der  auadriickitchen  Bemerkung  (ä.  48.},  dass  die 
ekelten  Formeln  von  Fresnel  herrühren.  Die  ächrilt,  aus 
ler  Herr  Hess  «eine  matheroatischa  Theorie  geachöpft  hat. 
er,  ivie  en  ivenisstens  scheint,  das  wichtig  Werk  t  Account  ol 
ikerryvoreLightbouse,  nitb  INotes  on  Ihe  illu  ni  i - 
tn  of  Lighlbouses.  Edinburjrh.  184S.  vnn  Alan  Ste- 
ron  aber  den  berühmten  Leuchtthiirm  auf  den)  Skerryvore 
n  auf  der  Wealseite  von  Schottland,  welcher  von  dem  be- 
en  Verfasser  de«  Werks  im  Jahre  1838  erbauet  nurde.  nach- 
icbon  früher  RnbertStevenson  den  Skerry vore Rock  niehr- 
uif  amtlichen  Reisen  besichtigt  hatte.  Die  von  Herrn  Hess  pc- 
le  mathematische  Theorie  leidet  aber  an  grosser  Unklarheit, 
et  sich  nrtheilen  lasst,  auch  an  Uneenaniskeit.  .«o  dnss  ninri 
r  That  fast  iweifelhaft  wird,  ob  Herr  Hess  «lieso  Theorie 
t  rallslandig  verstanden  hat;  nnd,  so  gern  ich  auch  das  Ver- 
t  der  Schrift  in  praktischer  Beziehung  anerkenne,  da  in  der- 
D  Vieles  gesammelt  ist,  ivas  ohne  dieselbe  der  Architekt  in 
I  anderen,  oft  schwer  xu  erhaltenden  Werken  mühsam  zusam- 
■chert  tnüsste .  so  glaube  ich  doch  n'irhl ,  dass  die  gegebene 
toialische  Theorie  irgend  wie  geeignet  ist.  ein  nirUich  kla- 
'eretSndniss  der  Sache  zu  vermitteln-  Hierdurch  bin  ich,  für 
tache  selbst  mich  lebhaft  inleressirend ,  veranlasst  »orden. 
hat  eine  strenge  mathematische  Theorie  der  Presiiplschen 
pt-Polyzonal-Linsen  mit  aller  mir  m."glichen  Deutlicl.k.-it  im 
'nden  zu  entivickcin,  um  so  mehr,  da  sich  in  den  gaiiglmr>'n 
iaiiechen  Werken  gar  nichts  irgend  wie  Genügendes  über 
■  Gegenstand  findet.  Ausser  der  Theorie  der  Haupt- P»ly- 
■Linsen,  die  Übrigens  auch,  wie  wir  späterhin  sehen  werden. 
ecundiirer  BeleiicbtunEsnnparat  henuixt  zu  werden  pflegen, 
e  ich  auch  noch  die  Theorie  der  secundfiren  Ileleucblune^- 
ate  enttvickeln,  die  jetzt  ivohl  den  meisten  Beifall  üiefnnden 


I 
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II. 

Dad  katoptrische   Beleachtangsayafem. 

Nach  dem,  was  in  der  Einteitang  gesagt  worden  Ist,  wollea 
wir  also  jetzt  die  folgende  Anfgabe  aiuziiiöseD  versuchen: 

Die  Cnrven  za  bestimmen,  welche  die  Eigenschaft 
besitzen,  dass  siealle  aas  einem  nnddemselben  Punkte 
ausgehende  Lichtstrahlen  nach  dem  bekannten  kat« 
optrischen  Gesetze  so  reflectiren,  dass  sich  dieseK 
ben  nach  der  Keflexion  wieder  sSromtlich  in  eines 
und  demselben  Punkte  Tereinigen« 

Wir  legen  unserer  Betrachtung  ein  rechtwinkliges  Coordinat» 
s^'stem  der  jy  zu  Grunde,  und  nehmen  die  gerade  Linie,  wdA 
durch  den  leuchtenden  Punkt,  von  welchem  die  sämmtlichen  Strahhi 
ausgehen ,  und  durch  den  Punkt ,  In  welchem  sich  dieselbe  nach 
der'  Reflexion  an  der  gesuchten  ('ur\'e  wieder  sHrorotlich  mit  siih 
ander  vereinigen,  geht,  als  Axe  der  jr  an.  Dies  vorausgesetaC 
seien  a,0  die  Coordinaten  des  Punktes,  von  dem  die  sämmtHchea 
Strahlen  aussehen,  und  bfl  seien  die  Coordinaten  des  Ponktei^ 
in  welchem  dieselben  nach  der  Reflexion  an  der  gesuchten  Com 
sich  sämnitÜch   wieder  mit   einander  vereinigen.    Femer  seien. J^ 

?f  die  Coordinaten  irf^end  eines  beliebigen  Punktes  In  der  gssech 
en  Curve.  Die  Gleichung  der  Normale  der  gesuchten  Cnnre  tt 
dem  Punkte  (sy)  ist,  wenn  wir  die  laufenden  Coordinaten  dwd 
n,  V  bezeichnen«  nach  den  Lehren  der  höheren  Geometrie: 

Sx 
*)  «^— .!f  =  — ^(«— *)» 

und  die  Gleichungen  des  die  gesuchte  Curve  in  dem  Punkte  (xg), 
treffenden  einfallenden  Strahls  und  des  von  derselben  in  diesefl 
Punkte  reflectirten  Strahls  sind: 


2) 


-ff=^-Ä  <«-*)• 


Also  hal>en  wir,  da  diese  Strahlen  nach  dem  katoptrischen  Gmsd' 
gesetze  gegen  die  Normale  in  dem  Punkte  (xjf)  unter  gleicbei 
Winkeln  geneigt  sind,  nach  einer  bekannten  Formel  der  analyti' 
sehen  Geometrie  die  Gleichung: 


1 
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=  ± 


1 — 2L.^    ==i__ir_.«^  • 

ftttnao  in  dieser  Gleiehung  das  obere  Zeichen,   so  Iconuut; 


.T — b      By        X — a  x-^b    dy      «— a   v^^ 
OS  sich 

j:— a      X— 6  Vjr— a      x — 6v    \SyJ  ' 


aj:^« 


C|)=- 


M;  was  offenbar  ungereimt  ist  Daher  aittss  man  hl  der  obi* 
Sleichnng  das  antere  Zeichen  nehmen,  und  eihftH  ahw  die 
id#  Gleichung: 

X'-a^  dy    _         a?— fe^  fty 

^      2 ^.^  1 V—M 

^ x^a  '  dy  JT— 6  '  3y 

kas  dieser  Gleichung  ergiebt  sich: 

Ä— a"*"  3y      ar— a'x— 6'^    ^-"*  V^y/ 

■"      x^b      ^      X — a' x  —  b'  Sy"^  X — ß*\^dyj  * 
wie  man  leicht  findet: 


1 2L..JL   , 

•  5~  ^^^  1  • 


Cr?  1      o      ^ — g  j?— e  d^ 


24« 

Lost  maa  diese  quadratische  Gleichabg  lo  Bezog  auf  den 
vorkommenden   Dilerentialquotieoten   als    aubelumnte  Gross 
gewohnliche  Weise  aof,  so  erhält  man: 


1- 


dw  '   "    :r— «'jcr— A 


*.v  j-tG^ji  ihG£^: 


oder 


da? 


X — a  '  ar — 


iii^.±vi'+(3fe)'jiH(Ä: 


Mau  setze  jetzt 

und  nehme  ttk'i 'V^  «war  positiv  onA  n^^tiv,  alMolot  Aber 
gii^ssetf  als  909,!  was  immer  verstattet  ii4^;  so  ist 

tangy  -f-  tang^ 

)x  "^'  1.— taiig9  tangif;  J:  sec^sec^  * 

also 


I » 


%  _      siD(y  +  ») 
Si      co9(9-f^)dbi 


Ferner  ist 


(*-«)!-»  atangt _  _f^-*>Mr;y . 


Stangy 

^x ;  T        {pa-^a)^  -  '        So;     T      .  (a:-*)« 


also 


8tangy      rx-4r>^  ^^""^^8^"^ 
8tang^--L:.r-aJ-^^^^j|^^ 


oder 
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dtangt^ ""  x^a '  Sy  y      * 

.  dx      0?— 6 

lgU|:h  nach  dem  Obigen: 

8in(<p  +  t/>)'    _  ^^^ 

Stangy  _  tangy    co8(y -f.i^)  J:l ®^ 

atang^  ""  tang^  *     8io(y+») 


fltangy 
Stäng^ 

__  tangqp      C081/;     8in(y  -f  ^)co8y  —  C08(y  +  ^)siny  T  S'Py 
""  tangtf;    '  cosip  *  8in(9  +  ^)co8^  —  co8(9 + y^)smi\f  T  eini/; ' 


^ 


» 


# 


iL 


dM 


Aber 


8tangy alnycostft^  sin^T^'^y  . 

dtangif;      sinif/coag)^'  sing) -f  «intf; ' 


dtaqg9 ainycoat^^ 

dtangt/;  "*  ■"  «inV'  C08<p*' 


8<P        »N.  3^ 


dtangy cos^  h^ 

dtang^      C0S9* '  3t); ' 


Wgliek  nach  dem  Vorhergehenden 


•4er 


3g) 8in9 

di\f         sint|; 


3y    _        3$_ 
ainy  ""  "*'  aimfi 


'i^^rt  man  nun  auf  beiden  Seiten»  so  ergiebt  sich 


s 


• 


248 


Setzt  man 


C=2l.c«, 


was  verstattet  ist,  weil  5  Lc^  jeden  reellen  positiven  und  n 

ven  Werth  haben  kann»  c=0  jediKsh  offenbar  ansgescblossei 
den  muss,  insofern  C  einen  endlichen  vOtlig  bestimmten  r 
Werth  haben  soll;  so  erhlllt  man  aus  dem  Obigen  nach 
bekannten  Formel  der  Integralrechnung: 


oder 


folglich 


oder 


d.  i. 


oder 


I .  tang^  qp«=l.c»  T '•  tang ^-^ ^« 


/.tang42qp*  =  j 

(Lc^tang^^ 


j  l  c^cotj** 

tangj9*=j  j 

^c«tang  2  *• 


1  —  cosy       )      1  — 

1  +  C0S9  Tr\     1 


I 

^  1  -fr  COSt^ 

cosif/ 

costf; 
costf; 


1  —  cosy      -aÜ£2?^ 
l  +  cos9~"      1  Tcos^ 


V^l+tangy«-l       ^  VI+tangt>y«  J:  i 
Vl+tang9Hl  ""      Vl+tang^«  Tl ' 


also  nach  dem  Obigen 
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v^'<s^o*-'  .Vi^sy*' 


=  c2 


oder: 


c«  = 


Legen  wir  nun  den  Anfani^  der  Coordinaten  in  den  Punkt,  in 
wdchem  die  Axe  der  x  von  der  gesuchten  Curve  geschnitten 
wird*),  80  ist  für  x^^O  auch  j/  =  0,  und  nähme  man  nun  in  der 
▼oretefaenden  Gleichung  die  oheren  Zeichen,  so  erhielte  man 
c'=0,  also  c=0,  was  nach  dem  Obigen  nicht  zulässig  ist;  da- 
Wrmoss  man  in  der  in  Rede  stehenden  Gleichung  die  unteren  Zei- 
ckeQ  nehmen,  wodurch  man  die  Gleichung 

«iiilt    Aus  dieser  Gleichnne  ergiebt  sich,    weil  fär  x:=0  auch 
1=0  ist: 

Nun  ist  aber  nach  dem  Binomischen  .Lehrsatze  (tir  der  Null  sehr 
■•fce  kommende  Werthe  von  — ^    und  -^—s ' 


^    Gäbe  es.  keinen  lolelien  Punkt,   «o  wurde  sich  dies  Ton  selbst 


*■  «n  Aosnahmefaü  hennisftellen. 
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ii 


.fcOii-^ 


H 

I 


+ 


+ 


.^^  N- 


h 


M 


+ 


.twi 


IH 


• 


II 


Vs,^      «o|  — 


IJ-S 


4- 


I^ 


^. 


I 


-t«i 


I 


tA\^ 


w- 


0 

I 


+ 


K 


?k 


l 


+ 


0 

I 


251 

weil  gleichieiiig  xe=0,  93=0  tot: 

1 


6«      ^ 

lieb  ist  nach  5)  . 

)  '    v- 


-5= 1-        ■    mit.  |j  '      ':  "     w »  ■  '  ■'    ■  a  ■  ' 

'Vh(^)'+>"Vh(ä7-«i 

■   -1'       '       V 


'  1 1 


\,      .1 


hea  die  Gleichung  der  gesuchten  Curre  ist. 

Han  kann  diese  Gleichung  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 

...  .- 

rt  man  aber  die  Multiplicationen  aus«  so  erhfilt  man: 

.        .     «  •  .    .    V         .  . .. 


.  '  .  . . .  • 


(^+«iV"w(Ä)-V"KA)'i 


2sa 

Qaadrirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Crleichnng»  so  erUlllAi 
nach  leichter  Rechnung  die  Gleichung: 


und  wenn  man  nnn  wieder  auf  beiden  Seiten  qnadHrl,  so  ergicl 
sich  nach  leichter  Rechnung  die  Gleichung: 

oder 


oder 

(a*  —  6^  y* 
=    8flVl  (a*+64)  (X  -  4)«  -  2a»6«ia:  —  a)*]  l(a;— o)«+y«  | 
,+8««6«Ka*+6«)(ar-a)»— 2a«6*(ar-*)«H(«-*)*+y*l, 

«reiche  Gleichnng  man  leicht  aof  die  folgende  Form  bringt: 

.     8a«6«K^-a)*+(a;-^6)«l  . 


' ■: ■(«*-*«)*     
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Lust  man  dud  diese  Gleichung  wie  eine  gewubniicbe  quadratische 
deichoDg  auf,    so  ergiebt  sich: 

Für  x=0  erhält  man  hieraus 

«dda  nun    für  :r=0  auch  ^=0  sein  soll,   so  kann  man  oCen- 
hr bloss  das  untere  Zeichen  nehmen,  d.  h.  es  ist« 

ider»  wie  man  leicht  findet: 

Aab  I  a{x — a)  —  bix-^b)  \  \  b(x — a)  —  a{x—b)  j 


7)     y*  = 


(a«— 6«)« 


wciehes  jetzt  die  Gleichung  unserer  gesuchten  Curve  in  der  ein- 
kksten  Gestalt  ist. 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 

.  Sollen  nun  die  reflectirten  Strahlen  sämmtlich  der  Axe  der  x  pa- 
niUsein,  80  muss  b  unendlich  gross  angenommen  werden,  wel- 
Am  die  Gleichung 

9)        y^=Aax 

(lebt,  und  zeigt,  dass  die  Curve  eine  Parabel  mit  dem  Parame- 
ter 4a  ist,  in  deren  Brennpunkte  sich  also  der  leuchtende  Punkt 
kindet,  welcher  die  Strahlen  aussendet. 

. 
1 
Nimmt  man  den  durch  die  Coordinaten  o(a-|~^)sQ    bestimm- 

liM  Paofcl,  welcher  in  der  Axe  der  x  in  der  Mitte  zwiseben  den 
hUmi  durch  die  Coordinaten  a,0  ond  6,0  bestimmten  PabktCft 
hg!»  eU  Anfang  ^äes  n^nen  dem  primitiven  parallelen  Goordi« 
— ttityetctig  an,  in  welcben  wir  die  Coordinalen  auch  durch  Xy 
fbeiMchneft  woUen,  «omiss  man  in  der  Ctlelcbuag  ?)  Rir 


:.!) 
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setzen: 
Also  mass  man  fär  ' 


'1  ^,^.  j*+f(«+^ '•" 


V  setzen:    { 


und  Rir 


a{x — a)  —  b{j:  —  6), 
b{x  —  a)  —  a{x  —  6) 
ninss  man    beziehungsweise  setzen: 

-(fl-6)|j:+2-(rt  +  6)}. 
Dadurch  wird  die  Gleichung  7) : 


d.  i. 


also 


•^  («  +  b)^ 


10)  _^_  +  2l«i. 


Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sfch,  dass  die  Curve  eine  f 
odtor  eine  Hyperbel  w,  jenachdem  a  und  b  gleiche  oder  i 
che :  Vorzeichen  ha5ea.  iNim  flbersieht  man  aber  auf  der  { 
dass  Ton  einer  Reflexion  im  eigentlichen  Sinne,  so  dass  ui 
die  von  dem  im  ersten  Coordlnatensysteme  durch  die  C6ord 
ajO  bestimmten  Punkte -•  musgehenden  StraUen  nach  der  Rd 
an  der  Cnrre  In  dem  Im  ersten  Coordlnatensysteme  durch  d 
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eo  6,0  bestimmten  Punkte  wieder  zusammenkommen»  sor 
ie  Rede  sein  kann,  wenn  o  und  b  gleiche  Vorseiehen  ha« 
>aher  bleibt  ons ,  ausser  der  Parabel  in  dem  obigen  beson* 
Falle,  von  allen  unsj^rer  Aufgabe  genügenden  Unffen  nor 
ipse  äbrig,   deren  Gleiehnng   nach  oem  Obigen 


|(«+»)  I  *  \ 


ehmen  wir,  was  offenbar  verstattet  Ist,  der  Kflrze  wegen 
b  beide  als  positiv,  so  sind  »-(a-f  A)  und  V^oS" die bddfiu 

sn  dieser  Ellipse,  und  der  Ausgangspunkt  und  Vereinl- 
unkt  der  Stranlen  sind  offenbar  die  beiden  Brennpunkte 
en  in  der  Axe  a-f  A,  weil  die  Coordinaten  des  Ansgangs- 
)  und  Vereinigungspunktes  im  zweiten  Systeme  nach  dem 

«  — 5^(«+*)    and    A— 2  (*»+*)» 


+  2  (*»""*)  ""<*  —2(0-6)» 


V2(ö  +  '>)i*— tV^}«     und     -Y  ty2(a+*)l*-lV"aÄ| 


serer  Aufgabe  genügen  also  wirklich  keine  anderen  Curven 
Parabel  und  die  Ellipse,    erstere  in  4iem  ans  dem  Obigen 
ten  besonderen  Falle. 


HI. 

Das    dioptriscbe  Beleuchtungssystem. 

Hauptlinsen. 

Iion  Descartes  hat  in  seiner  Dioptrik*)  gezeigt,    wie 
:h  oder  hyperbolisch  gekrümmte  Linsen  zu  construiren  sind, 


Renati  De«  Carte«   «pecimifla  Philotopbiaet    m«  Dittertatio  die 
I  recte  regendae  ratiom«,    et  veritati«  in  •cientii«  bvettigandae : 
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welche  alle  ans  einem  und  demselben  Pmkte  anagebendeB  Strah- 
len wo  brechen ,  dasa  die  gebrochenen  8trahlen  aftnuBtlich  ^oatei 
einander  parallel  sind.  Haben  auch  diese  ■  Linsen ,  wafanclinniMll '  j 
wegen  der  Schwierigkeit  ihrer  praktischen  Aasföhning»  eiaetrfifcpi  ^ 
liehe  Anwendung  nie  gefunden »  so  scheint  doch  eine  knrse  Note 
über  ihre  Construetion  an  diesem  Orte  nicht  ganz  unzweckmftssig 
zu  seioy  welche  ich  daher  jetzt  geben  will. 

In    Fig.   1.    sei   über   der   Hauptaze   Aß    mit    den    Brenn-, 
punkten  F  und  f  eine  Ellipse  beschrieben,  welche  zwei  brechende  ^ 
Media,    ein    äusseres    und    ein    inneres,    von    einander    trennt   < 
Das  Brechungsverhältniss  für  das  äussere  und  das  innere  Mediaijl 
sei   n  :  1.      Diesem    Brechungsverhältnisse    sei    das   VernäUokii 
ABzFf  f^leich,    so  dass,    wenn  wir  die  halbe  Haoptnaoe  der  **" 
lipse  aurch  a,  ihre  Excentricität  durch  e  bezeichnen, 

ist.  Ist  nun  ilfiV  ein  parallel  mit  der  Axe  AB  einfallender,  dH  | 
EHinse  in  N  treffender  Strahl,  so  behaupte  Ich,  dass  dersellt 
in  /V  60  gebrochien  wird,  dass  der  gebrochene  Strahl  NF  dnrck 
den  Brennpunkt  F  der  EHipse  geht.  Um  dies  zu  beweisen,  denke 
man  sich  die  Normale  KIfL  der  EHipse  in  dem  Punkte  N  gelo- 
gen, so  halbirt  diese  Normale  nach  einer  bekannten  Eigenschaft 
der  Ellipse  den  Winkel  FNf»  und  nach  einem  bekannten  gOMM- 
trischen  Satze  haben  wir  also  die  Proportion 

NFiNf=FK:fK, 

woraus  sich 

NF+Nf.FK+fK=^NF.FK. 

also  nach, den  Eigenschaften  der  Ellipse 

2a:2e=a,e=NF:FK, 

folglich  nach  d«ni  Vorhergehenden 

NF.FK=:,i'A 

ergiebt.  Bezeichnen  wir  nun  den  Winkel  3JIVfj  durch  cd.  dea 
Winkel  FJSK  durch  6,  so  ist,  weil  jVN  mit  Aß  parallel  ist, 
(oz=^AKI\\  also  im  Dreieck  FNK  nach  einem  bekannten  trigo- 
nometrischem Satze: 

^F:FA'=:8in(o:sin^, 

folglich  nach  dem  Obigen 

sin(o:sind=x:l. 


Dioptrice     et    Meteora.       Arostelodami.     1672.     4®.       Capnt    ocUrdm. 
pag.  107. 
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tt  xisu  a  derEiiirallswinIcel,  so  idt  6  der  Brechungswinkel,  tvor- 
mtttelal  des  Vorfa  erstehenden  der  tu  betvcisende  Salz  uomit 
ir  fnlet.  Umgekehrt  uird  ako  auch  jeder  aus  f  ausgebende 
bl  Fn  \u  y  so  frebrochen  nerden,  dass  der  gebrochene  ätralil 

Uff  der  Axe  AB  der  Ellipse  parallel   ist. 

Id     l-'ig.   2.     sei     Alle»     wie     in     Fig.    1.,     nur     habe    jetzt 
"■      sinrallende  Strahl  MN  eine  solche  Lage,    dass  er,    ober  N 
IS  verläiigert  gedacht,    durch   den  Brennpunkt  F  der  Ellipse 
Dann  ist  ganz  nie  vorher 

NF;FK=n:l. 

ikhnen  »vir  den  Winkel  iWAX  wieder  durch  la,    und,    indem 
•  durch  iV  mit  AB  die  Parallele  AF,  gezogen  denken,  den 
IJ'iiVA:  durch  e,  so  ist  e^AAKJS.  also  im  Dreieck  fAÄ 
I  bekannten  trigonometrischen  Satze 

A"F:FA'=  sinßisino). 


I  wir  ans   jetzt    aber   die  beiden    brechenden    Media    mit 

1  verwechselt,  so  dass  das  innere  und  äussere  respectii'e 

»ere  und  innere  nird,  so  ist  offenbar,  nenn  cd  der  Einfatle- 

:,  9  der  Brecbuiigswinkel ,  und  der  Strahl  jtfJV  nird  also 

I  iVf,   gebrochen,  welche  letztere  Linie  nach  dem  Obi- 

tannllich  der  Axe  AB  der  Ellipse    parallel  ist. 

_jt  man  nun  zu  dem  Vorhergehenden  noch  die    Bemerkung, 

Mnhlen,     die  aus    dem    Mittelpunkte    eines   znei  helieblge 

'  I    Media    von    einander    trennenden   Kreises    auf  diesen 

n,  an  demsell>en  gar  keine  Brechung  erleiden,  weil  alle 

—H^r  eines   Kreises  auf  demselben    senkrecht   stehen,    so 

he  weitere  Erläuterung  unmittelbar   die  Wirkung    der  fol- 

"escartes  angegebenen  Linsen  verständlich  sein. 

Fie.  3.  sei  (iber  AB  als  Hauptaxe  die  aus  Fig.  \. 
kbiil«  Ellipse  beschrieben.  Wird  nun  ans  dem  Brennpunkte 
f  ab  Hiltelpunkt  mit  einem  bellebifien  Halbmesser,  der  nur  klei- 
Mt  ik  FA  ist,  ein  Kreisbogen  GH  beschrieben,  so  entsteht 
IvA  Umdrehung  der  Fignr  nm  AB  eine  Linse  GAfl,  welche 
•»  beschaffen  ist,  dass  von  ihr  alle  von  F  ausgehende  Strahlen 
H  gebrochen  iverden,  dass  alle  gebrochenen  Strahlen  mit  AB 
(ttallel  sind. 

Ferner  sei  in  Fig.  -1.  über  AB  die  aus  Fig.  2.  bekannte 
EBpse,  und  aus  dem  Brennpunkte  /'  als  Mittelpunkt  mit  einem 
Wiebigen  Halbmesser,  der  nur  grüsser  als  FA  ist,  ein  Kreis- 
ten GH  beschrieben,  so  entsteht  durch  Umdrehung  der  Figur 
na  AB  eine  Lin.«e  GAB,  welche  sa  beschaffen  ist.  dass  alle 
ucb  F  hin  convergirenden  Strahlen  rnn  ihr  so  gehrochen  wer- 
in,  das«  die  gebrochenen  Strahlen  sSirnntlich  mit  AB  parallel  sind. 
Thil  XIX.  18 
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lo  Flg.  6.  sei  PQ  der  eine  Zweig  einer  Hyperbel,  m 
zwei  breenende  Media»  ein  Süsseres  und  ein  inneres,  dere^ 
chungsverbältniss  ml  ist,  von  einander  trennt  Die  HaxB 
dieser  Uvperbel  sei  AB,  und  F  und  f  seien  ibre  beiden  B 
punkte.  Dem  Verbältnisse  n:l  sei  das  Verbiltniss //: ilJB  « 
so  dass  also,  wenn  wir  die  balbe  Hauptaze  durcb  a,  die  fi 
tricität  durcb  e  beaeicbnen, 

.e:a  =  n:! 

ist  Ist  nun  FN  ein  von  P  ausgebender»  die  Hyperbel 
treffender  StrabI,  so  behaupte  ich,  dass  derselbe  in  iV  so  | 
eben  wird,  dass  der  gebrochene  StrabI  JV^  der  Axe  AB  ^ 
ist  Ist  nftuilicb  KßfL  die  Normale  der  Hyperbel  in  iV,  < 
bekanntlich ,  wenn  NP  die  Verlängerung  von  FN  Ober  JV  I 
ist,  ^FNKz=i^fNK,  also,  da  r^K  den  Aussenwlokel 
des  Dreiecks  FNf  balbirt,  nach  einem  bekannten  geometri 
Satze: 


folglich 


d.  t 


NF:Nf=FK:fK, 


NF'-NfiFK-'fK^NFiFk, 


2o!2s=a:e=:iVF: 

und  folglich  nach  dem  Obig^i 

NFiFK=:lin. 

Bezeichnen  wir  nun  den  Winkel  FNL  durcb  «> ,  den  Winkel  i 
durch  6,  so  ist  B^^'^FKN,  und  folglich  im  Dreieck  FNK 
einem  bekannten  trigonometrischen  Satze: 

NFiFK^Af^Bimnm, 

also  nach  dem  Obigen 

'  sino>:sin6=n:l. 

Ist  daher   ta  der  Einfallswinkel,    ho  ist  6  der  ßrechangüw 
womit  die  oben  ausgesprochene  Behauptung  bewiesen  ist. 

Ist  in  Fig.  6.  nun  PQ  die  aus  Fig.  5.  bekannte  Hyperbel 
steht  die  gerade  Linie  GH  auf  AB  senkrecht,  so  enl 
nach  dem  Vorhergehenden  durch  Umdrehung  der  Figur  un 
eine  plan-convexe  Linse  GAH^  welche  alle  Ton  F  ausgebt 
Strahlen  so  bricht,  dass  die  gebrochenen  Strahlen  sämmtlici 
AB  parallel  sind. 

Descartes  stellt  a.  a.  O.  noch  manche  andere  hierher  j 
rende  Betrachtung««  an,   die  aber  zu  weit  von  unserem "ei 
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ciM0  Ziredce  entfenit  liegen,  als  daea  wir  nn«  hier  a«f  dieaelbem 
«iter  eiolaeeeTi  sollten,  da  dergleichen  Lh»en  dech  schwerlich 
praktische  Anwendcmg  finden  werden. 


Wir  wollen  daher  jetzt  su  der  Theorie  der  Fresnersehen 
len,  welche  den  Hauptgegenstaud  dieser  Abbandlung  aushia* 
ken  soUen,  übergehen,  wobei  wir  wohl  als  alleenein  bckaunt  voraus* 
•ten  dürfen,  da^s  diese  Linsen  aus  einer  Linse  von  der  in  Fig. 7. 
i  Aligeineinen  dargestellten  Form  in  der  Mitte,  und  roebreren 
ietilbe  concentrisch  umgebenden  kreisHirmigen  Glasrineen  beste- 
M,   so  dass  also   ihre  Theorie  nothwendig  in  zwei  Theile  zer* 

Ämuss,  nämlich  in  die  Theorie  jener  Linse  in  der  Mitte  und 
Theorie  der  dieselbe  umgebenden  Glasringe.  Die  Theorie 
Iv  Linse  in  der  Mitte  kommt  aber  wesentlich  auf  die  folgende 
|W|pbe  zurück. 


Erste  Aufgabe. 

In  Fig.  8.  seien  die  Linie  MM'  und  die  beiden 
iider  auf  MM*  in  G  senkrecht  stehenden  Linie  Ffl 
lUgeoden  Punkte  F  und  N  gegeben;  man  soll  aus 
•iitB  in  der  Linie  Fü  liegenden  Punkte  als  Mittel- 
^ukt  einen  durch  den  gegebenen  Punkt  iV  sehenden 
Kreisbogen  Bß*  von  solcner  Beschaffenheit  ueschrei* 
ken,  dass  ein  von  F  ausgehender,  unter  dem  gege- 
btnen  spitzen  Winkel  t  ^egenF^  geneigter  Strahl  zu 
irit  bei  M3i'  und  dann  ein  zweites  Mal  bei  BB*  so  ge- 
brtchen  wird,  dass  der  bei  BB  ausfahrende  Strahl 
lir  Linie  FI!  parallel  ist,  wobei  wir  natürlich  vor- 
Mssetzen,  dass  ausserhalb  der  beiden  Linien  MM' 
mi  BB\  und  zwischen  denselben,  zwei  verschiedene 
rechende  Media,  etwa  Luft  und  Glas,  liegen. 

Auflösung. 

Man  nehme  den  gegebenen  Punkt  F  als  den  Anfang  und  die 
Mbene  Linie  F/I  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  .r  eines 
Mtwinkligen  Coordinatens^'stems  der  ory  an.  Die  positiven  y 
iÜ9n  wir  auf  derselben  Seite  der  Axe  der  x  annehmen,  als  auf 
vidier  der  Winkel  t  liegend  angenommen  wird.  Dies  voraus- 
Helit,  wollen  wir,  wenn  die  Linie  MM'  von  dem  aus  Sero 
takfe  F  ausgehenden  Strahle  in  E  getroffen  wind/ 

FG=p,    GE  =  q 

Ntzen,    wo  p   nach  der  Voraussetzung  gegeben  ist.   und  auch  q 
tttp  and  dem  gegebenen  Winkel  t  leicht  mittelst  der  Formel 

1)    y=ptang?' 

>  18* 


260 

berecfanet  werden  kanoy  so  dass  wir  im  Fol|<eDden  also  anj 
ab  bekannt  so  betrachten  berechtigt  sind.  Die  erste  Coordi 
des  in  der  Linie  FH,  d.  h.  in  der  Axe  der  j?,  liegen  sollet 
Mittelpunkts  des  gesuchten  Kreises  oder  Kreisbogens  sei  r, 
r  sei  der  Halbmesser  desselben,  wo  r  positiv  oder  negativ 
soH  y  jenachdem  der  auf  diesen  Kreisbogen  fallende  Strahl  de 
concave  oder  convexe  Seite  trifft  Denken  wir  uns  nun  in  E 
MM*  das  Einfallsloth  errichtet,  und  bezeichnAi  den  Brecha 
Winkel  in  E  durch  a,  den  reciprokea  Brechuogsezponenten 
Luft  und  Glas  aber  durch  ^,  so  ist 

sint       1       sing 

sina       [ü      sint      ^ 

also    . 

2)    sina=|u.sin{9 

so  dass  auch  a  aus  den  gegebenen  GrHssen  t  und  fi*)  leicht 
rechnet,    und  daher  im  Folgeoden  als  bekannt  angenommen 
den  kann. 

Wenn  nun  der  Kreisbogen  BB^  ^  dessen  Bestimmung  an 
Aufgabe  ist,  von  dem  bei  £  in  MM'  gebrochenen  Strahfo  hi 
Punkte  A  getroffen  wird,  und  die  Coordinaten  dieses  Ponkte 
dem  angenommenen  Systeme  durch  pi ,  q^  bezeichnet  wen 
so  ist,  eben  weil  der  Punkt  dem  aus  dem  Mittelpunkte  (fO) 
dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Kreisbogen  BB*  angebireni 

und  ausserdem  hat  man  offenbar  die  Gleichung; 

Setzen  wir  nun 

^.„g^(»-p)sin«  +  ?cos«^ 

'  T 

WO  der  absolute  Werth  von  B  nie  grosser  als  90^  zu  nehroei 
so  haben  wir,  weil  der  bei  A  ausfahrende  Strahl  nach  den  Bi 
gungen  der  Aufgabe  mit  der  Linie  F^,  d.  h.  mit  der  Axe  Ai 
parallel  sein  soll,  nach  den  von  mir  früher  entwickelten  allge 
neu  optischen  Grundformeln,  die  für  alle  optische  Unti 
chnngen  die  geeij;netste  Grundlage  bilden,  wegen  welcher 
jedoch  hier  aut  meine  »,Optischen  Untersuchunc 
Tbl.  H.  Leipzig.  1847.  S.  12.''  verweisen  muss,  die  be 
folgenden  Gleichungen: 

^  =  cosa— cos(a  +  B) (cosö — ^V  1 ^  ), 


')    Hess  8.  a.  0.  S.  48.  «leCxt  -=1,5. 
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•der 


0=8iDa — 8iD(a-|-d)(cos6— ftV  1 T')'» 


Icosa— ft=:cos(a  +  ö)  (coBÖ  — jäV  1 s~  )» 

ibi  durch  Division 


\-  ein(a  +  6)  (cosÖ  -  ^Y  1—  ^^ ) ; 


1    . 
--sina 

7)       tang(a  +  Ö)= == ^-i * 

*^  1 cos« 

rittebt  welcher  Formel  der  Winkel  6  gefunden  werden  kann« 
Mu  man  bei  der  Berechnung  dieses  Winkels  nur  das  Folgende 
kvidttichtigt. 

Weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich 

bt,  so  ist ' 

d.  i.j  weil  hier  offenbar  a<t,  also  jedenfalls  a<90^  ist: 

—  90o<a  +  Ö<  +  180o. 

Daher  ist  a-f-d  immer  zwischen  — 90^  und  -f  180^  zu  nehmen. 
kt  nun  tang(a-|-6)  in  7)  positiv,  so  lässt  diese  Formel  keine  Zwei- 
icsligkeit  bei  der  Bestimmung  von  a-f-d»  und  demzufolge  auch 
imk  $9  zu,  weil  dann  a  +  d  nur  zwischen  0  und  +909  genommen 
werten  kann.  Ist  aber  tang(a-l-6|^  in  7)  negativ,  so  kann  a  +  6 
iwel  um  180^  von  einander  verschiedene  Werthe  zwischen  — 90^ 
wd  + 180^  haben,  die  wir  durch 

(m+18(K> 

Zeichnen  wollen.  Der  erste  Werth  giebt  ß^zw^-a,  und  folglich 
nach  der  zweiten  der  Gleichungen  6): 

sina=sinfc(cos(tt— a)  — fiW  1 ^ —  m 
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der  zweite  Werth  giebt  6=180^+ (tc — a),   also  nach  der  zvre 
der  Gleichungen  0) : 

4/  ,     sin(tt — a)* 
sina = — sinu  |  — co8(t«— a)  —  f*  w  1  — « —  | , 

d.  K 


«um 
Die  beiden  .Gleichungen 

eina 


•     .            ^        ^        4/"-      sin  (11 — a)* 
=sslntf{cos(tf— a)  — fi^  1 a  .     I» 

V  .     4  /  *      Sin  (w — a)* 
8ina=6nm  ( cosltf— «)  +  ftV  1 — ^ 1 

kOnnen  aber  offenbar  nicht  zugleich  erfällt  sein,  and  man  n 
also  im  vorliegenden  Falle  den  zwischen  —90^  und  -(-180^  l>C] 
den  Werth  von  a  +  6  nehmen»   durch  welchen  die  Gleichung 


r' 

erftillt  wird,  so  dass  folglich  bei  der  Bestimmung  des  Win 
a  +  Of  und  also  auch  des  Winkels  0,  mittelst  der  GleichuDi 
nie  eine  Zweideutigkeit  bleiben  kann,  wenn  man  die  vorhergel 
den  Regeln  befolgt. 

Aus  der  Gleichung  7)  erhSlt  man  auch: 

i     A       /im       1 (cosa — sin«) 

1— tang(tt  +  fl) fij ^ 

l+tang(a+fl)""  .     1  ,  .    .    v' 

"  J (cosa  +  ftina) 


d.  i. 


Auch  ist 


V2 
1— ■^siri(450-ß) 

8)      tang{45«-(a+ö)}= ^^j 

1— 21i:cos(450-.«) 


1    . 

tango  +  tangö  ft®'"" 


1— -tangatanffd  ,     1 

1— -cos« 


2(» 

eicbe  Gleichongffar  keine  Zweideutigkeit  bei  der  Bestimmimg 
M  zwischen  —90^  und  -f  90^  liegenden  Wink»!«  0  xalSsstj  ntia 
üier  den  Vorzug  vor  allen  übrigen  verdient» 

Da  (i  der  reciproke  Brechungsexponent  fffr  Luft  and  Glas  ist, 
0  ist  fi<l,  weshalb  man  den  Hülfswinkel  q>  mittelst  der  Formel 

10)    cos9>=ficostt 

berechnen  kann.    Dann  ist  nach  9) : 

2sin  K-y* 

mrans  zugleich  erhellet,  dass  tang6  Immer  positiv  ist,  also  6 
iwiidien  (T  und  +  00^  liegt. 

Auch  ist 

,       tang^ fi^ince* 

sinö^—  j  ^  ^^^g^  —    |*Vin«»+(l— /Acosa)« 


fiVina 


,s 


1— 2fACosa  +  fi*  / 

Mglich»  indem  man  zugleich  berOcksichtigt,  dass  <:os0s 
«a:taDg0  ist: 

sin0=:  ^.       ^  ^, 

V  1  — 2ucos«  +  tt" 

12)      } 

1 liCOStf 

cosd=  ^j  ^       ^  • 

V  1 — 2|*^osa+^* 

Hat  man  6  mittelst  der  vorhergehenden  Formeln  gefunden,  so 
■»Ben  sich  ferner  r  und  r  auf  folgende  Art  bestimmen. 

lo  5)  haben  wir  schon  die  Formel 

,   ^      (f — ^ü)8incf  +  ocosa 

8m0 = ' 

r 

H^fonden.  Da  nun  aber  nach  der  Voraussetzung  auch  der  Punkt 
^y  darch  welchen  der  gesuchte  Kreisbogen  gehen  soll,  gegeben  ist, 
Ip  ist  die  Linie '  GN  eine  gegebene  Grösse,  die  wir  «durch 
^  bezeichnen   wollen.    Dann  nahen  wir  offenbar  die  Gleichungen 
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FN=:p  +  iS,    FN=t  +  ri 
ans  denen  sich  die  Gieichang 

ergiebt.    Abo  ist  f— p=5— r,  and  folglich  nach  dem  O 

.  ^     (ö — r)8ina+^cosa 
mnd= » 

•  T 

woraus  sich  zur  Bestimmung  von  r  die  Formel 

_^  c$sina -f  Acosa 

^  smcc  +  sind 

oder 

Osina  +  orcosa 
14)    r  = 1 2_ , 

28in2  (a+ö)cos2(«— ö) 

oder  nach  1)  auch 

,^^                  €5sina-f  pcosotang» 
15)     rn: j 1: — 

2sin|^(«  +  ö)co82-(a— ö) 

ergiebt.    Zur  Bestimmung  t£s  f  hat  man  nach  dem  Obi 
Formel  \ 

__  _      osina  +  ^cosa 

d.  i. 

-^^  .  ösinö— ccosa 

16)     f=p+ — ; tu» 

'  ^  ■      sioa  +  srnd 

oder 

-^  .  ösioö  — oleosa 

17)     f=p+ j 2-Y , 

2sio2(a+ö)cos2(a-Ö) 


oder  auch: 


,-                          ^sind — pcosatangt 
lö)     r=p+ j j- — 7  — 

2sin  2  («+ö)co82  (a-ö) 
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Zor  BestimmuDg  von  /i|,  qi  hat  nan  ^ndlieh  nach  «tefti  OU« 
gen   die  Gleichungen: 

(pi— f )«  +  ^Tj« = r«,    qi-q= (ft— p)tanga . 
Weil 

kt»  80  ist 


1^ 


(»1  — 9)^o»ecci^— 2|(f  — p)cot«— ^K^i— ^) 


idir 


=1  r* -^  (f  — .p)«— ^«)  wni^. 

man   nun  ans  dieser  quadratischen  Gleichung  91— f» 
«d  berficksichtigt,  dass 


cosff        sina 


U»  80  erh&lt  man 


19)  Pi-P^9jc=± 


coaa         sin« 

■ 

= (f — p)cosa  —  fsina  ±  V  r*—  { (f — p)sino-l-9cosa  )• 

Veil  aber  nach  16) 

Ssin^  —  jcostt 
'^"".   sina-f  sin6 

M»  CO  ist,  wie  man  leicht  findet : 

,         (Scosa — osina)sin^— o 
(f-.p)cos«-9sln«  = siua  +  Bine ' 

(r-p)«n«+9C08«_ — gi^^gi^^ . 


ottd  weil  um  »adi  13) 


^^  Qsing  -fr  ^cos« 
sina  +  sind 


ist,  80  ist 


,,        V  ,       .  M      (osina  +  cco8a)*co8Ö* 


also  nach  19): 


cosa  sina 


d.  i. 


ao) 


Pi'-^_  9i^9^ QB\n(e±tt)  — y{XTco#(aj^) | 
cosa  sina  sina-f^d  * 


also 


5sin(6  +  a)—  2ysin^  (0  +  a)« 
2sin  ^  (d+a)cos  o  (ö— c) 

nix    Pi-p_yi-y^/        ^  2 

^        cosa  sina        1-  .  /^      v      „         1  /^       v* 

1osin(d— a)  —  2yco8  ö"  (ö  —  a)« 


1       2sin  2  (6 + a)cos  j  (Ö  —  «) 


oder 


«  «w  g-  (ö+a)  -ysin  2  (Ö  +  «) 

COSg-(ö— a) 

*  ^        cosa  sinc        1  -  .   1  ,^      x  1  ,^ 

1  (Ufsm  g-  (ö— a)  —  ycosg  (ö—  a) 

^^ j 

sin2(ö  +  a) 

wo  es  sich  nur  noch  tiägt,  welchen  der  beiden  Werthe  von 
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coaa         «iiNr 


.  •  •  ■  I ' 


D  ZU  nehmen  hat. 
Weil  nach  13) 


_<»8ing4rycQsn 
flino  +  sind 


ii,  und  o,  q,  sina,  cosa,  sind  positiv  sind«  da  a»  6  zwischen  0 
nd  90^  liegen,  so  ist  r  positiv ,  und  der  einfallende  Strahl  trifft 
im  jederzeit  die  concave  Seite  des  Bogens. 

Das  Froduct  der  beiden  Werthe  von 


cosa  sina 


Unach  19): 


t  (f — p)cosa — ^sina  }• + { (f — p)sina + fcosa  j*  —  r* 

Wenn  nun 

(r-p)«+y3-ira<0 

U,  80  liegt  der  Ponkt  (pq)  innerhalb  des  gesuchten  Kreises  und 

ki  obige  Product  ist  negativ.  Also  haben  die  beiden  Werthe  von 

• 

HLZJP  _  91—9 
cosa  fiina 

i^pgengesetzte  Vorzeichen,   nnd  man  muss  in  diesem  Falle  f3r 

Pi—P_  91  —  9 
cosa         sIna 

Anbar  denjenigen  der  beiden  Werthe  dieser  Grosse  nehmen»  wel- 
ker positiv  ist. 

Wenn  femer  . 

(f-p)«  +  93-r«>0 

^9  80  liegt  der  Punkt  (pq)  ausserhalb  des  gesuchten  Kreises 
^  das  obige  Product  ist  positiv.  Also>haber(  die  beiden  Wer- 
fte von 

cosa  siia 
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gleiche  Voneichen.    Die  Natar  unserer  Aufgabe    fordert  aber  in 
diesem  Falle  offenbar,  dass  die  Werthe  von 

cosa  sina 

beide  positiv  sind,   und  der  grusste  dieser  beiden  Werthe  wM 
augenscheinlich  immer  der  ri<mtige  sein. 

Im  Allgemeinen  kann  man  daher  sagen ,  dass  man  fllr 

cosa         sin« 

immer  den  grössten  der  beiden  obigen  Werthe  dieser  6fi«i 
nehmeii  muss. 


Denkt  man  sich  durch  Umdrehung  der  Figur  um  GN  d 
plan-convexe  Linse  beschrieben,  deren  Dicke  in  der  Mitte  donl 
die  gegebene  Grösse  Ci)  bestimmt  wird,  so  b^timmt  pi  — p  itai 
Dicke  und  q^  ^^r®  halbe  Breite  bei  dem  Punkte  A. 

Weil 

osina-f^cösa        .  ,   .  ^       . 

^  =  "^in«  +  sing    >    sm«=f*sm»,    9=ptang, 

ist,  so  ist 

ft  5  sint  H-  /?  tangtV^l — ^^int^ 
"~  fisint  +  sinO 


oder 


Aber 


fjgcosi  -f  pVl— fi^sint' 

■^        ^cost  +  Sindeott 


4/"^     sin«*  

cost      ^     "^    u,^        V^iA* — sina^ 

coti  =  -r-.= s — 5-—  = — ^ ^ 

sint  sing  smcc 


also 


.  ^    w  (*«•««  Vtt«— sine^ 

sinCcot» g?  . . I     Q      ■      ,    ^-  — -j— 

V 1  — 2fiCosa  +  fi*         *«ß« 

VI— 2|»cos«+fi* ' 
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t  man  nao  t  sich  der  Null  tiSberD«  so  nfthern 

cost  und  vi — fA^sint^ 

beide  der  Einheit  als  Grfinze.  Weil  aber  8ina=^int  ist,  so 
rt  auch  a  sich   der  Null,    and  sindcott  nähert  sieb  ielglicb 
dem  Obigen  der  Gränze 


ei  man  zu  beachten  hat,  dass  fi<l  ist«  Beseiehaeo  wir  nun 
Gränze,  welcher  r  sich  nähert,  wenn  t  sich  der  Null  nähert, 
dh  p,  so  ist  nach  dem  Vorstehenden  ofenbar 

pr=  •         =  -      — » 


»,  wenn  'wir 


23)      ?=(l-ft)(5  +  £), 


24)     M=-^. 


26)    p =(1  -  ■^, )  (5  +  f»'p)  =  (^'-1)  (p  +  ^,) . 
il  (=p  -f-  S — r  ist,   so  lart  im  vorlicrgehenden  Falle 

f=p  +  ö-(I-j»)(S  +  f), 

r 


i«)     f  =  /*5  +  (4-J;)p 


27)    f  =  ^+(2-fi')p- 
r 


le  letzteren  Formeln  gelten  fiir  I^insen  von  obiger  Form,  wenn 
die  ganz  nahe  bei  Fii  einfallenden  Strahlen  nach  ihrem  Aus- 
e  aas  der  Linse  mit  FU  parallel  werden  sollen. 
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Die  leichteste  BereefaBimg  der  GrCesen  r,  t,  pg,  qi  sdwfiiei 
die  foigeoden  Formelo  zu  gestatteD: 


28) 


eb«=sfieinl; 

C089> = ficosa ,   tangd = 


r=: j ^ 1 , 

28in2(«  +  ö)cos^«-ö) 

.      -  ■  ^ ■       fSsmd—pcoBtiUngi     . 

r  =  p  +  O— r =p  -f- 1 = j , 

5  cos ^  (ö+a)— psin s-  (ö  +  «)  tang» 


J 


cos«  'sioa 


-  •    1  /.i 


cos  n-  (ö— «) 

-a) — ;?co8  5(0— a)tangi 

— r 

sin^- (ö  +  «) 


indem  man  f3r 


cos«  sina 


immer  den  grussten  Werth  oimipt 

Man  kann  auch  noch  einen  Hulfswinkel  co  herechnen»  durdi 
welchen  die  vorstehenden  Formeln  auf  folgende  noch  einfacbM 
Form  gebracht  werden: 
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29) 
ma  =  (tsiDt; 

2os9>  =/ACosa,  taogö  =     ^'[^     (0 <  Ö  <  90«) ; 

2  sio  ö"  9>' 

^*ag»  =  =  tangi; 

c5sin(a  -)-  Q>) 


f  = 


t  « 


2cosoi)8in  o(«  +  ö)co8  2  («— Ö) 


f=p  +  ü— r; 


ücosl  g-(Ö+a)+»l 


1      coaco  cos  s"  (ö  "-  «) 

C08«         8ina  \     _  1 

(OsiD{  rt(ö— a)  —  w} 


coscosino  (d  +  o^) 


cosa  8ina 

[    bmtf  den  grussten  Werth  genommeiL 

Nach  Fresnel  wird  man,  um  die  Aberration  der  Strahlen 
aSglichst  zu  beseitigen«  am  besten  r  und  r  fiir  i=iO  nach  den 
Ftnneln  23)  und  26)  oder  25)  und  27) ,  und  für  den  äussersten , 
firinzwerth,  welchen  man  dem  Winkel  t  zu  geben  beabsichtigt, 
■u^h  den  Formeln  29)  suchen,  worauf  man  zwischen  den  beiden 
üf  diese  Weise  gefundenen  Werthen  ?on  r  und  ebenso  zwischen 
<ki  beiden  auf  diese  Weise  gefundenen  Werthen  von  r  das  aritb- 
Mische  Mittel  nimmt.  Dicke  und  Breite  der  Linse  am.  JR^de 
^Hrd  durch  pi  und  ^i  bestimmt,  welche  Grössen  nach  den  in  29) 
sich  findenden  Formeln  berechnet  werden. 

Wir  wollen  nun  auch  noch  die  ersten  Glieder  der  Reihe  be- 
*&iaien,  in  welche  sich 


ft  Q  cosi  +  p  V 1— fiVmt^     , 

|xco8t  +  sind  coti 


^(wickeln  lässt 


\ 
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Weil 


u V  u*— sina* 

ist»    80   ist  för  t=0  in  einer  bekannten  Bezeichnung»    wie 
auch  schon  aus  dem  Obieen  wissen : 

Setzen  wir  nun  der  Kfirze  wegen 

P=z  fiidcosi  +  pV^l — fi^sint* , 
Q.=fiCosi  -f  sinOcoti; 


also 


so  ist 


P 


Nun  ist  aber 9  wie  man  leicht  findet: 

SP  .   .fwcost  +*öV  1— li^sini« 

und 

8.  sin^cot/ 

.     fi(fi*— sing*)  +  (1— 2|[iCosa-|-ft^)cosa  i 

^-^ina    ^1  _  2pcos«  +  /*«) \^(fi» — sin«*)  (1  —  2ficoso  +  ^«) 

also»  weil  nach  dem  Obigen 


r=-^ 


da              ,      da        cosi 
cos«  fiTT  =  ttCOSt ,     -5-.  =  u 


ist: 


». 


27S 

g.BJnflcotf 


1  » ■  •  •        ■  I 


.|-\ 


M«tong«co«' c6««->.a4co«««)+«i'cog«+y» 

(1  —  2ftcoM  +  ji«)'\r((*«.+-8inaa)(l— 2(4C<Mia+(»«) ' 


bt 


dQ  ...  d.sindcott 


=0  Ut 


(P) = ^(5  +p ,  X8ineej>tO.«F f^ .    (C)  =  j:^ J 

(10=0.  C^^D=<'.  Pi)=»» 


lach  dem  Obigen 

) 

• 
f 

0  bt,  wie  man  leicot  fiDdet:e  , 

erhält  man  aus  dem  Ohig^n  adj^lrfeh : 

0»P  .    fA»COSl.+  5  V  1  —  iiHlui» 

r 
■  f 

.  .  3    J  US  com'  -I»  B  Vl-ii»»im-»/ 

J 

■>•  sich  aqf_der  Steile  -'    :    i.i  >  :  

bt 

XIX.  1» 


X 


« 


'/ 


> 
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Setzen  wir  ferner 


aUo 


80  ist 


also 


P' 

sind  coli  c=f&^; 


BP* sipacosg      da 

dQ'  fislno  da  ^ 

S*  V  l-2fico8o*ffi^  8f 


c^-».  c^=« 


und  folglich 


C      3.-»     J  -  **  röö»  ' 


I  • 


d.  i.  nach  dem  Obigen: 

ry^inOeotl-v  _      ^-"'*>l.iyJ-'*L'SS^J 

V.      8i«     J  -  **  (H^IÖ^s 

Leicht  erhftit  man  aber  aus  dem  Obigen: 
tßP' _^        sinitcos«      8*«  ft*co82<t  +  sing*  /'5*~\ 

"  ~  V  ^»  -  ^n<i>  *  5?"~  ( ^«— «0««)  V(i*^^S  *  V.aTy 


also 

■8^P'-\        1 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 
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(1  +  ft^COStf  —  fi(l  +C08ft*)  Z^^**"^* 


)' 


her  ist  nach  dem  Obigen : 
d  weil  nun 


«so  wt 


« 


L 


8*ö  .  .  3*.«lnflcoK 


L-5?- J  — »• (T^rt* 


>o  ]at  nach  dem  Obigen : 


r8v^_  i(i->')H>»*>(>»«Hy)~i*(i->t)«(^;>+g) 


I»* 


27« 


oder 


oder  ancb 


I 

,     * 


Nach  dem  Maclanrin'gcheD  Tbeorem  ist  aJao 

i 


oder 


t|i 


Wenn  man   also 


f* — 


.igU 


setzt,  HO  vernachlässigt  man  erst  Glieder/die  in  Bezog  aaf  i  nm 
der  zweiten  Ordnung  sind. 


4 


Wir  wollen  nun  za  der  ßeistimniun^  der  Glasringe  übergeb«u 
welche  die  vorher  befi^timmte  mUtlere  Linse  coiicentrisch  umgebet 
sollen,  und  schicken  der  Aufgabe,  auf  dereo  Auflosung  es  bie^ 
bei  vorzuglich  ankommen  wird ,  die  folgenden  allgemeioen  EM^ 
terungen   voraus. 

In  Fig.  9.  sei  LANA'L'^  die  vorher  vollkommen  bestinmfe 
mittlere  Linse,  und  F  wie  vorher  der  leuchtende  Punkt,  welcher 
die  Strahlen  aussendet.  Diese  mittlere  Linse  soll  nun  von  eiitffr 
Glasringe  concentrisch  umgeben  werden,  der  folgenden fiediogiiB* 

gen  genügen  soll.  Seine  Hdhe  CL  soll  eine  bestimmte,  etwa  der 
^icke  GN  der  mittleren  Linse  gleich  sein,  wodurch  uns  also  der 
Punkt  C  gegeben  wird.  Ferner  soll  auch  der  Punkt  B^  in  gki* 
eher  Hohe  mit  A  oder  A*  liber  MM\  durch  die  Linien  GM  utd 
BM  gegeben  sein,  wo  die  Linie  LM j  die  natlirlich  auch  gege- 
ben ist,  da  GL  und  GM  gegeben  sind,  die  Dicke  des  Rings  Be- 
stimmt. Durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  B  und  C.soU  noa 
ein  Kreisbogen  besehrieben  werden,   welcher  so  beschafen  ist. 
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ein  von  dem  gegebenen  leuchtenden  Punkte  F  ausgehender, 
je^en  die  Linie  FH  unter  einem  gegebenen  spitzen  Winkel  t  ge- 
Migter  Strahl  bei  LM  zum  ersten  Male,  und  dann  bei  BC  zum 
Äen  Male  s^i. gebrochen  wird,  ;das8  der  bei  i9C  ausfahrend» 
'1  der  Linie /W  paraJlel  ist  Da  der  von Fausgehenijej,. unter 
spitzen  Winkel  t  gegen  FH  geneigte  Strahl  die  Lipie  tM 
iwendig  selbst  treffen  muss,  so  ist  der  Winkel  i  offenbar 
|lkbt  ganz  willkührlich,  indem,  wenn  wir 


IjHten,  jedenfalls 

nniss,  wo  die  Winkel  ^  and  \^  mittelst  der  Formeln 

,  GL  GM 

hiAt  bestimmt  werden  können.  Damit  aber  von  dem  heX  LM 
griiroehenen  Strahle,  was  offenbar  nöthig  ist,  der  Kreisbogen  BC 
iriiUich  getroffen  werde,  ist  es  erforderlich,  dass  von  dem  bei 
Uf  gebrochenen  Strahle  die  Linie  AB  wirklich  getroffen  werde. 
Nm  bat  man  aber,  wenn  et  den  Brechungswinkel  bei  LM  be- 
Midioet,  wie  in  der  Ersten  Aufgabe  die  Gleichung 

[  sincr  =  fisint, 

iriUdst  welcher  Gleichung  a,  wenn  i  gegeben  ist,  leicht  gefun- 
^  werden  kann.  Die  Entfernung  des  Punktes,  in  welchem  die 
Iflie  AB  von  dem  bei  LM  gebrocheneo  Strahle  getroffen  wird^ 
m  der  Linie  FH  ist 


\ 


\.         ■  FG.tangt  +  ÄÄ.tanga, 

t  mA  der  Winkel  t  also  der  Bedingung 

FG.tangt  +  Bitf.tanga  <  GM 

■itegworfen ,  oder  der  grosste  Wertfa,  welchen  i  haben  kann,  den 
Vir  darch  t',  den  entsprechenden  Brechungswinkel  durch  cc'.Le- 
»eiclHieD  wollen,  muss  aus  der  Gleichung 

F&tangf  +  iSüf.tanga's::  6riir, 
iL  i.,  weil 

»in«' = fisint',      cosa' = Vi  —  fiVmt'* 

Ist»  $MB  der  Gleichung 


27t» 


besttmmt  werden ,  eine  Gleichung,  die  eich  durch  emlffe  IMMh 
mn^n  leicht  auflösen  läset  Hat  man  anf  diese  Weise  t  pesHiwrf, 
so  ist  i  der  Bedingung 

unterworfen  9  und  man  wird  nun  am  besten 


t= — s— 


.#  !■* 


setzen.  Haben  wir  allen  vorhergehenden  Bedingungen  gehOrfstil^ 
sprechen»   so  wird  der  zu  constniirende  Glasring  von  der  rtgt 
BCML  beschrieben ,   indem  man  sich  die  ganze  Fig.  9.  um  Vi 
Linie  FH  herumdrehen  ifisst,    und  so  wie  man  anf  oie  vorhe»! 
hende  Weise  zu  der  mittleren  Linse  einen  concentrischen  61»' 
ring   construiren    kann,    kann  man  natürlich  zu  jedem  Glasriap 
einen  neuen,   denselben  concentrisch  umgebenden  Giasring  eriwl* 
ten,    was  einer  weiteren  Erläuterung  nicht  bedarf.     Ueberlkeipt 
aber  werden  wir   nun  durch  diese  vorläufigen  BetrachtaB||ei  äh 
mittelbar  zu  der  folgenden  Aufgabe  geführt: 


Zweite   Aufgabe. 

In  Fig.  9.  seien  der  Punkt  F  und  die  beiden  Panktt 
B  und  C  S;egeben;  man  soll  durch  die  Punkte  0  «ttd 
C  einen  Kreisbogen  BC  von  solcher  Beschäf/enheft 
beschreiben,  dass  ein  von  F  ausgehender,  g^gen  diu 
Linie  FH  unter  dem  gegebenen  spitzen  Winkelige^ 
neigter  Strahl  zuerst  bei  LM  und  dann  bei  BC  60  ge«, 
brechen  wird,  dass  der  letzte  gebrocheoe,  bei  £Caas< 
fahrende  Strahl  der  Linie  FH  parallel  ist. 


Auflösung. 

Wir  wollen  den  Punkt  F  als  den  Anfang,,  die  Linie  FB  ah 
den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  eines  rechtwinkligen  Coordt 
natensystems  der  xy  annehmen,  in  welchem  die  positiven  g  auf 
derselben  Seite  der  Axe  der  x  liegen  sollen,  auf  welcher  der 
Winkel  i  liegt.  Die  gegebene  Linie  FG  wollen  wir  durch  p,  und 
die  gleichfalls  gegebenen  Coordinaten  der  Punkte  B  und  C 
durch  /*,  ff  und  /|,  ffi*)  bezeichnen.  Sind  dann  ferner  pi,  qi  die 


*)    Dieie  Coordinaten  können  an  sich  ganz  willkuhrllch  angenem- 
men  werden. 
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Coordipateo  des  Panktes,  in  welchem  die  LWeLMvou  deniTOD 
f*  aasgehendeo,  unter  dem  Winkel  t  gegen  iie  Linie  FIT  geneig- 
ten Strahle  getroffen  wird ,   so  ist 

^''  1)     pi^p»    7i=i>t«ig< 


vttd  Pif  9i  siiid  daher  auch  bekannte  GrSesen.    Ist  a  der  Bre- 
dmngswinkel  bei  LM,  so  ist 

2)      sina?=fisini, 

t 

mod  wenn  nun  t*  den  Halbmesser»  bo  wie  f »  9  dfe  (Koordinaten 
^  4bs  Mittelpunkts  des  gesuchten  Kreisbogens  bezeichnen»  den  B(all^ 
^  Besser  r  als  positiv  oder  negativ  betrachtet»  jenachdem  die  con« 
k  cave  oder  convexe  Seite  des  gesuchten  Kreisbogens  von  dem  bei 
Wim  gebrochenen  Strahle  getroffen  wird;  so  liefem  uns  adf  gana 
P  IhBÜcbe  Weise  wie  in  der  Ersten  Aufgabe  die  Bedingungen 
rjWMrar  jetzigen  Aufgabe  die  folgenden' Gleichuqgeii : 

3)      sind  =;=  (^— y»>'"^"-  (y— ft  )cog«  ^ 
imß  Winkel  6  absolut  nie  grosser  als  90^  genommen;  und 


«        I 


ifi=:cosa— cos(o*f  0)  (cosö — fiV  1 jp  ) , 

^)        ,  _. 

0  =  sina— 8in(a+ö)(cos6-f4V  i-^^). 

\  •'■■■ 

;  Ans  diesen  beiden  letztern  Gleichungen  erhalten  wir  ganz  Mtf 
MWibe  Art  wie  in  der  Ersten  Aufgabe  zur  Bestimmurig  des 
zwischen  —  90^  und  +90»  liegenden  Winkels  6  die  Formel 


ev       A       A         i*sina 
^>       ^"8^-^t-Litfcosa- 


f 


•fifcosa 
oder»  wenn  wir 

6}  COS9:s:(liCOS« 

seteeo,  die  Formel 

,%v     ^       ^         14  sin« 
7)    tangd  =  -C^-j — , 

2  sin  5  9* 

mittelst  welcher  0  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmt  werden  kann. 
Weil  nun  aber  der  gesuchte  Kreisbogen  durch  die  beiden  Punkte 
B  und  C  oder  {fg)  und  (fiSi)  geben  soll»  so  haben  wir  noch  die 
beiden  Gleichungen: 
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i 

gv  i(r-/)*+(i>-^)*=.«,  '      ) 

!(»-A)H(9-i?i)*=r»;. 

i 


welche»  in  Verbindung  mit  der  Gleicliung  3)»  sur  Bestimmiuig  dir 
drei  unl»el»nnten  Grössen  r,  t,  t)  hinreiclien. 

Durch  Subtraction  der  Gleichungen  8)  von  einander  arfaalliai 
wir  zuvorderst  die  Gleichung 


öder  '  *\ 


.        9)         (f-f.)f\r{9-9.U^^^^"~F-^'*  > 


welche  man  atfch,  wie  leicht  erhellet,  auf  die  beiden  folgend«; 
Ausdrücke  bringen  kann: 

10)  j  ^ 

Ferner  iSsst  sich  die  Gleichung  3)  auf  eine  der  beiden  folgen* 
den  Arten  ausdrücken: 

11)  1 

U'—ZOsin«— f9— 5^)cosa=(pi— /)sina— (^rj— ^)coso  +  r8inö,  j 
'('— A)sin«— (9— ^i)cösa=(pi  — A)sina— (9i— ^i)co8a-f  rsinft  « 


Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen: 


^  ^  _  _._(/-/■»)»•+ (?-/?oi 


12) 


"2t  (f-fi)cosa  +  (s-ffi^iuix I    ~'«« ' 


■J 


und 


13) 


■      _     .      „.  (Pt—Dsmit—  (y,  -j)co8«» 

I  "^     ^*^(/'-/i)C08«+(^-y,)8il.«' 

1» ,/.     f  V  (Pl— /)«'"«  —  (9l—g)  C08«t  . 

.'^-     y  /'^  (/  -  A)co8«  +  (i,  -^,)8ina ' 


ferner 
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,  F=A  +  Ä, 

14) 

ad 

Bind 


G  =     Cfl'— ^1)77— 


fi_       9 


(/"— /i)«o»« + (jr— ^1  )rfna 


•~~  9 


(/*— /i)co«a  +  (^— .9i)8ina 

ti  erhalten  'wir  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  in  10)  und  II)- 
durch  Elimination  leicht: 

16)       I 

(t,-^=F,  +  Gir; 

■od  dahei  zur  Bestimmung  von  r  nach  8)  die  Gleichung: 

17)      (F+e?r)H(Fi+(?ir)»=r^. 
Berechnen  wir  die  Ufllfswlnkel  q>  und  ö  mittelst  der  Formeln: 

18)      tangai=-^^,    tang5  =  ^^; 

M  eibalten  wir  ohne  Schwierigkeit: 

j (f-fi)<io»c 

2co8(a — a>)co8a)    * 
19) 


*  "^        2co8(a — o))co80> 


ferner 


TT   > 


20) 


»  —    /        ^8in(tt— *c5)8inai 

"~     ^Pli^  C08(a— 0>)C08Q 

^1  =^""CPi -/ )  co8(a— a>)co8Q  ' 


Dod 


sio^sinoo 

Cr  = 


ai) 


co8(a— w)  * 


810^  008 Q> 

Cf  1  SS  ""  — 7 \  • 

*  C08(a— a)) 
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üie  Gleichnng  17)  giebt  nach  gehüriger  Entwickelung: 

(1-CG-  Vi  6',)r«— 2(/'G+F,6i)r= FF+  F,Fi , 
aus  welcher  quadratischen  Gleichung  man  leicht 

erhält. 

Hat  man  r  mittelst  dieser  Formel  bestimmt,  so  ergeben  aidi 
t,ti  mittelst  der  Gleichungen  16)«  nämlich  mittelst  det  FonMh 

i  r=/+F  +  Gr, 
23) 

'  i^=:5^+Fi  +  Gir; 

und  unsere  Aufgabe  ist  daher  jetzt  vollständig  aufgelöst. 

'•■r 
Im  Allgemeioen  giebt  es  z«vei  Auflösungen;  welche  maoa 

wählen  hat,    muss  in  jedem  Falle  besonders  bestimmt  werdflik 

Soll  die  concave  Seite  des  Bogens  BC  von  dem  bei  LM  gsklü^ 

ebenen  Strahle  getroffen  werden«  so  muss  ri^pfwitiv  sein. 

Der  Wdrth  von  r  lässt  sich  auch  auf  folgende  Art  ausdrifckaii: 

._ 24)__ ' 

„ FG+Fi C,  j,V^(FG+F,  6.)«  +  (F#VyF,f,)  (1-60-41^0^, 

l  —  GG—GiGi 

Das  Product  der  beiden  in  dieser  Formel  enthaltonen   Wertha 
von  r  ist 

F1F+  FiF, 


!■  .  •     ' 


und  diese   beiden  Werthe   von  r  haben  daher  gleiche  oder  ai»* 
gleiche  Vorzeichen,  jenachdem 


cos(o —  «)*- 

negativ  oder  positiv,  d.  h.  jenachdem  der  absolute  Werth  voo*' 

sind 


cos(a — 0») 
grösser  oder  kleiner  als  die  Einheit  ist. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Punktes  in  dem  Bog^^ 
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€,  wo  der  mit  FU  parallele  Strahl  ausfahrt,  durch  P,  Q^  «od 
^len  der  KGrze  wegen 

26)      iC=(r— pOco««  +  (iji— ft)siDa; 

* ' "  I 

IP=Pi+iKirrcoa$)eoaa, 
Q=gi  +  (K+rcose)s\na. 


\t' 


•i.n 


,  Bs  ist  nun  noch  nutbig,  die  Natur  der  kmmmen  Eläche  giB* 
iner  kennen  zu  lernen ,  welche  von  dem  Kreiebogen  BC.  ili 
fi|.  9.  beschrieben  wird ,  wenn  sich  diese  ganze  Figur  um  rdie 
Laie  FH  herumdreht,  was  uns  zu  der  folgenden,  diese  Frage 
|itfgend  beantwortenden  Aufgabe  filhrt: 

Dritte  Aufgabe. 

In  Fig.  10.  sei  ABCD  ein  dem  aus  dem  MittelpuD^kte 
Omii  dem  Halbmesser  OC^=zr  beschriebenen  Kreise 
tngehSrendes  Kreissegment;  die  Linie  ^iV  stehe  auf 
'erLinie  ^^  senkrecht,  und  die  ganze  Figur  drehe 
•ich  um  die  Linie  üfiV  herum:  man  soll  die  Gleichung 
'tr  Fläche  finden,  welche  bei  dieser  Drehung  von  dem 
Kreisbogen  ADf  beschrieben  wird. 

Auflösung. 

keinem  rechtwinkligen  Goordinatensysteme  dera:;yz,  dessen  Anfang 
jw  Punkt  ^ist,  sei  die  von  der  Linie  ^^  bei  der  in  Rede  stehenden 
Jl'^bang  beschriebene  Ebene  die  Ebene  der  xy ;  lUA  sei  der  positive 
'heil  der  Aze  der  jr,  und  der  iiositive  Theil  der  Axe  der  y  werde 
^  tDeenommen,  dass.  die  Ricntung,  welche  man  verfolgt,  wenn 
^  sich  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  a:  an  durch  den 
^ten  Winkel  (xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe 
^  y  hin  bewegt,  mit  der  Richtung  der  Drehung,  die  iibri£;ens 
^  Sich  ganz  willkökrlich  ist,  übereinstimmt;  der  positive  'theil 
"^  Axe  der  z  sei  die  Linie  MN,  Die  Coordinaten  des  Mittel- 
P^kts  O  des  Kreises,  welchem  das  Segment  ABCD  angehört, 
^  dem  vorhergehenden  Goordinatensysteme  seien  a,  6.  Sind  nun 
'^  3f,  2  die  Coordinaten   eines   beliebigen   Punktes  der   krummen 


*)    M.  ••  meine  Optischen  UntcrsuchuDgen.    Thl.  II.  8.  IS. 


9''mkt   jrtf:P-  mtd  4m  ISm^t  M3  *<  amw  ^nmok  -mam.  S^f!»*^  JC 


rti»«    fKfMMUlit    'fiirHl  ^.    im    -tes  Patin   ü    ■     hsb    li 


l>    'jr-r'^^  >—**+=-* 


0p*«»  Tfc^ü^r  «i^  ,%se  «fer  . 

4te  *4l»  Jp  IM^il  4^  FWj^ftftM 


2)    *=f< 
Mr  4(ii  fNMMire*  «  Aiffege» 


Ut    Weil  non  oCrobar 


ifi,  «o  int  oadi  2): 

aUki  nach  3)  dorch  ÜirMion : 

•dtff 

folKlIcb  iat 
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'='^-v=A?''  '-'^'^-'v^^ 


(X  -  r)»  +  Cv  -  «»«=(j:«  +»«)(1  - 17=1=--)' ; 


I  nun  offenbar  ;=A.  Ut,  so  ist  nacji  1)  die  geÄncbte  Glel-' 
inScrer  krammen  Fttche:  ' 

6)    (.H3(-)(l-^^=^/  +  (x-.6)S=rV 


7)    (ViH^*-«)'' +  (*-*)•='•    . 


8)    a:«+y2  +  (z-6)«+aa~ra=.2ftVÄ«+y«, 

Gleichang,  wenn  man  sie  rational  machen  wollte»  anf  eine 
ng  des  vierten  Grades  lehren  würde. 

ieichoen  wir  den  von  dem  Anfange  M  der  Coordinaten 
»B  Puulcte  {xyz)  gezogenen  Vector  durch  A»  und.  dessen, 
NeigiingswinlceUgegen  die  Ebene  der  acyy  indem  man  diesjen 
'swinkel  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet,  jenachdem' 
ier  positiven  oder  negativen  Seite  der  Ebene  der  xy  liegt» 
>;  so  ist  in  völliger  Allgemeinheit 

^=  V^a:*+y*=Äcos5,    z=/i?sinc5. 
it  man  nach  7)  zwischen  R  und  o  die  Gleicbnng: 
(Äcosö— «)*+(Ärinö  —  6)*=:r» 


9)    (a— Äco«5)«+(6— Ä«nö)«=sA 
Sleichung  giebt  nach  gehöriger  Entwickelupg: 
fi«-2(acosö  +  6«in5)Ä=r?rr  «*—&*» 

# 

nn  man  nun  diese  quadratische  Gleichung  In  Bezug  auf  j({ 
ekannte  Grösse  auflöst,  so  erhält  man:  , 


})    Rz^a  cosü  +  6  sinS  i  Vr*— (asinS  — 6cos5)'. 


r,..' 


oduct   der    beiden   in  dieser  Formel   enthaltenen  Werthe 
ist 
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(acoBO  +  tsinö)*  +  (asincS  —  b  coaw)*— r*= a*  +  &•—?*, 
und  diese«  Produet  ist,  weil 

und 

MOk^AO,  d.  i.  MO<^T 

ist»  offenbar  negativ,  so  dass  also  die  beiden  obigen  Wertbe  ip 
R  stets  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.    Setzen  irtr  mm    • 

R*=acn8<d  +  6sinö  +  V^r* — (asinQ  —  ftcosQ)*, 

Ä^=acos5  +  6sin5— Vr* — (asincS  —  6cosS)*; 

so  ist 

Ä'^Ä'^snSVi^-Casinö— 6cosö)«, 
also 

• 
und  daher,    weil  nach  dem  Vorhergehenden  R'  und  R^  entgSMh 
gesetzte  Vorzeichen  haben,    R'  positiv  und  R"   negfetCv.   Wiil 
nun  R  seiner  Natur  nach  nur  positiv  sein  kann,  so  msss  mli  b 
der  Gleichung  10)  das  obere  Zeichen  nehmen,  also 

11)    i2  =  acosö  -f  6sino  +  V  r*— (asinö  — Aeosö)» 
setzen. 


Es  kann  hier  natürlich  nicht  meine  Absicht   sein,    mich  anf 
das  Praktische  oder  Technische  bei. dem  Bau  der  Leuchtthflnu^ 
oder  auch  nur  bei  der  mechanischen  Einrichtung  der  BeleuchtungC' 
anparate,  der  besten  Construction  der  Lampen,  u.  s.  w.  einzulastea. 
Weil  aber  das  schon  oben  erwähnte  Memoire  sur  un  nouvet« 
Systeme   d'eclairage  des  phares   par  Fresnel.    Paris* 
1822.  jetzt  selten,    wenigstens  schwer  zu  erhalten  ist,   so  dsM 
selbst  Herr  Hess  dasselbe  bei  der  Ausarbeitung  seiner  obenas- 
gefiihrten  Schrift  gar  nicht  gekannt  zu  haben  scheint*),   so  iftt 
ich  aus  diesem  trefflichen  Memoire  in  Fig.  I.  und  Fie.  II.  die  wltt 
deutliche  Zeichnung  des  Beleuchtungsapparats  von  Fresnel  ni^ 
theilen,  indem  ich  oemerke,  dass  die  Copie  eine  ganz  genaue»  mr 
der  Maassstab  verkleinert  ist,    so  dass  die  hier  gegebene  Zeich- 
nung Vso  der  wirklichen  Grosse  ist.    Wegen  der  grossen  Deot^ 
lichkeit  dieser  Zeichnung  wird  eine  ausfilhrliche  ErTSutemng  hier 
nicht  nothig  seio,  uod  ich  begnüge  mich  daher  mit  den  folgendea 


aWenigtieni  wird  deiselben  in  der  Schrift  des  Herrn  Hett.kehe 
nung  gethao. 
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I  wanlfen  Bemerliungen  (iber  cJieseltie.  Der  Apparat  ist  ein  Dreh- 
Teuer,  er  ist  achteckig,  iinil  enthüll  demziitblge  aclit  grüisNere 
oDil  acht  kleinere  LinNen:  die  ersleren  tttncl  durch  L,  die  letzteren 
T  den  ersteren  bcGudlichcn.  gegen  dieselben  unter  einem  ge- 
I  Winket  geneigten  Linsen  sind  durch  /  bezeichnet.  Uer 
ende  Punkt  Tür  alle  Linsen  ist  die  Flamme  F,  und  AI  vind 
elnde  Flächen ,  welche .  gegen  die  kleineren  Linsen  unter 
aetrisEen  leicht  zu  faei^fimnienden  Winkel  geneigt,  die  von 
jneineren  Linsen  ausstehenden  Strahlen  nach  horizontalen 
sogen  reflecliren.  Die  Ton  den  grösseren  Linsen  ausgehen- 
efitrablen  sind  durch  R,  die  von  den  kleineren  Liusen  aus- 
fffien  Strahlen  durch  r  bezeichnet.  Zur  Herstellung  der 
■e  dient  die  Lampe  FFH.  Da  da»  Feuer  ein  Drebfeuer  ist, 
wA  noch  Terschiedeoe,  aus  der  Zeichnung  ersichtliche,  Vor 
jBften  zur  Umdrehung  angebracht,  deren  genauere  Beschrei- 
j  nicht  hierher  gehört,  da  unt  hier  vorzugsweise  nur  das 
she  interessirt.  Da»  angefahrte  Memoire  von  Fr  e«nel  wird, 
es  auch  fiber  die  optische  Theorie  der  Linsen  gar  nichts 
i,  doch  inner  rflcksicbtlich  des  Praktischen  oder  Technischen, 
■Mich  auch  in  Beziehung  auf  die  Einricbtung  der  Lampen, 
pdieselbe  auch  neuerlich  ivohl  noch  mehrfach  verbessert  wor- 
ie  Hauprquelle  bleiben,  und  darf  von  Keinem,  wer  för 
o  vielen  Besiehungen  hCchst  wichtigen  Gegenstand  sieb 
Hirt,  unbeachtet  gelassen  werden. 


I  dioptriscbe   Beleuc htungssj 
Beleuchtungsappa 


fieidem  vorher  kurz  beschriebenen  Fresuerschen  Beleuchtungsappa- 
nrte  bilden  die  gegen  die  acht  grösseren  I'olyzonal-Linsen  geneigten 
aclkl  kleineren  Polyzonal-Linscn  nebst  den  dazu  gehörenden  SpiegelD 
deii»ecandnrenBeleuchtungsapparat,undGind,n'ieein  Jeder  von  selbst 
Iheraehen  haben  wird,  dazu  bestmim  t,  dl  ejenigen  Strahlen,  welche  von 
An  grösseren  Linsen  nicht  niehraufgeraommennerden,  aufzunehmen 
tati  zur  Beleuchtung  zweckmässig  zu  verwenden,  also  alles  von 
d«T  Lampe  ausgehende  Licht  möglichst  zu  benutzen.  Statt  dieser 
Einrichtung  bedient  man  sich  rU  secundäres  BelencfatunKSsystcm 
xa  demaeliien  Zwecke  jetzt  vielfach  gläserner  Ringe,  welche  durch 
Dmdrebnng  cewisser  krummliniger  Dreiecke  um  eine  bestimmte 
Axe  entstanden  sind,  nnd  nach  bestimmten  optischen  Prlncipien 
tKinstroirt  werden  müssen.  Ich  will  daher  jetzt  die  Theorie  die- 
ser Ringe  in  möglichster  Kürze  entwickefn,  and  zu  dem  Ende. 
zoerst  die  folgende  Aufgabe  auflösen. 
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Efite    Aufgabe. 

In  Ffg.  11.  sei  lUif  eln'e  gegebene  gerade  Linie  v 
Fein  leuciitender  Punict  in  derselben.  Wenn  nun 
ein  von  F  ausgebender,  gegen  MN  unter  dem  Wio 
t  geneigter  Strabl  ist,  so  soll  man  das  geradlln 
Dreiieck  ABC  der  Gestalt  und  Lage  nach  so  be^t 
men,  dass,  wenn  der  Sttab!  FG  bei  Aß  in  Cr  oach^ 
eebrocben,  bei  ^Cin  //  nach  HJ  reflectirt,  und  bei 
in  J  nach  Jüf  gebtochen  wird,  die  Strahlen  GH,  HJf 
respecti?e  den  Linien  AC,  AB,  itfiV  parallel  sind. 


Auflösung. 

Den  Einfallswinkel  und  den  Brechungswinkel  bei  G  m 
wir  durch  m  und  o»|  l>ezeichnen,    der^  Einfallswinkel  und  des 
chunsswinkel   bei   J  sollen  durch  o^   und  6)  bezeichnet  wei 
wie  m  der  Figur  naher  angedeutet  worden  ist    Dann  habes 
indem  fA  seine  frühere  Bedeutung  behält,  die  GlMchungeA: 

sincoi  =fisina>,    sinO|  =  fisino . 

Weil  nach    den  Bedingungen  der   Aufgabe  AGHJ  ein  Paral 
gramm   ist,  so  ist 

^Äi4C=90o  +  cö,  =900+  5i , 

alsoj)i)|=c5|,  und  folglich  wegen   der  obigen  Gleichungen  i 
CD=a>,  wjoraus  sich  ferner 

^BGF^z^CJK 

ergiebt.    Nun  ist 

9=900+CD  +  t,     90«-Cöi;=1800— g)  +  ^; 

also 

os^— t — 900,     »^  =  ^ — ^^QQO 

und  folglich 

sin«  =  ^  oos()9> — •) ,    sin  (0|  =: — cosfg) — ^) . 
Wegen  der  Gleichung 

sino>|  =  fisinco 

ist  also 

cos(9— ^) = fiCos(9  —  i) . 
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aber  niich  den  BedinguDgeo  der  Aufgabe  JK  mit  MN  pa- 
seio  soll,  so  ist 

ferner  ist 

^J?GF=t  -9  +  180O; 
ist,  weil  nach  dem  Obigen  Z.BGF—^CJK  ist: 

^=:t— 9  +  180^ 
eh 

■ 

€08(9  —  ^)  =  ---^COS(29-— 0/ 

laher  nach  dem  Obigen: 

cos(29  —  i)  =— f*cos(9— t) , 

Mst  welcher  Gleichung  9  bestimmt  werden  kann.  Jedoch  wird 
e  Gleichung  etwas  einfacher,    wenn  man  statt  des  Winkels  9 
Winkel  o  als  unbekannte  Grösse  einführt.  Weil  nämlich  nach 
Obigen 

9=gO^-f  OD-f-t 
•0  ist 

9-f =900+1»,    29-<=2o)+r+ 1800; 

cos(9— i)  = — sin» ,    cos(29 — 1)= —  cos(2io4-t) ; 

daher  nach  dem  Obigen: 

co8(2io-f  1)  =  —  fisin  (D . 

rt  man  nun   noch   statt  i  den  Gomplementarwinkel  i  di^es 
kels  ein,  so  dass 

i=(lOO-^t,    1=900—1 

r 

80  ist 

2a)+t=2»— t+90o,    cos(2o)+i)=— sin(2w— I); 

nach  dem  Vorhergehenden: 

sin(2o)  —  t)  =  fisio». 
I  UX.  90 
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Mittelat  dieser  Gleichung  muit«,  DacbdMi  oian  i  ans  i  mittdit 
der  Formel 

berechnet  hat,  der  Winkel  o  bestimmt  werden.  Hat  man  aber  a, 
so  ergeben  sich  tp,  tf;  leicht  mittelst  der  aus  dem  Obigen  bekanntCB 
Formeln 

fprsVfi-i-m  +  i 

und 

und  den  Winkel  BAC  erhält  man  mittelst  der  Formel 

Weil  femer  nach  dem  katoptrischen  Grundgesetze  BC  gegen  HG  • 
und  liJ  unter  gleichen  Winkeln  geneigt  sein  muss,  und  ofeibtt 
j^BGH^ji^LCJn  ist,  da  ^4(7/// ein  Parallelogramm  ist,  tim 
offenbar  auch  j^ABC^^ACB,  also  das  Dreieck  ^iBC  äi 
gleichschenkliges  Dreieck,  folglich  AB'=.AC.  Durch  den  WiriM 
BAC  an  der  Spitze  ist  das  gleichschenklige  Dreieck  ABC  efta* 
bar  der  Gestalt  nach  vollkommen  bestimmt,  und  die  WloMf^ 
und  ^  bestimmen  seine  Lage  gegen  die  Linie  MW^  so  dalts  aW 
letzt  schon  alles  Dasienige'  bestimmt  ist,  w&s  die  Au%ab^  v•^ 
langte.  Nimmt  man  aber  etwa  noch  die  Lage  der  Spitsä  A  9/^ 
ses  Dreiecks  als  gegeben  an,  so  kann  man  dieselbe  als  den  An- 
fang eines  rechtwinkligen  Coordinatansystems  betrachten,  dessen 
erste  Axe  der  gegebenen  Linie  M^  parallel  ist;  und  nimmt  mia 
dann  in  diesem  Systeme  die  positiven  ersten  Coordinatan  nadt 
der  linken  Seite  hin,  die  positiven  zweiten  Coordinaten  nach  oben 
hin ;  so  sind  in  diesem  Coordinatensysteme  mit  dem  Anfange  A^ 
wenn  wir,  indem  h  eine  beliebige  Länge  bezeichnet,  AB=4!ff, 
=  Xr  setzen: 

die  Coordinaten  von  B:    Lcostp,    Xsin^; 

die  Coordinaten  von  C:     Lcos^,    Zsin^; 

mittelst  welcher  Formeln  die  Lage  der  Spitzen  6  und  C  des 
gleichschenldigeQ  Dreiecks  ABC^(üt  jede  beliebige  Länge  L  ^ 
ner  gleichen  Schenkel  leicht  bestimmt  werden  kann,  wenn  Af 
Lage  der  Spitze  A  als  gegeben  angenommen  wird.  Sind  p,  f 
die  Coordinaten  der  Spitza  A  in  einem  beliebigen  dem  vorherge- 
henden parallelen  Coordinaten-Systeme,  so  sind  in  diesem  Systeme: 

die  Coordinaten  von  B:      p-f  £cos9,    q-^'Lsin^; 

die  Coordinaten  von  C:      p-|-£cosi^,    g-i-Lsmrlf, 

Alles  kommt  bei  der  vorhergehenden  Rechnung  auf  die  Auf- 
losung der  Gleichung 
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8in(2(o  —  l)::=fA6tn(o 

ao.  Man  kann  diese  Gleichung  zweckmässig  durch  Näherung  auf- 
lusen,  was  einer  weiteren  Erläuterung  nicht  bedarf.  Entwickelt 
nan  dieselbe  aber  gehörig,  so  kommt  man  auf  eine  Gleichupg 
des  Tierten  Grades ,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll.  Es  ist  nämlich 

6in2o)cost  ~  cos2(osinf = ^in  oo , 

also 

Ssinoocoscocosi-— (1— 2sino>^siQlzzfisiüo)> 

«I  folglich,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  tf=:sina>  setzen: 

j  2co8i.uV  l-M*— «inL(l— 2t{^=  ftu 

2cost.ti  V 1—11*= fiu  +  8ini.(l — 2f«'); 
iIN|  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt : 

4cMP.tt«(l-.tt3)  =  ^%«+sinP.(l-4tt«+4t«*)  +2^inf.ti(l— 2u«) , 

* 

wip  wenn  man  nun  diese  Gleichung  gehörig  nach  Potenzen  von 
0 = sini« + 2fisioi.ti + (f** — 4sini>  -  4coai«>i9 


—  4fA6initt>  -|-4(sini*  +  cosl*)t«*. 


[ 


^4m- 

",;         4ii*--4fwtal.ti»+0*«~4)««+2/»«inU+sinP==0       ' 
tfcr 

Ä*-fisinlii»— (1— j  fi^)i#  +  yf«iDU+ yiiiiii»=0. 
FirissO  erhält  man  »=0  und 

IT© 

ist,  da  bekanntlich  fi  <  1  ist. 

Für  f=W>,  sini  =  l,  bringt  man  die  Gleichung  leicht  auf  die 
Form 

20* 


»2 


also 


(ti«-|-|fi«)«=0. 


oder 


1^  — 2"~2'*""*' 


woraus  sich 


= jf*±V  2  +  re 


f** 


2   . 


ergiebt 

Für  ^=1^  ist 

"6 


tt= 


Hat  man  für  irgend  eioen  Werth   von  i  den  enfsprechei 
Werth  von  o  gefanden ,  so  dass 

sin(2a> — l)^=:/i8ino) 

ist,  und  lässt  dann  i  eine  kleine  VerSnderungdi  erleiden,  so  I 
man  leicht  die  entsprechende  kleine  Veränderung  dco'von  m 
nigstens  näherungsweise  durch   eine  Differentialformel  bered 

Es  ist  nämlich 

sin  |2(a>  ^dm)  —  (i  +  di) )  :=  fM»((0  +  dto) 

oder 

sin  1 2»  -  i  4- (28(0 — dt) }  =  fisin((o -f  do) » 

and  folglich  näherungsweise,  wenn  man  bei  Gliedern  stehen  bl 
die  in  Bezug  auf  di  und  da  von  der  ersten  Ordnung  sind: 


sinC^flo — l)+cos(2(»— f).(23a>— 3j) =fisiD(ö+ftcosa)3(o , 

also,  weil  nach  der  Voraussetzung 

sin(2o> — t)  s=  fisin  co 
Ist: 


frglebt  Dieser  Formel  kann  man  sich  bei  Berechnnne  einer  Taf«I 
ia,  *er«chiedenen  Werlhen  von  i  entapreolienden  Werthe  von  a> 
lit  VoTtbeil  bedienen.  Die  Berechnung  einer  solchen  Tafd 
tdwint  »anscheiisHerth  und  eine  Jankeneirerlhe  Aufgabe  für  einen 
Ihchner  xa  sein;  einen  Anfiin!;  findet  man  in  der  anßersbrten 
Hiirt  ron  Hess  .S.  Ol.     Am  besten  wird  man  eine  solche  Tafel 

Kl=0  bis  i=90"  berechnen.  FSr  diese  beiden  GrSniHertbe 
i  kann  man  nach  dem  Obigen  die  entsprechenden  Werthe  von 
jli  genau  berechnen,  (ielit  man  von  i=0  aus,  nnd  bedient  sich 
fc  obigen  Niihernngsformeln,  so  niuss  liir  1^90»  der  durch  die 
Mwning  tEefundene  Werth  von  a  mit  dem  im  Voraus  berechneten 
gniuen  Werthe  üliereinstimmen ,  «veno  die  Näherungsrechnuiig 
fmu  gefährt  war. 


I 


H«l  man  auf  diese  Weise  die  Gestalt  und  Lage  des  Dreieeks 
^C  bestimmt,  so  ist  klar,  dass  alle  unter  dem  Winkel  i  gegen 
ik  gegebene  Linie  HIN  geneigten,  auf  Aß  rollenden  Strahlen  nach 
itm  Anstreten  l>ei  AC  der  Linie  JH/'i  parallel  werden,  was 
wA  Flg.  1-2.  nüber  crlSutert  und  gewig«  vnilig  deutlich  gemacht 
MHeD  wird.  Konnte  man  also  annehmen,  dass  alle  auf  A/i  Tal- 
mta,  von  dem  leuchtenden  Punkte  F  (Fig.  IL)  ausgehenden 
toahlen  anter  einander  tiarallel  wären,  so  würde  man  durch  Dre- 
Vn  des  Dreiecke  ABC  nm  eine  in  F  auf  vtfiV  senkrecht  ste- 
MK  Axe  einen  Ring  erballen,  durch  den  alle  von  F  ausgehende 
Hnbleri  nach  zweimaliger  Refraction  und  zwischen  diesen  beiden 
bfiietionen  liegender  einmalii;er  Reflexion  in  eine  mit  der  bei 
W  h  Bede  stehenden  Drehung  von  der  Linie  lUy  beschrieltenen 
Iben«  parallele  Lage  gehrarhl  werden.  Weil  sich  aber  die  pa- 
iflde  Läse  der  AB  treffenden,  von  F  ausgehenden  Strahlen 
ieht  in  aller  Strenge,  —  we^en  der  Kleinheit  von  AB  nur  nübe- 
iq!Bwei>e,  —  annehmen  lüsst,  so  erTordert  diese  Convergenz 
BI  Strahlen  nach  F  hin  eine  Art  von  Correction  der  Geskilt  des 
Ölflecks  ABC,  die  man  dadurch  erreicht,  dass  man  die  Seile 
K^  denselben  ni<:ht  geradlinig  macht,  snndern  nach  einem  Kreis- 
Dien  krümmt,  wodurch  zugleich,  nie  wir  nachher  sehen  »rerden, 
c  Gleichheit  iler  Seiten  AB  und  AC  verloren  geht.  Wie  nun 
ieser  Krei»ihngrn  bestimmt  werden  muss,  wollen  wir  jetEf  zeigen, 
dem  wir  dabei  die  Lange  der  Seite  ,4C^:L  als  gegeben,  und 
lerhaupl  die  Lage  des  Ureiecks  ABC,  so  wie  auch  dessen 
inicel  BAC,  als  nach  dem  Vorhergehenden  schon  Tollkomnica. 
stfanint  annehmen. 
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Wir  wollen  dda  suerst  in  Fig.  13.  zwei  der  Linie  MN  parallele 
Strahlen  JK  und  JiK^  denken,    von  denen  der  erstere  JK  ron 
dem  unendlich  nahe  bei  C  in  AC  liegenden  Punkte «/,  der  letitert 
von  dem  unendlich   nahe  bei  A  in  AC  liegenden  Punkte  Ji  aus- 
geht.    Die  diesen  Strahlen  entsprechenden  gebrochenen  Stahlen 
JD  und  Ji  D,  8ind  bekanntlich  beide  der  Linie  AB  parallel.    Der 
Strahl  JD  gebt  von  dem  Punktet  in  BC  aus,  der  entsprediende 
reflectirte  htrahl  ist  der  Linie  AC  parallel,   und  die  den  voa  d« 
beiden  reflectirten  Strahlen  bei  D  eingeschlossenen  Wiokd  habi>  ] 
rende  Linie  DO  steht  in  />  auf  der  Linie  BC  senkrecht    D« 
Strahl  JiDi  soll  jetzt  ferner  von  einem  aus  F  ausgebenden .  AB 
in  dem  Punkte  Ai  treffenden  und  in  Bi  nach  BiDi  gebrochenei 


Strahle  F^Bi  in  dem  Punkte  D^  so  getroffen  werden,  dass,  m 
man  den  Winkel  BiDtJt  durch  die  Linie  Z>|0  halbirt,  die  sich  i 
schneidenden  Linien  bönud  Di  O,  oder»  was  dasselbe  ist,  die  Wiokil 
OD  Dl  und  ODiD,  einander  gleich  sind.  Beschreibt  man  dann  aas  0 
als  Mittel})unkt  mit  OD—  OD^  als  Halbmesser  durch  die  Punkte  A 
und  Dl  einen  Kreisbogen,  und  denkt  sich  nur  immer  die  Ponhli 
D  und  Z>| ,  uie  es  erforderlich  ist,  unendlich  nahe  resjpectire  U 
AC  und  AB,  so  wird  jedenfalls  das  theilweise  krummlinige  DreW 
ADDi  wenigstens  mit  grosser  Annäherung  die  Eigenschaft  habfli» 
dass  alle  von  F  ausgehenden,  nicht  genau  einander  parallelen 
Strahlen,  nachdem  sie  in  dem  Dreiecke  eine  zweimalige  Kerractioo 
und  eine  zwischen  diesen  beiden  Rcfractionen  stattfindende  cinma- 
lige  Reflexion  erlitten  haben,  zuletzt  nach  mit  MJN  paralMeo 
Richtungen  aus  dem  in  Rede  stehenden  Dreiecke  ausfahren.  A« 
diesen  vorläufigen  Betrachtungen  ergiebt  sich  nun  sehr  leichtt  diM 
die  Bestimmung  des  in  Rede  stehenden,  theilweise  kmmmBnigei 
Dreiecks  lediglich  auf  die  Auflösung  der  folgenden  Aufgabe  n* 
rOckommt 


Zweite  Aufgabe. 

In  der  Seite  AB  (Fig.  14.)  des  nach  dem  Vorherci 
benden  der  Gestalt  und  Lage  nach  schon  ▼ollst&idil 
bestimmten  geradlinigen  «-gleichschenkligen  Dreiecb^ 
ABC,  wo  AB=iAC=£  eine  gegebene  Grosse  ist,  soll 
man  einen  Punkt  Bi  von  solcher  Lage  bestimmeii 
dass,  wenn  man  den  von  ABi  und  dem  über  B*  htnati 
verlängerten,  dem  einfallenden  Strahle  FBi  est« 
sprechenden  gebrochenen  Strahle  BiE  eingeschloastf' 
neu  Winkel  durch  die  Linie  BiO  haluirt,  und  in  Caii 
i^C  das  Perpendikel  CO  errichtet,  der  Durchschnitt!* 
pupkt  O  der  beiden  Linien  BiO  und  CO  von  den  heidei 
Punkten  Bt  und  C  gleich  weit  entfernt  ist,  so  dass  dit 
beiden  Linien  £|0  und  CO  also  einander  gleich  sind. 


\ 


Auflosung. 


Man  wird  bei  der  Auflösung  dieser  Aufgabe  sich  am 

der  Methode   der  successiven  Näherungen  bedienen.    Denkt  mal 


sich  uamlich  ooch  die  Linie  B^C  ge*Qgoa,  A>  ist 

II«  zu  erfüllende  Bedinininf;s(;leichung.  Man  nehme  nun  AB^ 
ritikfihrlich  an,  dann  ÜLenntman  in  dem  Dreiecke  ^ß,C  die 
leiten  ABi,  A€=L  und  den  «in^eschlosseneii  Winkel  B^AC 
=^BAC,  uod  kann  also  die  fibrrifen  Slitcke  dieses  Dreiecks  be- 
samen. Also  kann  man  jetKt  den  Winkel  0C£(,  finden,  weil 
feobai,  da  CO  auf  BC  senkreclit  steht, 

n,  nnd  die  Winkel  ACß  nnd  ACB,  nach  dem  Vorhergehenden 
ttspnt  Bind.  Die  Linie  AF  ist  jederzeit  aU  bekannt  anzusehen. 
I'tül  die  Punkte  F  und  A  gegeben  eind,  und  ferner  ist 

^ß,Jf=i— 9  +  180"; 
Im  Innn  man  aus  den  Seiten  ABi ,  AF  und  dem  eingeschlosse- 
m  Winkel  2f,.IF  alle  übrigen  Stucke  des  Dreiecks  AB,F. 
llgiich  auch  den  Winkel  £/{,^' bereclinen.  Die  Ergänzung  die- 
le letzleren  Winkels  zu  !*0"  ist  der  Einfalls» inkel  des  Strahls 
^Bi  bei  £|.  aus  welchem  sich  mittelst  des  diop Irischen  Grund- 
caetees  auch  k-icht  der  entsprechende  Breehungstrinkel  linden 
iM.  Addirt  man  zu  diesem  Brechungswinkel  <J0",  so  erh&ll  man 
Im  Winkel  HBiE  und  kann  nun  den  Winkel  Oß^C  berechoeu, 
riit  nach  den  Bedingungen  der  AoTgabe 

^OBiC=^AB^C^\^BBiE 

t.  Han  kennt  also  jetzt  die  Winkel  OCB^  und  OB^C,  und 
■ao  um  prüfen,  ob  die  Beilingung§gleichung 

^Off,C=^OCßi 
ÄUIt  ist.  Findet  sich  diese  (Gleichung  genau  erfiilll,  so  ist  ^ß[ 
citlis  angenommen;  im  entgegengesetzten  Falle  muss  man  ABy 
k.fenige  verbessern,  bis  die  in  Kede  stehende  Bedingungi^slei- 
ht^  genau  erfüllt  wird,  wonach  man  dann  den  richtigen  VVerth 
ttABi  gefunden  hat. 

Hat  man  auf  diese  Weise  AB^  gefunden,  nnd  aUo  na- 
ferlkh  au  gleicher  Zeit  auch  ß,e  und  jLOB^C=^Oi:fty  be- 
Smnit,  so  erhalt  man  die  Halbmesser  BiO=.CO  mittelst  der 
'wmel 

Siud  nie  früher  p,  (/  die  Coordiiiaten  von  A,  so  sind: 
die  Coordinateo  von  Bi'.p^  ABi-castp,  tj  \-  ABi-hintp; 
iCm  t'oordinaien  von     C:;»+ ^C'.cos^',    ^ -{■  AC .  eiu^. 

Denkt  man  sich  Ton  /?,  auf  M?i  das  Perjjendikcl  B^Q  gefjilll, 
El4  durch   U  mit  il/iV  <lie    Parallele  OQ  gezogen,    ho  kann  man 
mC  leicht  berechnen,  weil 


p 


;  Winkel  /fß,Ciiii<]  Oß,C  alier  gletchfall»  ans  dem  ObigM 
nd.  Hat  iiiai)  aber  ^OB,Q.  bo  ketitil  mau  aiicfa 
BiQ=B,0.caaOB,Q,  OQ=BiO.»\oOB,Q 
und  kann  nun  aus  den  sch-on  bebnnlcn  Coorilinalen  lon  ß^  uoi 
den  Linien  B,Q  und  OQ  offenbar  immer  auch  leicht  die  Courdi- 
naten  des  Mittelpunldes  O  dcd  zu  hcslimmenden  Kmsbngeat 
BfC  berechnen,    was    einer    ueiteroii   Erläulerung  nicht  beddrfev 

Das  IheiIvveisG  krumiiiliiiige  Dreieck  ABiC  ist  jetxt  also  roll- 
(Gammen  bestimmt,  und  den  entsprechenden  GlaMiiig  erhält  mMl 
wieder  nie  oben,  wenn  mau  dlesea  Ureieck  Eich  nm  eine  in  F  ^\ 
Alis  senkrecht  stehende  Axe  drehen  ISsst. 

Mehrere  solcher  Obsrln^e  werden  nun  zn  einer  Art  von  Kuppel 
mit  einander  vcreiiii"t,  hei  deren  Anordnung  mitn  im  Alle^meän«« 
nach  den  fol^ndvn  Principien  vertuliren  muss.  In  R^.  15.  stell« 
LLt  eine  Haupllinse  vor  und  F  sei  der  leuchtende  Punkt,  in 
durch  f'  cehende  Linit  litJS  stehe  auf  LLi  senkrecht;  so  hU 
man  die  spitze  A  des  den  ersten  ohern  (ilasring  beschreibeoden 
thetlneise  krummlinigen  Dreiecks  AHC  in  den  Punkt  L,  titt 
wenigen»  nahe  an  diesen  Punkt  xu  le^eii.  Ist  nun  nach  dw, 
vorhergehenden  Anleitunf;  dieses  Dreieck  vollständig  der  GeattHj 
und  Lage  nach  beistimmt  unit  dadurch  gehririg  fest^eleet,  8a  sieh« 
man  die  Linie  FB  und  durt-h  C  eine  Parallele  mit  der  Linie  MN; 
schneiden  sieb  nun  diese  beiden  Linien,  gehörig  verlängert,  in  if|i 
so  kommt  in  diesen  Punkt  die  Spitze  A,  des  zweiten  Dreieck! 
'^i^i^i  *o  liegen,  welches  nun  ferner  auf  ähnliche  Weise  wie  ia» 
erste  Dreieck  ABC  bestimmt  nird.  Hierauf  ziehe  man  die  Lint» 
FBi  und  durch  C^  eine  Parallele  mit  der  Linie  MIS.  so  bestinmil 
der  Durchschnittspnnkt  A^  dieser  beiden  Linien  die  Lage  der 
Spitze  An  des  dritten  Dreiecks  AaB^^C^,  welches  ferner  trl«dtl 
auf  dieselbe  Art  wie  das  erste  Dreieck  ABC  bestimmt  mIiJ. 
Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen,  und  die  Kuppel  aus  etnet 
beliebigen  Anzahl  von  Glasringen  zusammensetzen  liann,  ist  Mm 
so  wie  sieh  auch  von  selbst  versteht,  dass  man  eine  fihnlicbt' 
Kuppel  unterhalb  von  den  Haoptlinsen  LL^  anordnen  kann,  baii 
der  die  zu  erfüllenden  Bedingungen  von  den  bei  der  obwM' 
Kuppel  zu  erfüllenden  Bedingungen  nicht  wesentlich  verscbiedci 
sind,  und  nur  durch  die  mechanische  Einrichtun 
purats  einigermaassen  moditicirt  werden  können. 

Diese  mechanischen  Einrichtungen  weiter  >u  besprechen,  Ist 
nher,  wie  schon  mehrmals  erinnert  worden  ist,  nicht  der  Ztveci 
di  aer  Abhandlung,  welche  ledifflich  die  Theorie  des  «igenlDcbn 
optischen  Theils  der  für  Leucbttbürme  bestimmten  Beleuchlunm- 
apparate  in's  Auge  zu  fassen  beabsiclitiiile.  Ücber  alles  TechniBäit 
findet  man  genügende  Auskunit  in  der  anaefilhrlen,  in  dieset 
ßeiiebung  r.u  empfehlenden  Schrift  von  Hess,  und  in  A 
n's  ebenfalls  schon  oben  angeführten  Werke  Aber 


)  ganuD  Af 


erluuben. 


r-Leuchtthm 


r  uns  daher  hier 


1  venvTuen   r 
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De  FeJtpreftftion  Konlom^trlqne  de«  raelne« 
de  reqnatlOQ  da  4i^me  degpre« 

Par 

M.  E.  6.  Bjorling 

k  Weateraa  en  Saöde. 

(Eztrait  de  Taper^o  des    Traosactions  de   TAcad.   des 
»ciences  de  Stockholm,  Söance  do  13.  Not.  1850.)« 


J'ai  monM»  dans  ane  communication  da  9.  Oct.  paas^*),  qae 
respreasioo  gonioniötriqae  des  racines  de  f^quation   du  3.  degrö 
dan*  ie  ^»casus  irreductibilis"   s'adapte  en  effet  netteroent 
MX  radnes  dans  tous  les  cas,  et  ni^nie  que  Ton  peut  la  döriver  de 
r^qoation  d'ane  mani^re  la  plus  directe  et  la  plus  simple.    II  m'a 
luttfress^  d*examiner>  ei   quelque  chQ^e  d'analogue  »erait  k  obte- 
1^  k  r^gard  de  T^quation  du  4«  degr^.     Et  quoique  (eomme  il 
etalt  facile  de  pr^voir)  aucune   analogie  compl^te  ne  peut  avoir 
liett  ^ÜDtre    le  inode  de  Solution  des  ^quations  de  ces  deux  de- 
gr^lkt  cette  recherche  a  pourtant  coodait  k  une  m^thode,  ä  ce 
qve  je  sais,   tout-ä-fait  nouvelle  de  rösoudre  T^quation  du  4.  de- 
gr^p   metbode  aui  ne  sera  peut-^tre  sans  intör^t  en  g^nöral,   et 
qoi,   de  plus,  .aans  uo  caa  tres-etendu  conduit  directement  k  une 
expression   algäbrique    tr^- simple  des    facinee.  —  Afin   de  roe 
frayer  ie  ebemin  au  but  d^sirö,  je  faisais  d'abord  Tessai  de  l'ö- 
qaation  du  2.  degr^,    en  pt^royant  (eomme  il  ^tiiit  iiaturel)  qu'ii 
exista  nöcessairement  une  vöritable  analogie  entre  le  roode  de  So- 
lution des  öquations  de  ce  deor^  et  celui  des  equations  du  4.  de- 
gr^.      C'est  pourquoi  je    TaiP  aussi   pr^enter   ici  la  chose  en 
mtee  ordre. 

*)  M.  t.  Heft  2.  S.  228. 
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§.  1.    LequatioD  du  2idme  degr^. 

Afio  de  r^soudre  reqaation 
(1)  j:«— ar+6=0,    (6  n'^tant  pas=0), 

bn  peuty  en  mettant 

dMtnh^f  tButtB  Im  vaieurs'ilB  flaogr  qiii  raHtfont  k  T^'aticMi 

ou  blen,  en  posant 

(3)  ^  =  *,  oiiplutdt  yerV*^ 

chercher  toute^  les  valeura  dez,.!]^  satisfent  ii  i'^qiiatton 

'  *  *  '        .  :     .     '         :  I        '        .  •  .'       •  '      •       .        .  .  . » 

oa  (au  moins,  si  a  n*est  pa8=0)  a  ii^quatloii 


(4)  ,=^  aresin  ((^^^)). 


1 1 


Par  cobs^quent,  lesT.  racin^ss  de  l'l^quatioii  propos^  (au  ia^9y 
ai  l'oQ  excepte  le  caa^  de  a==0)  se  tronvent  comprises  dans  h 


aecoiid  membre  de  la  formule 

(5)  .^V6.tahg?[atc«ln((^^))]v 

o^y  ccf  iqul  ref  ient  au  m^me«  en  vertu  de  ia  relatien 

rm  ^        1  1  — COSP 

(Ol  tanff  5  9SS      ■ .  ■    ■   >    •     • 

':.••.  .       ■  ■  ■  »  •  '        •■ 

dane  le  Mcoad  meinbre  de  la  «oiraatf: 


ii 


*=|«(1±Vj-^). 


Ott  eofio  dans  Gelle-ci: 
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(7)      .=1  ±  ^jj-i: 


.\'      '■'    riift  I    f.! 


r 

qui,    au  reste,    comme  on  sait,    convient  ^galöment  au  cas  spe* 


I 

(.  2.    L'^quatiön  du  4iöine  degr^. 

1.    Afin  de  rä^oudre  r^qnatipn 

(8)  a:*+ax^i^ba'^+c3^+d=:0,  {d  n*iiantjf^^ 

on  peut,  en  faisant  usage  encore  ici  de  la  position  (2)  ci-dessus« 
chercher  toutes  las  valeurs  de  ytangz  qui  satiäfont  ä  f^uation 

00,  en  vertu  des  relations 

sin*« = sin*z — sin*icos*2 , 

cos*aJ  =ti  cofis^z  r- s!n*zc'68*j , 
k  r^quation  '  »     i  *   . 

y*8in*z  +  ay'sin^cosz  —  (y*— »Äy*  +  d)8in*2Cos*r  +  cysinzcos'i 

+dco8*i=0, 

ou  biei^',en  posant  y^'nne  des  rtdnes  dA  J'^qaation 

(9)  3r*=rf, 

♦  •••.■  .     .  ■-.         ■  '     .         '  ■•  •■■.'. 

chereber  toutes  les  valeurs  correspondantes  de  z  qni  satisfont  j^ 
l'^^juation 

■    y  •  +  «y^sin'zcosz— (2y*-r fi)ysin*2CQS*z  +  csinzcosH =0 

ou»  ce  qui  reviont  au  mdme, 

(10)  (2y«— 6)ysin«2z— 2(ay«8in«z+ecos23;)»irt2z=±4y». 

Maintenant>  si  l'on  avait 

(11)  e=ay«, 

ipulsqu^^iors  F^quation  pr^cädente  (10)  se  r^duirait  h 

(12) .  (2^«-6)sin^z— 2fly8in2z=4y«, 

il  est  evident  qu  alors  on  parviendrait  aisement  ä  la  Gn  proposee 
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Aa  reste,  comme  cette  concUtioD  (11)  se  redait,  en  vertu  de 
la  fonnale  (9),  ä 

cz=±aVd, 

on  con^oit  ais^roent  qo'elle  peut  ^tre  remplie  toutes  les  fois^  qii*il 
exiBte,  entre  les  coefficients  de  l'^qaation  proposee,  .U  relatioo 

(13)  c^z=a*d. 

En  effet,   suivant  que  c  soit  =aVci  ou  =— aV^>  U  aaflfira  4vi» 

4  4 

demroent  d'adopter  la  position  y=:V<2  ou  la  position  y:=zi\^d. 

Par  cooseqaent,  \ea  racinesde  T^qiiation  proposäe  (8)»  dans 
le  cas  particulier  (13),  sont  compnseB  dans  le  2.  rnembre  de 
i'äquatioo 

xssytaDgz, 

(14)  y  ötant  =  V<2  oa  =iV<I»    suvant  qoe  ^  est  =-f 

ou  — aVd, 

et 

2  dÖ8ignant  (poiir  abr^ger)  rexpreesien  generale  qoi 
conoprend  toutea  les  valears  corröspondantea  de  z, 
propres  äverifier  r^quation  (12),  c'est  4  dire,  aa 
moins.si  Ton  excepte  (e  cas  slogulier 

(16)  6=2y», 

(16)  2=  l  arc8in((^^  [(ii:Va»+4(2j»*-6)])) ' 

et,  par  suite,  elles  seroot,  eo  vertu  de  la  relatton  (6),  les  quatre 
suivantes : 

ou,  ce  qui  revient  au  m^me, 

(17) 


(savoir,    le  ni^me  des  deux  eignes  :t  dans  les  deux 
termes). 
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Aq  Teste«  ä  est  ais^  de  v^riBer  mainteimiit,  <|n'eii  ef et  cette  dernl^re 
expressioD  des  racioes  convient  ögaWmeDt  aa  cas  mtoe  sin* 
gulier  (15)*). 

2.  Lorsqae,  au  contraire»  la  relation  (13)  n'existe  pas  entre 
les  coeflficients  de  reqiiation  propo^röe  (8),  ii  est  toujour  possible 
de  la  traosforroer  en  une  autre  ^aaation  de  m^me  degr^  dont  les 
coefficieots  remplissent  cette  condfition  (13),  Cat,  en  posant  dans 
r^quation  (8)  ' 


eile 

se  r^duit  k 

■ 

»i*  +  6u* 

«iH4tt» 

*i+  «* 

+   a 

-|-3att 

+3au« 

+at*» 

+  b 

+2bu 

+6tt« 
-t-cti 

+d 

=0, 


oa>  poor  abröger. 


ü»  ü"  ü' 

a9)  *i*+T3ä^i'+If*i'+T*^+" 


=0, 


oo,  enfin, 

et  la  relation  des  coefficients  dont  il  s'agit,  savolr. 


«)  Eo  effet  1^)  ti 

c  ett  =:aVrf=«y*,  6=(2^«=)2yd, 
I'  ffSilion  propot^e  (8)  a  la  forme 

OD  bien 

(a:«+  Vd)(x^  +  aar  +  Vrf)=0; 

et  9«)  ti 

c  est  =— oVrf=:agr»,  6  =  (2y*s)-2Vd^ 

r^oatlon  (8)  a  la  forme 

(««— Vd)(a;«  +  o« — Vd) = 0 ; 

et  eot  reeoBoaft  ait^nenC  qa'eo  effet  ^ant  Ton  et  faotre  oai  la  flMunle 
(It)  feenira  le«  T^ritable«  raoioe«  de  ees  ^natiooa. 


S02 

aerM«ltT«  ch<m%  remarMalile  —  k  l'^nalSoB  stiTaBte  dornt  le 
degr&  De  aarpassera  Jamaia  le  3«; 

(21)    [8c+a(a«-4Ä)]ttM  [l&i  +  2ac+6(a*-4Ä)]tt« 

+  [8arf + c(a«— 4Ä)]tt  +  (aM— c*)  =  0. 

Par  cons^uent^  si  Ton  acl^^pte  pour  u  ane  queiconqne  des 
radnes  de  cetle- Ration,  iKg'ensuit  de  l'artlde  pr^cMent  1»  qae 
les  racioes  de  T^quation  (19)  ci-dessus  aeroot  compriaea  daoa  ta 
formule 

ari=ytang2, 

4  4  ü'^ 

iy^tant=VU  ousstVÜ,  aaivant  qae  ü'  aeras+ou^-j-n-oVÖ  • 

'    aavoir,  ü = ii* + au* +Ätt*+ cm +  €f, 

r 

et  z  d^aignant  (poor  abröger)  l'expresaion  g^o^rale  qui  compread 
toutes  les  valqura  correspondaafca  de  rinconnue  z»  propres  k  vörifier 
l'öquatioD 

2y'— j^^sin«22— 2y .  Y-^8in22=4y«, 


ety  par  suite,  eHea  aaropt;  ea  vertu  de  r^quätion  (17)»  lea  qnatre 
suivantes : 


4..    I 


022) 

(savoir,  ie  m^aie  des  deux  eignes  ±  dana  les  deux  tennea)» 
^taot 

y=V<^  ou=itV<^,  suivaot  qae  C|  eera=::*f  ou— OiVi^, 

et  enfia 

(18)      d:=sd:i+ti. 

■ '  • 

On  congoit  bien  qae  les  racines  de  la  transform^e(l9)  ae- 
ront  en  effet  d^peodantes  de  la  choix  (}ue  Ton  ait  faite  entre  lea  ra« 
eines  de  r^qoaliaa  (21)  poor  la  d^nitioa  de  rincenoue  oa.  Mala 
OD  s'assure  ais^roent  que  cette  ^qiiation  (21)  aura  toujoors  au 
moins  ane  racine  reelle,  et  que  par  suite  II  sera  foujobrs  possible' 
de  se  procurer  une tr an sform Pedant  les  raelnes  ne  diff^reront 
des  racines  de  röouation  primitive  que  d  une  quaatitä  reelle.  Ea, 
eifet»  P)  loraque  la  coefficient  de  ir  D*ast  paa  qs=0,  la  chaaa  aot 


303 

Mdeuie  par  «oi -inline';    et  2^)  laraqa  il  e#t  =0,  c^oliM»  akr« 
r^uation  se  r^uit  ä  ^ 

+  ^[16d-(^'-26)«]=0. 

et  aae  le  coefBcieat  de  u'  ne  peut  pas  y  ^tre  =0 ,  c^  n'^tant  pas 
=  a^,  il  est  Evident  qu'on  aara  dans  ce  cas  döfinitivemeot 

a 

3«  Qaant  h  la  discussion  des  racinee  d*une  eqoatipn  da  4« 
ie^4,  poiir  ee  qui  concerne  la  d^termination  des  cas  oü  lea  racines 
so«t  mllea  ou  imaglnalres,  eile  peut  ae  faire  tr^s^ab^ment  toutes 
les  fois  que  Too  a 

(13)    c^=a^d. 

Eo  effet,  lorsquoy  dana  ce  cas^ 


1.)    a  et  c  sont  des  sigoes  contraires, 

pnisqQ*  alors  y  d^aigne  iVd,  et  qae  par  suite  l*^qaation  (17)  se 
r^oit  k 

■ 


Ü  est  dair  que,  a)  2Vi2+A    ^tant    positif  el   snpäfieur  ä 

yhj  9   toutes  les  raciues  aeront  imaginaires, 

6)  dans   tout  <^utre  cas,   töuißs  les  radnesr 

f^elles^ 

•  *       .     ■  .  ■  .  ■  . 

Lorsqn'aa  contraire,  dans  le  rn^iue  cbb. 


I  • .    ,     I 


.  > 


2.)  a  et  c  soot  de  m^me  slg;ne, 

pais^ü'kU>iib'4y'd<$slgne  y<{,   et  que  par  suite  F^qualtieii  (17)  s^ 
r^duit  k 


^  radfcVaH4(2Vrf-6)Y_~^ 


304 

il  est  clalr  qne»  a)  2Vd^b  ^tant  D^gatif  et  namörlqaemeDt 

>  f  n  J  » toutes  les  racines  seront  imagioairesi 

« 

tandis  qoe  6)  dans  les  autres  caa,  tootes  lea  racines  se- 
ront imaginairesy  seulement,  si  Vd  sur- 
passe les  deux  carrös 

toutes  les  racines  seront  reelles,  seulement, 
siV<^  ne  sarpasse  pas  Tun  oi  Tautre  des 
m^mes  carres,  et  enfin 

deux     racines     reelles     et    deux    imagi- 
naires»  seulement^  aiVd,    surpassant  Toa 
.de  ces  mömes  carr^,    ne   surpasse  pas 
Tautre. 

Et  enfin»  lorsque 


3.)    a  et  c  sont  Ton  et  Tautre  =0/ 

Suisqu'alors»  soit  qu'on   fasse  y^zyd  ou  z=i^d,   l'öquation  (17) 
evient 

la  discossion  doot  il  s*agit  est  bien  si  simple  qull  n*y  a  pas  k 
Texposer  icL  ^ 

Ajoutovs,  pour  le  cas  oü  la  condition  (13)  ne  soit  pasremplie 
par  les  coefBcients  de  T^oation  primitive,  qu'au  moins  si  l'on 
adoptepour  Taieur  de  ti  une  racine  reelle  de  Täquation  (21)*),  on 
pourra  appüquer,  alors  aussi,  verbalement  ce  qui  vient  d*dtre  dit 
ci-dessus  en  l^^),  2®),  3^),  ponrvu  toutefois  qu'on  remplace  lei 
lettres  a,  6,  c,  d  par  les  dönominatlons  pr^cMentes  des  doo« 
veaux  coefBcients  a^ ,  bi,  g^  »  d^. 

4.  Pour  en  donner  une  espece  de  värification,  coDsid^roas 
enfio  cet  exemple  particulier: 

a:*  +  ar»  +  7a:«+18a;— 18=0. 

La  r^ation  (13)  n'y  a  pas  lieu.    L'äquation  (21)  devient  ici : 


*)  En  effet  on  Toit  bien  qoe,  par  cette  adoption,  les  coe£flcienU  de 
la  träne  formte  (19)  d^Tiendront  reelles  et  qae  le«  racines  d'elle  ne 
diff6reront  de  celles  de  reqaation  primitive  qne  par  nne  qnantite  r^Ue. 
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8m»— 32««— 60«  -  33 = 0, 

4 

(tu,  au  moyen  des  positioiis  u—l  +  ^,    2t  =  v: 

,      154       4076     _ 
dont  les  racifies  sont  iodiqa^es  par  la  formale 

c=:  gV^iSi-cos  J3"c«»>((5v(l54-)8))l ' 
et  entre  elles  la  racine  reelle  par 

r=s|  (V2744+ yl331)  =s^ , 

et,  par  snite,  la  ralenr  corräspondante  de  n  par 
^  11 

Maintenant    les    coeffideDts  de  la  transform^e  (19)    de- 
vieoneot : 

443  24649 

tt]  =24,    bi  ="2"  '    fi=6.157,    rfi=  -jg^  , 

la  r^iatioD  C|*=ai^(2i  a  donc  llea,    et  on  obtfeDt,  en  Tertn  des 
«qimfions  (22)  et  (18), 

etf  par  soite,  les  racines  de  l'^aatioD  primitive  seront 

— (liV3)  et  dbSVCT, 
dostt  oa  peilt  aussi  maintenant  v^rifier  TexacUtude.        V     * 


: "  I 


Theil  XI\. 
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\  \ 


Ueber  Krfimmung:,  Blegruiifr  und  Ali- 
bildung:  lirummer  Pl>erf|llclieii* 

Voa  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Di  enger 


.,..  |p  dem  Folgenden  habe  icbi  versucht,  die  havptsScIllicIist^ 
Sätze  iQber  KrÖmmun^,  Biegung  und  AbbiMueg  krnsinMr  4|be^ 
flächen  zusammenzustellen.  Ausser  den  in  den  Lehrbücbem  ge- 
wohnlich vorkommend eB  Säta^  über  Krünmiung,  die  ich  der  Voll- 
ständigkeit wegen  glaubte  ebenfaBs  eufTShren  zu  müssen,  wurden 
namentlich  die  Sätze  Von  Gauss  über  Biegung  und  Abbildung 
der  krummen  Oberfläcjlien  nachgewle^n.  Beputzt  habe,  ich  dabei 
folgende  Werke:  S'pli^roidl'scbe  Trigonometrie  vom  Her- 
ausgeber des  Arc4^^vs^,.  ^Berlin«  to33.  i^.),  fünftes  Ka- 
pitel; eine  Abhandlung  vöii  Mi  li  ding  iriiltften  Bande  des  Cr  eile*- 
scheu  Journals,.  S.  otO.ff.^  so  wie  eine  solche  desselbfi^  y» 
fassers  im  2Usten  Bande  jenefii 'Journals,' S.  32$.;  ^Sebmiätii 
mathematische  Geographie,  Ister  Band  S.  130  ff.;  und 
endlich  die  Untersuchungen  über  Gegenstände  der  liG- 
hern  Geodäsie  von  Gauss.  (Oottingen,  1844). 


§.1. 
Sei 

/'(d:,y,  2)=ti=0  (1) 

die  Gleichwiff   irgend  einer  krummen  Oberfläche,    A  ein  Punkt 
derselben,    dessen  Koordinaten  seien  j;,  y,  z.    Von  dem  Punkte 
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A  aus  gehe  man  auf  der  Oberfläche  (1)  m  eioem  mModUch  nalieii 
Punkte  A',  dessen  Koordinaten  seien 

a+Ax,    3f4^Ay,    t+Azf 

wo  Ax»  Ay,  Ai  unendlich  ktein  sind.  Da  A  auch  auf  der  Ober- 
fläche (1)  liegt,  so  ist  also  auch 

f{x\Ax,  y+Ay,  x+Az)=20.  (2) 

Denken  wir  ans  nun  eine  Grerade  durch  die  Punkte  A  und  A',  so 
ist  dieselbe  Tangente  an  jede  Kurve,  der  das  Element  AA*  an- 
gehurt   Die  Gleichungen  derselben  sind  mithin: 


d.  b. 


^-^=:i-(^"^)'   '^-*=ä(^-^); 


Z^z=^(X^x),     r^.y^^£(X^x);  (3) 


weiui  X,  ¥f  Z  die  laufenden  Koordinaten  der  Geraden  sbd.  An9 
dhA  Gleichongen  (1)  nnd  (2)  folgt  aber  bekanntlich: 

du     BuBy  .   du  9%      -  , .. 

eliaiifiirt  man  nun  zwischen  (3)  und  (4)  die  Gröseen  ^ »  gz»  *o 
ethüt  man  die  Gleichung; 

^(J:-^)+|(F-,)+|(z_.)=o.  (5) 

weldies  die  Gleichung  einer  durch  den  Punkt  A  gehenden  Ebene 
Uii  Diese  Ebene  enthält  also  die  Tangei^ten  an  alle  möglichen 
dvrdi  den  Punkt  A  gehenden  und  auf  der  kmromen  OberjQäche 
befladBchen  Kurven,  und  heisst  eben  desshalb  die  Tangential- 
ebene an  die  krumme  Oberfläche  im  Punkte  A, 

Diejenige  Gerade,  welche  im  Punkte  A  auf  der  Ebene  (5), 
also  auch  auf  der  Fläche  (1),  senkrecht. steht,  heisst  Normale 
an  die  Oberfläche.  Dieselbe  steht  also  auch  senkrecht  auf  allen 
Tangenten,  die  man  nach  dem  Obigen  durch  den  Punkt  A  zie- 
hen kann.    Ihre  Gleichuügen  werden  mithin  sein: 

21* 
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Sdfat- mmmV  «M  Abkflnung 


-v^©-+a'*(iy- 


-I  i<'<  *   1    '.'   Im-.;   .;  .,  .;     i. 

und  sind  er,  ßy  y  die  Winkel,  weicht  die  Normale  mit  den  drei 
Koordinatenaxen  macbt  y  «o  ist  also :         .      , 

•-  •  ■        ■  ''i'i'fitt'  '■'•-■.  löM  ■    lait-  •     _, 

worin  die  obern  und  Mntern  Zeichen  zusammeugehfireu.  So  laoj^ 
Nichts  fests^esetzt.  iftt  über  d^  sp^ielle  Richtung  der  Normale, 
muss  das  Doppelzeichen  in  den  Formeln  (7)  angewendet  werden. 
Um  aber  dietise  suezielle  Feststellung  vornehmen  zu  kOnnen,  mag 
Folgendes  bemerkt  werden. 

Penken  wie  un«,  Vom  Punlfte  A  aus^  werde  auf  der  Normale 
und  ä^war  fiach  Deiae^'>Seiten  der  krummen  Fläche  hin  fortgegao- 
gen,  so  wird  die  Grosse  u,  welche  Null  ist,  wenn  man  io  ihr 
fäi  x\'^;  t^  dfe>  KWdlintttieD' de«  Punkts  A^%^tA^  positiv  oderne- 
gativ  sein,  we4ifrthläii-^'lDk'  AarV \V,  'ip  die  K«irdtfiaten  ingeii^  ^eiM 
andern  der  Punkte  der  Normale  setzt.  Wählen  wir  nun  einen  dem 
Punkte  A  unendlich  nahen  Punkt  JSf  auf^der  Normale,  dessen 
Koordinaten  seien     '       . 


X  +  AX ,     y  +  ^//  ,      2  +  ^2 

*,••■»»  • 

und  iBWar  sei  derselbe  auf  dem  Theile  der  Nprpialej,   dem  in  (7) 
die  obern  Zeichen  zugehuren,  und  sei  iidc*h    -* 

».  ■ 

f  ■      »  ■ 

und   der  Werth'Vob  ti,'  de'n'roafi  erhält,    xtinn  man  ftlr  x^  jj,t 
die  Koordinaten,  des  PunJUea  j6  setzt ,  ist  . 

'  ■  I 


I       •  ■      f  « 


•i-,-.  <. 


•  ; 


ff 

WO  9  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten  Ordnung  und  u  der  Werth 
ist,  den  man  erhält,  wenn  man  för  x,  y,  2  die  Koordinaten  des 
Punktes  A  setzt,  d.  h.  ü=^d,  mithin  , 

/       Sil  ^        ÖM  ^    .  Si«  ,  .  i^JC^  &  ^!/^  +  ^2^)  ^  . 
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.  h.  u*  ist  positiv.  Folglich  muss  das  okere^  Ze^^ben  in  (7)  dann 
enon^men  werden,  wenn  man  die  Normale  von  A  ans  nach  der 
eite  der  krummen  Oberfläche  verlängerte  nach  der  u  positive 
i^erthe  erlangt.  Man  beweist  ganz  eben  so,  dass  nach  oer  ent- 
egengesetzten. Seite  hin  u  negative  Werthe  erlangt.  Die  erste 
Qite  der  Fläche  soll  die  p ositive.,,.  die.  zweite. di^  negative 
bissen,  und  wir  wollen  a!fo  .in^ü^ig  die  Noirin^le  von.  defp. 
unkte  A  aus  nach  der  positiven  Seite  der  krummen.  Fläche.  «^ 
^rläns^ert  denken ,  so  dass  wir  in  (7)  bloss  die  ohern  Zeichen 
sizu behalten  brauchen. 

*  ■    ■  •        '  "  ' 

In  der  Regel  wird,  wenn  man  einmal  auf  der  positiven  Seite 
5r  Fläche  sich  befindet ,  u.  immer  positive  Wertne  haben;  es 
Osste  denn  sein ,  dass  die  Normale  nie  Fläbhe  noch  einmal  träfe, 
o  dann  ein  Zeichenwechsel  vor  sich  ginge. 


■  ■  . 


}.  2. 

■  ] 

Wir  wollen  uns  nup  ..auf  einer  krummen  Oberfläche  (l)  von 
sm  Punkte  A  au^  in  einer  bestimmten  (aber  beliebigen)  Rieh- 
mg  hin  zwei  Kurvenelemente,  d.  h.  nebst  A  noch  zwei  auf  ein- 
\Sei  folgende  unendlich  nahe  Ptokte  denken,  deren  Koordinaten 

Jen:  :         *    .    . 

•  ■ 

-V^sc,  y\Jyy  i\Az\      x +2Jx ,  y +2Jif  +  J^ ,  z  +  2Jz+J^z; 

o  wir  also  x  als  die  unabhängig  Veränderliche  ansehen.  Da 
lese  Punkte  ebenfalls  auf  der  Fläche  (1)  liegen,  so  muss,  nach 
Der  bekannten  Betrachtungsweise  der  Differentialrechnung,  auch 
$in: 

^      du      du  dy       du  dz      ^ 


^^jixdz  aar"*""  a^ai  Si  a^  +  8y 8a^ ■•■  az  ax»-"- 


(8) 


t  die  Richtung,  in  der  man  vorgeht,  bestimmt,  so  sind  es  auch 

3^      dz      S^      dh_ 
dx*    dx'    dx^ '    dx'^ 

iirch  die  drei  angenommenen  Punkte  kann  man  nun  einen  Kreis- 
>gen  legen,  dessen  Gleichungen  seien: 
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(X-a)»+(F-««  +  (Z-y)«=p«, 
aiX-«)  +  b(r-ß)+Z-Y=0; 

wo  also  tt,  ß,  y  die  Koordinaten  seines  Mittelpunkts,  q  sein  Halb- 
messer. Zur  Bestimmung  der  Grossen  a,  fi,  y,  q,  a,  b  hat  man 
mitbin  die  Gleichungen; 

(«-«)«  +  (y-/J)«  +  (r-y)*=^. 

«-.+(»-»g+(.-r)5=o,' 


a(a>— «)  +  6(y-/J)  +  z— y = 0, 


ax«  ^  c^o:« 


woraus  sich  uun  ergiebt:' 


• 


,  _     dx*  o.T^  dx      Bx*  dx  V 

~'^'      "- sg '  \ 

ox^  dx'' 

__U ^\8x)  +  \d'x)  jyBJ^dx'*^  dx* dx) 
\dxy  +  \8xy  +  l,3x*8i      8j:*  8i-^ 

i"i4.^^y V-i-  ^^- Vi  r^'^y  -L ^^z'^* V  ^i  ^^  *"'*  1 

_    I  ^\?j:J  "^  V8>/  ,1  Lc^x-'^dx^Bx/  ~dx^  dx  »rj 

'^    *~         .       /^»Vj  /^^Va.'/^-  %      8«//  SiV  •>(») 

VöW  "•"  VSW  "*"  V8i*  dx~Bx*  hxj  I 

1_  ^VcW    '   \Bx)  .\\_Bi\Bx)  ~Bx*BxBx  ^*vl 

[h(^h  (al)*T , 


>--- 


Die  Formeln  (0)  bestiiiiinen    den  betreffenden  Kreis  vollständig. 

Offenbar  kann  man  die  Anfgabc,  die  uns  beschäftigt»  auch 
bo  ansehen,  als  habe  man  durch  A  irgend  eine  Ebene  gelegt, 
welche  die  Fläche  (1)  schneidet,  und  man  betrachte  in  der  (ebenen) 
Schnittkurve  zuei  Elemente.  Ist  die  Kurve,  von  der  wir  zwei 
Elemente  wählten,  eine  im  Allgemeinen  doppelt  gekrümmte,  so 
darf  man  ja,  um  die  eben  angeführte  Ketrachtung  klar  zumachen, 
nur  rfie  Krümmnngsebene  dieser  doppelt  gekrümmten  Kurve  im 
Punkte  A  als  die  so  eben  ani^ci^ebene  Ebene  ansehen. 

Um  die  Rechnung  zu  vereinfachen,  wollen  wir  aber  ein  an« 
deres  Koordinatensystem  einliibren.  AVir  wählen  nämlich  den 
Punkt  A  zum  neuen  Anfangspunkt,  die  Tangentialebene  (5)  zur 
Ebene  der  nrij  und  die  Normale,  in  dem  §.  I.  angegebenen  Siniie, 
zur  positiven  Axe  der  :.  Da  mmmehr  die  Gleichung  der  Tangen« 
(iaiebene  :=0  sein  muss,   so  ist  also  jetzt 

vn       du 

eil 
während  ^     nicht  Mull  sein  v\ird.     Da  die  Uichtuns  der  Axeii  der 
cz  "• 
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X  and  y  noch  willkQhrlich  bleilift»  so  frihlen  wir  dieselben  so«  dass 
g—Ä-- ebenfalls  Null  wird  fiQr  j?=y=s=0.  Dass  Letzteres  immer 

mugiicb  sei»  erhellet  so:  Mao  wähle  zuerst  die  Lagen  der  Axen 
der  X  und  y  (senkrecht  auf  einander)  ivillkahrlich ,  so  dass  im  All- 

gemeinen  g   a  ■  nicht  Null  sei  (wenn- man  die  Grösse  umgeformt 

hat,  wie  es  die  bekannten  Formeln  für  Koordinatenverwandlang 
verlangen).    Da  fflr  dr=:^=z=0  auch 

?5-0      ---0 

80  muss  die  Grösse  u  so  beschaffen  sein,  dass,  wenn  man,  falls 
sie  nicht  l>losse  Potenzen  enthält,  die  in  ihr  etwa  vorkommenden 
transzendenten  Grössen  nach  dem  Maclaurin'schen  Satze  ent- 
wickelt« dieselbe  die  Form  habe: 

I 

wo  P  keibe  Glieder  enthält,  die  bloss  die  erste  oder  zweite  Di- 
mension von  Xy  y  enthalten.  Alsdann  ist  offenbar  fQr  x=u=:z=0: 

cPti 
^— ^=:/.    Man    ändere   ifiin  die  Richtung  der  Axen  der  x,  y, 

d.  h.  setze: 

X = o:  cosa  —  y^sina ,    y  =z  ^sma-f  ^cosa ; 
so  wird 

uzzik'x^+l'x'y'+m'y^+P', 

wo  P*  in  Bezug  anf  x*,  y'  dieselbe  Eigenschaft  hat»  wie  P  in 
Bezog  auf  x,  y.    Was  den  Werth  von  /'  anbelangt,  so  ist 

f  s=  —  2Asina  cosa  -f-^^sin«  cos«  -f-  /  (cos^ — sin^) 
=  (m  —  A:)6in2a -f /cos2a 


und   X  -^A  y  =  t.      Soll   nun  f=0  sein,    so   muss   man    haben 


8% 

f 

tg2«  = , 9  woraus  ein  reeller  Werth  von  a  folgt,  so  dass  mi*^ 

sere  Behauptung  gerechtfertigt  ist.    Wählen  wir  nun  die  Koordi« 
natenaxen  in  der  angegebenen  Art,    so  folgt  aus  (8),    dass  (fiir 

den  Punkt  A)   anch  ^=0,    und    folglich    die   dritte    Gleichung 
(8)  wird: 


\ 


i^homy  &).(&.="■  <•' 


vno  der  angehängte  Zeiger/0  bedAut^t»    das«  man  nach  der  Diffe- 
rentiation ar=y=ri=0  zü^Betsen  habe. 

Die  Gleichung  der^Ebeiie^;  Fbfiddr  wir  vorhin  sprachen,   sei 

•    >  ■  '         .  ::«  r  •  .     .  .. 

SO  ist  also 

«nd,  wenn  man  diess  in  obig»  deiohilDg  (a)  setst:      . 

Wo 


V3**A=  ^ 


and  dann 


m  -  riefelt  @).]  « 


woraus  nun  folgt: 

iB  welcher  Formel  allerdings^  das  zweite  Glied  das  DoppeUeichen 
JU  haken'  sollte,  das  wir  aber  weglassen,  so  dass  q  alsi  positiv 
wer  negativ  betrachtet  wfrd^  je  nachdem  das  ^s^eite  Glied  einen 
peeiliven  oder  negativen  Wertb  hat 

Legte  man  die  fragliche  Ebene  noch  spezieller  so,  dass  sie 
divek.  die  Normale  ginge,  und  also  einen  Normalschnitt  bil- 
dete, so  kann 

x  +  Ay=0 

.  '  •  I 

ihre  Gleichung  vorstellen,  und  der  entsprechende  Werth  von  q 
ergiebt  sieh,  wenn  man  in  ('10>  BssO  setzt,  d.  In  man  hat  jetsf: 


I 


/ 
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Will  man  den  (oder  die)  Werthe  vonA  soeben»  fiir  welche  diese 
Grosse  ein  Maximum  oder  Minimum  ist.  so  bat  man  ^ 
setzen,  wodurcb  man  erhält:  I 


~  =ü    za 


A 


d.  h.    entweder  ^1=09    oder   Ar=^    Wollte  man  den   zweiten 

1 
Werth  (J=od)  nicht  gelten  lassen,  so  setze  man  A^-  r   woduteb 


\ 


fiir  ^=qd: 


und  5^=0,  giebt  C=0,  d.  h.  A=a>.    Non  ist  fQr  ^-0: 

W/o 

wA 

und  die  Gleichung  der  Ebene  des  Schnitts  ist  flir  A:=i&t  xssO^ 
d.  b.  die  Ebene  der  yz,  fiir  A  =  qo:  ^=0>  d.  h.  die  Ebene  der 
WZ,  Diese  zwei  Schnitte  wollen  wir  Hauptschnitte  beissen 
und  also  durch  Ri,  R  ihre  Krfimmungshalbmesser  bezeicknen^ 
die  zugleich  Hauptkrümmuugsbalbqiesser   beissen  mOgen. 

Ist  nun  x+Ay^Oi\e  Gleichung  irgend  eines  NormalscbikMs» 
so  ist  --r     die     trigonometrische   Tangente  des    Winkels,    den 

diese  Ebene  mit  der  Ebene  der  xz  macht,  oder  auch  --r  ist  die 
trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  den  die  zwei  Linien  nit 


einaBder  Mldeii>  In  danen  eben  diese  Ebene  und  die  Ebene,  wel- 
cher der  KrOmnnogshalbmeseer  R  enUppricht»  die  Tangentialebene 
ecboeiden.  Heisat  nun  a  jener  Winkel ,  so  Ist  mitbin  A^=coig*cc 
und  folglicb  (11): 

l  +  cots«tt  RR, 

cotgSa  •  5  +  -^^ 

vemiittelst  welcher  Formel  der  Krflmnuingahalbmesser  jedee  Nor- 
nialacbnitta  darcb  die  beiden  Hauptkrfimmun^sbalbmeaser  ausee- 
drückt  ist  Ist  nun  ß=i^,  so  Ist  allgemein  q=R,  d«  h.  alle 
Krümmungshalbmesser  der  Normalssbnitte  sind  gleich. 

Was  den  Werth  der  Grossen  a,  ß,  y  anbelangt,  bo  findet 
man  nach  (tf)»  dass  jetzt  a=zßasO,  y^=z  —  q,  so  dass  der  Mittel* 
nunkt  des  Krummungskreises  auf  der  Normale  liegt;  föllt  nun  der 
Werth  (12)  neeativ  aus,  so  bt  der  Krfimniungsbalbmesser  nach 
der  positiTen  Seite  der  Normale,  d.  h.  nach  der  positiven  Seite 
der  Fläche,  gerichtet,  entgegengesetzt  im  andern  Falle^  wobei 
freilich  obiges  bestimmte  Koordinatensystem  zu  Grunde  liegt 

Immerhin  aber  folgt  aus  (12),  dass  wenn  ß,  J?«  nach  der- 
sdben  Seite  der  Normale  hin  gerichtet  sind,  alle  Krümmungs« 
halbmesser  der  Normalschnitte  ebenfalls  nach  der  nämlichen  Seitö 
gerichtet  sind,  in  welchem  Falle  die  Fläche  in  A  eine  doppelt 
erhabene  (oder  doppelt  bohle)  helsst.  Sind  R  und  R,  entgegen- 
gesetzt gerichtet,  so  Ist  ein  Theil  der  q  anders  gerichtet,  als 
der  andere,  und  die  Fläche  ist  in  A  hohl -erhaben.  Die  Scheidung 

*'  *^%  wenn 


tg-«=-*S  tg.=J:V^. 


In  welchem  Falle  ^=  od  Ist,    Ist  1Z>/2|   und  haben  beide  Gros- 
sen gleiches  Zeichen,  so   erreicht  q  seinen  grSssten  Werth  fiir 

asO,  seinen  kleinsten  fiiT>=R-,  wie  man  diess  am  bequemsten 

ans  der  Formel 

RR,  RR, 

^==iii+^Ä--Äi)sin*«=  Ä-(Ä-i?i)cos«a 

errieht    Also  Ist  dann  wirklich  JZein  Maximum,  R,  ein  Minimum. 

Sind  R  und  R,  von  versdiiedeoem  Zeichen ,  so  sei 

a)    JB=— jß^  Ri  positiv;  alsdann  ist 

-Jl^fii —R 

^— — Ä'sinaa+Äicos««""  --Ä'  .  ^     ,        «  ' 

iry     Sin*«  +  cos*« 


ai6 

/ 

uarNeBoer  erreicht  seinen  gfussten  Wertb  fihr  ai=?0»  trd  er  1  ist, 
also  ist  jetat  R:=: — R*  ein  Minimum;  ferner  M  futch 

8in*a— -7icos*a 
e  ■  ■  ■ 

so  dass  (ur  a=n-  wirklich  /Z|   ein  Minimum  ist; 

ß)    R  positiv,  Riss-^Ri'i  alsdann  ist 

'■  •  •  •  ■    '         .       ■        .'  ■         ■•■.'■ 


•  t 

worapeifplgt»  dass,  (ilr  a=0,    /Z  ein  Minimum ,'    otid,  iür  a'=s^i^ 
jR.  :==^J^^' ebenfalls  «in  Minimmn  ist.  :    . 

Es  ist  nun  leicht,  den  KrQmmnngshalbmesser  irgend  eines 
durch  il  gelegten  ebenen  Schnittes  zu  bestimmen,  ßie  l\>rmel 
(10)  gtebt  nämlich: 


'r 


1_    /    l+A»    \t  «gl 

—  cos««  ■  Vl+-4H^/   ■    Äi+tg»^;'     , 

I 

wenn  a  der  Winkel  ist,  den  die  Durchschnittslinie  der  triu^cfieii 
Ebene  und  der  Tangentialebene  mit  der  Linie  macht,  in  welcher  die 
dem  Kriimmnngshalbniesser  R  entsprechende  Ebene  dieselbe  Tan- 
gentialebene dkirchschneidet.  Ist  o  digr  Winkd ,  den  unsere  Ebene 
mit  der  Normale  maobt,  so  ist  bekanntlich 


COS^Cil  = 


l+A^ 


•  »  «  * 

und  also,  da  a>  immer  zwischen  0  und  90^: 

■ 

ÄÄ,  cos»'-  .* 

^-^Äsin»a+"ÄiCos«i' 


(13) 
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wodurch  ako  ttoch.  ;der  KrfimmuogshalblnMiier  diflses  Schnitts 
geeebeo  ist  Was  die  Koordinaten  des  KrfiniinungsinittelpuDlctes 
anbelangt,  >so  ergiebt  sich  leicht  aus  (9):    : 

_  (1  +  A')B       RRi  „■    :    (l+A^ß  RRi 

•  * 

SO  dass  der  Werth  von 

y  =  -  ^08«  =  -  g^j^a«^^-— S^ , 

aUio  die  Richtung,  dieses  Kriinmungshalbmessers  in  Bezug 
aof  die  Nurmale  ^i^ilel^ej^  jst,  wie  "die  des  Normalschnitts^ 
dessen  Ebene  die  Tangentfat^bene  in  derselben  Linie  schneidet» 
wie  die  Ebene  der  betrachteleo  Kurve. 


§.  3. 


'  l|Iäii  denke  sieb  6in0  ^  Reih^  Tüfirraalschiiirte  idoreb  den  PdtiKt 
if^el^t,  alle  denselben  Winkel  9  mit  einander  bitdend/ ^b'^ass 
iitt=300^t  sei  tr[  der  Winkel,  xvdchen  dier  erste  dieser  Schnitte 
nut  der  Ebene  des  KrifmtnuHgsbalbmessers  R  itiacht«  so  das^ 
cl49>  der  Winkel  des  zw'eiteh,  ...,  (i^+ng>  der  des  letzten,  wel- 
cner' mit  dem  ersten  Zusammenfallt,  iist;  seien  Pi', 'P2» •••••> ^  <i^ 
Krümmungshalbmesser  des  Isten,  2ten,....nten  Schnitts,  mit  den 
ihnen  gebührenden  Zeichen  genommen,  sodass  gleich  gerichtete 
auch  gleiches  Vorzeichen  haben.    Alsdann  ist  nach  (12): 

?i  .  ft  .9* 

'  =  o-^  [sin««!  +  eik*(«if  9)  iv.-f  »iii1(ai  +  n-ly)  ] 

l 


+  j^[cos«a4+(!OS«((;ri+9)  +  ,.,  +  cos«(ffi  +«-.^9?.)]*    ^ 


d.  h.  wenn  man  beachtet,  dass 


.   «  .        1  — C082^.  .  1+  C082tf» 

sin*ifr= — -3 — ±,  co^V—     "o        > 


« t 


\. » 


also;'  '  '" 


tt. 


\ 
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it       1  

=  2  —  2[co»2ai+cos(2«i+29)+..+co»(8«,+2n— Ig?)] 

"'9  sln^.  ""2' 


i« 


cos*«!  +  co8*(tfji  +  9>)  +  —  +  cos*(«|  +  11—  lq>) 

It       1 
^  2  +  2  [  ^®*^"i  +  ^®*  (2«i  +  29)  + ..... 

— ^—  H 

....  +€08(2«! +2 n — 19)]  =  ^»  wenn  n>2, 
endlich 

(Siehe  auch  Archiv,  ThI.  XL  S.  328.). 


§.  4. 

Id  §.  2.  wurde  nacheewiesen ,  dass  zwei  flaapt8chnitte  beste« 
hen.  Es  bleit^t  nun  nocn  zu  zeigen,  wie  dieselben  allgeroeiB  be- 
stimmt werden  liunnen.  Aus  6.  2.  weiss  man,  dass  fSr  jeden 
Normalschnitt  der  Krümmungshalbmesser  in  der  Normale  liegt 
Sind  nun  et,  ßf  y  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpankts 
fiir  einen  Normalschnitt,  so  muss  (a,  ß,  y)  in  der  durch  den  Punkt 
(x,  y,  2)  gehenden  Normale  liegen,  d.  h,  ipan  mui(s  nach  (C) 
haben: 

^    ^~      du  du 

dx  dy  dz 

(15) 

4/      (a^x)*+(ß-9)*+(r-*)*~      9 

wobei  wir  das  Doppelzeichen  an  q  weggelassen  haben,    so  dass    ^ 
p  positiv  genommen  wird,  wenn    ' ^       es   ist,    negativ,    wenn    i 

^A       negativ  ansfülitt    Da  -^  eine  Konstante  ist,    so   werden 

di 

also   zwei  Krümmungshalbmesser   verschiedenes  Zeichen    haben» 
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wenn  sie  nach  verschiedenen  Seiten  der  Normale  gerichtet  sind. 
Setzt  man  nun: 

so  folg[t  ans  (8): 


Femer  ergiebt   sich  aus  (15),    wenn  man  die  (9)  vorangehenden 
Gleichungen  beuchtet: 


.( 


•i. 


1 


so  dws  immer 


Q=-p»        a7) 


worlf  I;, (immer  positiv)  die  schon  in  $p  I.  ^naege^eqe  Bedeu- 
tung hat/  und  aiso  j^  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  P  es 
ist    Der  Werth  von  k  ist,  f&r  den  betrachteten  Punkt,  konstant, 

P  aber,  da  diese  Grösse  die' Quotienten  ^,  -x-  ,...^  enthält,  ist 
verSnderiich  mit  der  Richtung  des  Normaischnitts.  > 

Sind  a,  /3,  7  die  ^psinus  d^r  l^inkel,  weichet  die)  Tangente 
D  den  Normalschnitt,  dem  (f  ^tsptieht,  nüt  den  Koordinaten- 
cen  macht,  so  ist  bekanntlich 


°Vh(I)V  CiT' ' 
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...I         — 


so  dass,  wie  man  leicht  sieht: 

Nach  (17)  wird  q  ein  Maximum  oder  Miiiiroum,  wenn  P  da 
Minimum  oder  Maximum  ist.  Die  Haaptschnitte  werden  sich  also 
ergeben ,  wenn  man  die  Maxima  oder  Minima  vou  P  ^aafsacht 
P  hängt  nun  ab -von  ; den  drei  (allein)  Veränderlichen  a,  ß,  y, 
zwischen  den^  doch  dte  Gleichungen 

bestehen,  da  die  Normale  senkrecht  steht  auf  der  Tangente.  Nach 
der  gewohnlichen  Lehre  vom  Grussten  und  Kleinsten  bat  man 
also  zur  Bestimmung  von  a,  ß,  y,  ausser  diesen  zwei  Gleichan- 
gen,  noch:  v  . 


r  . 


d>u         d%t  „    d>u  du 

Si&  «+ ^x ''+ 8?:  y  +  *»  ?i  +  ^= ® ' 

weon  ili9  A^  zwei  noqh  zu  bestimmende  Faktoren  sind.  MoHipii* 
zirt  man  diese  drä  Gleichungen  bezüglich  nilf  W-,  ß,  }f  und  a^mt^ 
80  ereiebt  sich 

und  also: 


.  1 


*  * 


-l<  t, 


/  ■       \ 
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3*11        ShtlYS'tt       \i.      Bu     ^\ 

*>  Ans  diesen  drei  G(eielninffeD  jiaKe  man  dtjd  Werthe  von  er,  ß,  y, 
die  alle  drei  den  geiöieinscnaftlieKen  FaÜCfr^  ii  haben ,  den  man 
aus  der  Gle^hong 

I 

$     • 

bestlnunt,  und  setze  'diese  Wertfae  in  die^€»4eichuns 

Sm  .  /.3t«  .    St«     ^  * 

so  erhllt  man  endlich: 

+(i)T(s-)©-)--(^y] 

^%  Fl  l,^  S^  :ray8z  va?  vJ 
,  „8m  8«r  ^  a«i« , .  3*M  /^    _\-| 

+^  ax  s^  fcai  ^"^E^  vi?  "V J  '^^* 

ans  welcher  Gleichung  zweite^ -Grades  die  zwei,  den  Haupt- 
krümmungshalbroessern  entspreolMuden  W^the  von  P  folgen^ 
Dm  Werthe  von  a,  ßy~Yf  welche  die  R|gliiqngen  der  Tangenten 
der  Haaptschnitte,  aito.dieser'^Beftst,  b^tiflimea,  ergeben  sich 
aus  den  Gleichungen;. 


'  •  «  •- 


••     »-1 


I 


I 


I 


t    ^' 


Theil  111. 


|i 


in 


V 


.il 


■     i 


•    •       ^ 


) 


r  • 


vro  U  gleich   der  Qiutdratmiir^el  ans^  der  Summe   der  Quadrate 
der  drei  Zähler  Ist  •      ;'    " 

Hat  die  Gleichung  der  Fläche  die  Fotm  z  =  f(x,  y).   so  ist 

also 

du_  8«_82       Stt^fc       8hi_8h  .     &^u  _  ff^z 

ai-"" *'     S5""8a:'     dy—dy'    dx^"  ^'    ^y— SxSjf* 

a 

ibo  wird  jetat  die  (18).  zu:       ^,. 
d.  h. 

8u 
Dahierg-= — 1,  so  haben  ^ond  y—z  immer  entgegengesetztes 

Zechen,  was  auf  das  in  $.  %  gesagte  ^ urOekweißt.    Aus  (20)  folgt» 
daM  die  krumme  Fläche  d^p^elt  ;erhBheii  ist,  i^enn; 

)       8»»8^     /a^v 


+  va^ 


hoU-erhahen,  wenn 


8%  ^     /  8%  y 

5«*8^^Va»3y/ 


,    j;  6. 

Lassen  wir>  der  einfachem  Rechnung  wegen ,  die  Gleichunp; 
der  krummen  Oberfläche  wieder  z:=f\x,y)  sein,  so  sind  die  Glei- 
chungen der  Normale  im  Punkte  A(!V,y,x): 
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Man  gehe  nun  von  dem  Punkte  (a?,y,t)  za  dem  Punkte  (rr-f-^or, 
y-\-Jy,  z-\-Jz)  über,  so  ist  die  Bedingung»  dass  beide  Normalen 
sich  schneiden,  bekanotUch: 

ox  ""  8y ^_^ 

5!3z  Bz  ^       53z  ^'^         BjI  ör  §^ ' 

Es  rauss  mithin  zwischen  x  und  y  eine  B^zUilhintgf  «tattfioBeil. 
demnach  y  eine  Funktion  ?on  ^  sem^  sodanp  ist»  .auf  fMieder 
der  ersten  Qrdnuug^genaliai  •    .   -  -       '  (       ; 

.'  ox  '  N      Bz 
Geht  man  also  zur  GrSnze  Ober,  so  ist  obige  Gleichang: 
K  Sx*  +  5i?jf  8xJ  \dsV  SJ^'*'  *8s?^«  i"  8a:  3y  "•:  8y  ^  W 

d.  h.  wenn  tna^  entn^Gkelt:  v. '   ' 


<2i)   :     ■:.■.:    -..". •,.<i 


■     ,  <• '   I 


«i"*  ;.;'■         hlt'i. 


Wählt    man  wieder  \te8selbe  Koordinatensystem  wie  in  §.  2., 
so  ist 


also  wird  (21)  geben: 


Bz Bz  __    dh 

Bx     ^~"  BxBy       ' 


Oufld^=dD; 
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Tolglich  entsprechen  die  beiden  Werthe  von  jp,'  welche  (21)  gieb^ 

den  beiden  Hauptschnitten.  Von  einem  Punkt  einer  krummen 
Oberfliebe  aus  siebt  es  also  nur  iwei  (auf  einander  senkrechte) 
RiehtnÄf^en,  so  dasa  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  ^Nor• 
malen  flrfcfa^scbneiden.  Verfolgt  man  diese  Richtungen,  ivelter,  «o 
eiliftlt  man  die  Krammungsllnien,  deren'  Theorie  wir  aber 
hier  nicht  weiter  verfolgen  wollen. 


,1  I  <. 


f.  6. 


Aiiflehommeh  eine  ebene  Karve».  deren  Gleichung  y=^Kx)*. 
di^he^mh  um  die  jlze  der  x,  so  entsteht  eine  Fläclie,  deren 
Gleic|io|ig 


y^^x^^itiaifS^ 


ist:    Hier  ist  also 


nlttin 


.1 


«=*•+«*- a(«))". 


S=-^^)/'(*) 


dcnmach  bt  die  Gleichung  (18): 

{f{x))'Hf(ß)m  -  P)* 

d.  h.    ' 
Ferner  ist 

*=2V"^qMvFcrW)^ 

wo  das  .poppeUeiehen  so  zu  wählen  ist,  dass  U  positiv  ansfiUlt 
Also  sind  die  zwei  Hanptkrfimpiungslialbmesser: 
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±A«)i^rH?W.Tßi«^. 


T(i) 


Kuire  I»  AtOL  Punkte  (9,  9),  vntena  Ut  die  Nonnale 
zieagungslinie    in  denwelben  Punkte.  >  Bei    einer  RotattoasMehe 
ist  also  in  jedem  Punkte  die  erzeugende  Knrre  (Meridian)  «in 
Hauptschnitt 


8.7. 

Seien  Q  B  iXp  Mittelpunkt^  der  zwei  HaoptlarfliiiRiiinesfcreise 
in  ^i'nem  Pankte  A  der  krummen  Flftche,  glefcbeilfley  oB  beide 
aaf  dierselben  Seite  der  Normale,  oder  auf  rerscSieaenea  Selt«i 
liegen.  Man  denke  sich  durch  den  Punkt  C  in  der  Ebene  des 
Kreises,  dessen  Mittelpunkt  iB  ist,  eiue  Senkrechte  auf  die  Nor- 
male in  A  gezogen ,  und  lasse  nun  den  letzten  Kreis  um  ^diese 
Senkrechte  rotiren,  so  beschreibt  er  eine  Rotationsflädif^  die, 
durch  den  Punict  A  geht.  Der  eine  Hauptschnitt  dieser  Rotations- 
fläche  ist  also  nach  §.  6.  d|^  Kreis,  dessen  Halbmesser  AB  ist; 
der  andere  Hauptschnitt  ist  darauf  senkrecht  und  also  ein  Kreis 
vom  Halbmesser  Ad  da  diess  der  Rotationshalbmesser  ist  \  AB 
und  AC  sind^ber  die  zwei Hauptkrilmmungshalbmesser,  so  dassalw 
die  gegebene  und  die  erzeugte  l^'läche  dieselben  Uauptschnitte,  und 
folglich  (§.  2.)  sämmtliche  ISchnittä  beider  Flächen  gleiche  KrOm- 
muDg  im  Punkte  A  haben.  Nun  folgt  aus  §.  %  leicht,  dass  zwei 
Flächen,  welche  dieselben  HauptscMittte  ^n4  HauptkrQoimungs- 
halbmesser)  haben,  auf  zwei' Linein^eniente  hin  zusammenfallen; 
demnach  kann  die  gegebene  Fläche  in  unmittelbarer  NähÄ  um  den 
Punkt  A  herum  zusaipmenfailend  gedacht  weiden  mit  obiger  Ro- 
tationsfläche. 


i.  •{ 


$.  8. 


■'  ^  ■  .'.;■■ 

Wir  wollen  annehmen,  eine  krumme  Fläche  werde  gebogen, 

so  dass  sie  bei  dieser  Biegung  weder  zerreisst,  noch  Falten  wirft, 
und  wollen  nun  untersuchen,  was  bei  dieser  Biegung  vorgeht — ' 
Wenn  eine  Fläche  sich  in  der  angegebenen  Weise  biegt,  so  beisst 
diess,  dass  in  der  gegebenen  und  der  durch  Biegung  daraus  ent- 
stehenden Fläche  je  zwei  Punkte  sich  entsprechen  müssen,  dass 
die  Linearelemente  der  beiden  Flächen  um  diese  Punkte  herum 
gleich  grp^s  sein  müssen,  und  dass  endlich  entsprechende  Linear-, 
elemente  beider  Flächen  denselben  Winkel  macnen. 

Sind  X,  y,  X  die  Koordinaten  eines  Punktes  der  gegebenen, 
w',  y*,  J  die  Koordinaten  des  entsprechenden  Punktes  der  durch 
Blegiing  daraus  entstandenen  Fläche;  (8t  ein  Linearelement  der 
einen,  9«^  der  andern  Flächt),  wi  mtiss  iilso  fif=sdf'  d.  h.. 
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sein,  wenn  man  gleich  die  BezeichnuDg  der^  uniodlicli  {deinen 
Groseep  nach  der  gewuhniicbea  Weise  einRilirt.  Vermdge  der 
(iiiekaliliv&gä.dißr  sirpiPlS^hen  hat  Afi|  effeiibaif  {ttk.man  b^nnt- 
iich  nur'SrfiiMer  der  ersten  Ordaong  za  beacn|en/i>l*anch(): 


»»«S^+'l^'fi^-S^t 


so  dass  :") 


■»       v^ 


Da  der  Punkt  (i:f. 


,  y,  t'Y  dem  Punkte  (d;;;y,  v^  entspre 
ar^  y/V  Ftoktfonen  von  x  und  y  sein,  s< 


eheo  soll,  so  mflssen-dr,  y/V  Ftokttonen  von  «  und  y  sein,  so 
dasa  mün  haben  wird:     •     \ 

fg.rM"*^;  '»•rfe+^^y  «^f&J*!«»- 

¥ro  freilich 


\-  i 


\-:-\     i 


Daraus  folgt,   indem    ideQtischr  8t^>=9j^  (d.  h.  nnabhftngig  von 
jeder  Beaiehnng  zwischeti  ox  und.  dy): , 

'+(tr=(^)'+®'+(^)'.^ 

8x^~SF8y  +ar  8y  +8ar^'     f        ^' 

•  '>*(i)'=(i)'+(i)'+€y 

,  pie  Gleichoneen  (22)  entspringen  ans  ^der  Bedipgung^^dass 
tii%l'  'ihitsprechenae  LifnearelefAientB '  {^ei<ih '  gross  seien,  rnrnml 
man  nun  zwei  Linearelemente  der  einen  Fläche  9ä  \ini  d<9  und 
die  swel  entsprechenden  d^fdS'  der  zweiten,  so  roflssen  diese 
noch  gleiche  Winkel  machen.  Das  Linearelement  ds  gehe  von 
dem  Ponkt  (x,  v,  x)  zu  dem  {x-^dxy  y-\^dy,  z-f92),dSvon(a',y,  2) 
zu(;r+8J[,y  +  aF,  s+aZ),  so  ist 
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' ' *t^'+  a)'+(iy]<^-^ 


■    • .  ■ 


^••v.  , 


\'. 


••  _         •  ■■         I.'*..        .  ■  J. 

i^i#  Ki>8iDttd  der  Wtnhel,  weldie  8f 'init  ^^  KoorAsatebazeD 
macht  9  sind 

rf  ■■.■•■ 

Sf'-  S'    55?>     ''..\  't;     v> 

far  35  sind  sie 


1.  > 


■• r 


:'..:  ■•  dX      BT     8Z "'    •"■• 


»  •• '.  ■ 


also  ist  der  KoslI)nl^.dQs  Winkeb  iietder  EleinreDt^: 

a^äz-fayaF+feax  +|ay)g^?A+|aF) 

.      Ganz  Sbnlich  findet  sich  fitrdei^. Kosinus  des!  Wlokets.der 
lEIemeBte  ai"»  dl^z      ^ 
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i' 


'■('».  J:. 


iv. 


l.    I 


.  •  I 


■\ 


i.J 


330 


3V 
8V 


(23) 


Ans  (21')  folgt  aber : 
also  ist: 

^-'^)  ■+  (I)" 

Aus  (210  folgt: 

i«  ^  a»*  s»y  ,  8x'  a»y 
av  ___a»»'  aj;'  a^    lav  aa/  8y' 

a«^^*8P*Sr  dy-     dx"^  S?  ay 

.    a«x'  V »«' .  3V  ay  v 
■*■  ai^  S"?»"*:-^«  aiay 

§^ _ sv/ftc' V . »  ^v  a^' V 

ay* -ax^  Vly/:  +    S^  By  dy 

,  av  /ay'\«    Bt'  a«xJ .  a*'  av 

Die  GleichuDgen  (22),g«beo ,  j»  partiell  nach  ir  und  y  differenzirt: 


(24) 
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&  8%    a;»- a»«r .  ft»*  dv  .  a**  av   .^ 


ax  a«z  _  a«*  ?•*' ,  §^  ^   ai' ^ 


(25) 


t      I 


dz  8%  _a«;  av  .  ^"ay  ■  &'  av 

^,SJc^~  ay  a«^    c^  Bx^  "^ %  8«ay' 


a*  a^  ^dxr^x"    ^^^  .  a**  ä' 

wie  man  leicht  findet»  wenn*  man  die   (liifch  Differentiation  ent- 
standenen Gleicbungen  auf  ti|e  eipfacliat^  Weiee  verbindet. 

•       •  •  • 

Ans  den  Gleichungen  (24)  ergiebt  sich  leicht: 

[8V  _8z'  a^ar'  _dz'  J^l* 
8aray     SjPSxSjj'     ISfBadyJ 

— Lsp5  s^  ~  V.5i%v  J-V.äü"  t^~sihjj  •    ^-"^ 

Non  folgt,  fde  berett*: «»gegeben,  ans  ^l)t 

8z'^_8y;ai'  dx'Bz'^dx^B^ 

dz'       ^^      8ar^  ^_  gJ^     8y  8j:  . 

.      8j:'"-8^E^'_^aar^'  V     S^dg'^dy'dx^' 
Sx  8y      dx  Sg^  ^^^^txdy 

setst  man  dief(s  in  j(^),  so  ist  ;^        v       .   I  • 


\< 


V-, 


\. 


3» 


•  •    •  &^) 

t 

+  Vay  Sit"  ar  ?y>/.a«»  J  ^Lw  8jf  ^s».  a^  y  v 


ai'  v\  8*^ 


dxdffj  dxSy 


Setzt  man  zur  AbkQrzang: 


v;-v 


•  t       •  I 


■/ 

V 


^    » 


dx  dg'^Sxdg         ' 
8;r'8z'^8£<8z'_   J 


80  ergiebt  sich  aus  (2fr)  nach'  leiobten  RtdukCioiieii  för  die  enile 
Seite : 


:(26'0 


V.  ^  *■  >        \ 


+  8jr«8y»"^V8a:8y>/  ""  VS5%/  ^  Var8y/  J 
V*8i^"^^^>)  -"V*87«""^VA*8^«""''8S^/ 


+  {* 


8a;8y 


8V  \« 


8x8jy       8x1 
Man  ergiebt  eich  aber  aus  (25): 


dx*'~^Zxy 
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■:    m^^^^ 


/aya»^   8y'a2\a^_  a*a:'     av 

V^8i:-a:r%:^a^~;*^~''^^       i 
/aV az  _ ai' & \ a^ _ . ay    ^^■'''  ^ 

.a»x'\«    >  i'x'   .8h'\/ 8^0!'    .a«t'\ 


(; 


(.  ».  li 


■'1  . 


i. 


demnach : 


_Wai    ay'8i\n-/  ^ A*    ^ 


>   -i.-! 


.(. 


V.» 


i  .  <      .  {■ 


Unit 


('^-'^•><e)-.^('S-«^) 


a^y r/  a«z  y    8«i  8n-| 


.85^/  ■"»:?' 3jf*J' 


-1^.  ■"• :  >     tili 


/  a««'-   v,a%'V  Vav     Wxy  a^*^'' 8*H 

[fei 

»i  Gieicfa 


_  /aar' 32    8*;&\* 

VSy"  Si     ao;  a^/ 


Addirt  man  diese  drei  Gleichungen  und  beachtet  (22) ,  so  ist  die 
Summe:  '''?  fii  i"!  (!'>if .'!•«'* 
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0*(l)')©"][(4)'-^^] 


8H\*     Ä  Sßt-l 

Man  differenzire  nan  die  rierfe  i^er  Gieichangenl  (25)  partiell 
nach  s,  die  zweite  partiell  nach  g". 

S5» %*■*'. Sä:  S^ä!~da»  ^  '*' die*  d^ 
a«i' 3V    8«^  3»«'  .  8»^  igy*    ,Bxf  Shf 

••'  ^  ,        -    .     .     •         • .  •       y 
die  Differenz  beider  Gleichungen  ^ebt: 

_8»a:'8^    »ysy     8V8V     /8Vy     /.8V  \«      /SV\* 
-giS'Sy«  +8a«5^+  8a:*^«~V8a:^/  7  >J%/  "  VS^/  ' 

und  da,  wie  schon  gezeigt,  v  .    ^       ^  '      / 

80  ist  die  Gröese  (26^): 

[•+(fe)'+ii)*]fös-(^n 


+[fe)  +^;  ][(äi^7-^^3 


__8V8»t     /8%\^ 
-8««?^-V8«8»/  * 


y 


•  :      • ' 


Folglich  ist  in  (260: 
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8*s  8h      /  8fh.  \> 
Aus  (23)  folgt  aber: 

Sfttzi  ittiiD  diesen  Werth  in  obige  Gleichung;,   «o    erglebt    sieb 
endlicn: 

3^  3»j     /  8*«;  V  SV  8«»'     /  8^'  V 

Nun  folgt  aus  (20),  dass 

8»»  8»«      /  Wr  \« 


gleich  tot  dem  Prodokte    jr/ff  wenn    R    und    i2|    die   beiden 

Hnnptkrflmniangshkl^oieMeir  der  ersten  Fliehe  im  Punkte  (x,  y,  t); 
eben  so  tot 

by'^      \S^J  ...        1 

—  ^^^^^  TPK'  * 


['+(£)•+  (|)'T 


wenn  A|'nud  I2|'  die  beiden  Hanptkrfimmungsbalbmesser  im  Punkte 
(jr',  y»  2O  der  zweiten  Fläche.  Daraus  fliesst  atoo  folgender 
wichtige  9atzr 

Bei  jeder  Biegung  einer  krummen  Oberflftcbe  wird 
das  Produkt  der  beiden  Hauptkrfimmungshalbmesser 
nicht  geändert  (Natflriich  die  Krammunghalbmesser 
mit  d^.n  gehörigen  Zeichen  genommen.) 

Daraus  folgt ,  dass  alto  Biegungen  einer  doppelt  erhabenen 
Fläche  ebenfalls  doppelt  erhaben,  einer  hohl -erhabenen  ebenfaUs 
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hohl- erhaben  sind;  daM*  fthic^  eine  khminie  Fläche  nur  dann  in 
eine  Ebene  gebogen  wei^o. k^nn».  weiui,  einer  ihrer  Uauptkrfim- 
mungehalbmesser  unendlich  gross  ist,  d.  h.  wenn  man  hat: 


■  "Mi        ••  :  .   ' 
und  zwar  in  jedem  Punkte  der  Fläche. 

■■    \'-^  :  ''     ■).'  ■  .....     , 

.  .^  ■:      •;  ■;    §-9.    <    ■"••    •  \) 

Ehe  wir  vteiter  geWi, /\^oil«n  wir  zuerst  an  die  Eigenschaft 
kürzester  Linien  auf  einer  krummen  Oberfläche  erinnern ,  aof 


den  (yränzlinien  senkrecht  zu  stehen^  so  dass  also«    wenn  man 

PunKtö  einer  krummen  OberfllScIie  aus  apC^^e- 

geg  "  ' 

Linie  zieht,  diese  senkrecnt  steht  auf  jener  Kurve. 


Von  ifgebd' einem  KunRte  einer  krummen  UDeruscne  ausaui 

ser  krummen  Oberfläche  gegen  eine  Kurve  auf  ihr  eine  kOi^eiÜ^ 


Denkeiv^lt  uns  nun  auf  der  krummep  Fläche  «f=jO  einegans 
"  "'      ^        -  ^  ....      .      f.T  pijütten:  derselben 

_.  iliich  derselben 
Seite  Mnv  md  geben.  Mlen  diesen  kjOrs^t^if- .Liitien  dieselbe 
Länffe  «.  -fiie  /E6d|^uok|t'  'aller  die^erVICG/zi^stin^  y^rbiiid^n'  wir 
durch  eine  Kurve. 

Zuvorderst  ist  klar,  dass,  wenn  man  in  irgend  einer  dieser 
kflrzesten  Linien  einen  -O^inkt  tinniiMti'-  die  kürzeste  Entfernung 
dieses  Punkts  von  der  gegelbeilen  -.Kiuve  durch  das  Stück  der 
Kürzesten,  das  zwischen  ihm  und  der  Kurve  liegt,  gemessen 
wird  —  ein  Satz,  von  dem  i n^an/ sicn  |  leif ht  überzeugen  wird, 
wenn  man  nur  die  BestlAiniingsweise  einer  kürzesten  Linie  in 
der  Variationsrechnung  sich  vergegenwärtigt.    Allgemein:  Hat  man 


irgend  eine  kürzeste  Linie  auf  einer  jkrummen  Oberfläche  gezo&en 
^#lscheA  zwei  PMi^eii\  und  man  wAhlt  tfMwd'IelMeii  INiiM^li 

t» 1^  .«_ X •  _X  J»  _  1_J« L_*xL       l?  —  *^ J* t\  I     A. 


von 

durch  ^as  Stück  eben  dieser  Kurve.,  da 


IV.  t  ..«     ^ 


*)  Bekanntlich^  irirff  die  Inneale^  Linie  be»^mi)ii  dnrc^ 

tbUgrir^  Atin  dieteGleichiiftglidtilttekÜmnitldle  «ifl^^ii^dctiVriÜk^iriichai 
ft'iinitBtfitmb  L^  dsttf  all»  Kunrt' (^)  dor^h  nfel  teiHifimäPMiS  g^^ 
ilö  VerAiA'  ifoförilbh  <  «ie  iCoordhMteit  ^in^i^^n  Pi^1r«e  *>»  'eifiM«iM 
Kurve  der  Gleichung  d^  Ktirre 'gftndgeii« ')  feNilglieh  Wtpd0n>  die: Konila» 
ttn  dietelben  Werthe  erlangen,  wenn  man  zu  ihrer  Bectimmung  zwei 
ttldert)  Paukte  dlir  knrve -gewählt:  hätte  *^'.m99^  eben  ^iae  Behati|itung 
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Nennen  wir  nun  die  erste  gezogene  Kurye  A,  die  zweite, 
durch  die  Endpunkte  der  Kürzesten  gezogene,  B,  so  haben  abo 
aiie  Punicte  von  B  denselben  kürzesten  Abstand  a  von  der  Kurve 
^.  Denken  wir  uns  nun  irgend  einen  Punkt  M  der  Kurve  A 
und  sei  M'  der  entsprechende  Punkt  in  B,  d.  h.  der  End||^unl^t 
der  in  M  auf  il  senkrecht  stehenden  Kürzesten.    Ich  behaupte  nun: 

• 

a)  Die  kürzeste  Entfernung  des  Punkts  M  von  B  ist  nicht 
grosser  als  er. 

Denn  wäre  sie  grosser  und  sei  N'  der  Fusspunkt  der  von  M 
auf  B  gezogenen  senkrechten  Kürzesten ,  so  dass  MN*  >  Mli§', 
so  wäre  also  JU',  der  auch  in  B  liegt,  näher  an  M  als  der  Punkt 
iV',  d.  h.  N'  wäre  nicht  der  nächste  an  M  von  allen  Punkten  der 
Kurve  B,  und  also  kann  auch  nicht  MN'  die  kürzeste  Entfernung 
des  Punktes  M  von  B  sein. 

ß)  Die  kürzeste  Entfernung  des  Punktes  M  von  B  Ist  nicht 
kleiner  als  a. 

Sei  wieder  N'  der  Fusspunkt  der,  in  dieser  Vorsussetzung 
ffexogenen.  Kürzesten  von  JU  auf  B,  so  dass  SlIN'  ^  MM\ 
Dero  Funkte  N'  entspricht  in  A  ein  Punkt  iV,  so  dass  NN' 
z=LMM'=a.  Ist  also  MN'<,MM',  so  ist  auch  MN'<NN\  d.  h. 
der  Weg  von  N*  nach  M  ist  kürzer  als  der  von  N*  nach  N, 
Noo  soll  aber  NN'  die  kürzeste  Entfernung  des  Punktes  N  von 
A  sein,  also  muss  umgekehrt  N'M^N'N  sein,  woraus  unsere 
Behauptung  sich  abermal«  ergiebt. 

Wir  schliessen  daraus,  da9«i  auch  alle  Punkte  der  Kurve  A 
von  der  Kurve  B  die  kürzeste  Entfernung  a  haben. 

Geht  man  also  von  einem  Punkte  M  der  Kurve  A  aus  auf 
dem  kürzesten  Weg  zur  Kurve  B,  so  muss  man  nothwendig  auf 
den  Punkt  M'  kommen.  Daraus  folgt  offenbar,  dass  die  Kurve 
B   auf  allen  Kürzesten,    durch    deren  Endpunkte  sie 

gesogen  ist,  senkrecht  steht 

. 

Denken  wir  uns  weiter,  von  einem  Punkte  A  einer  krummen 
Oberfläche  aus  ziehe  man  nach  allen  Seiten  derselben  kürzeste 
Linien  und  gebe  diesen  letztem  dieselbe  Länge  a,  von  A  aus. 
Die  sämrotlichen  Endpunkte  verbinde  man  durch  eine  Kurve  B. 
Daraus  folgt  ganz  unmittelbar,  dass  eben  die  kürzeste  Entfernung 
des  Punktes  A  von  der  Kurve  B  gleich  a  sein  muss,  d.  h.  dass 
man  genau  eine  der  gezogenen  Linien  verfolgen  muss,  um  auf 
dem  kürzesten  Wege  zur  Kurve  B  zu  gelangen.  Daraus  folgt 
aber  weiter,  dass  aie  Kurve  B  auf  allen  Kürzesten  senk- 
reeht  stehen  muss. 


Thcil  XIX.  23 
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^.  10. 

Wir  bähen  im  Obii^en  fortwährend  x  iinc)  y  als  die  beiden 
unabhängigen  Veränderlichen  in  der  (xleicbung  der  krummen  Ober- 
fläche angesehen.  Allgemeiner  aber  werden  wir  x  und  y  selbst 
als  Funktionen  zweier  unabhängig  Veränderlichen,  die  etwa  /i  and 
q  heissen  mögen,  betrachten,  so  dass 

■ 

a:=g)(p,9),  y  =  ^(p,  q)  also  z=:F(;>,  9).  (30) 

Es  unterliegt  sodann  keiner  Schwierigkeit,  obige  Grossen  so  um- 
zuformen, dass  man  p  und  q  als  unabhängig  Veränderliche  ein* 
fuhrt.    Man  hat: 

Sz  .      82  8a:  .  82  8y       8r      82  hx      dz  8« 
dp       dxBp      dy  dp       dq      dx  dq  "^  dy  dq  * 

82  8«a:      828^  1 
+  8x8/ial+8//8/i«' 

8^z       8^2  8a? 8a:       8*2  8a?  8y       8^2  8y  8;rv        .^|. 
8/i8y""8a:2  8/>8^+S^8^8f/  +  8a:8^e7>8yf       ^ 

4.  ^  ^  ^  4.  ^i.  ^-^      82  -8Y 
$V^  55  5»   ■*  dxdndq    '  01/  oiw 


^5^       dxdpdq    '  0(y  c/id^ 

?!?  _»^  /8*  \*  j.  9  JÜ  8^  »2  ,  8^  /8y  V 
87« — 8a^  V8<//  '^  "dxdy  3^  8^  +  Ö^^  V897 


82  ^     82  d^jf,  ] 
dxdq^^dydq^'*/ 


woraus 


&;      82       8*2^       Jh_      d^ 
dx'     dy'     dx*'     dxdy'     d^ 


bestimmt  werden.    Man  erhält  z.  B.: 


S±dy^dzdy  dzdx^d^dx 

dx dq^      dpdq  dz       dpdq      dq^ 

Sx^  dji^dx^d^dx  *  8^  =  dy'Sx'^^dx  ^ 

dpdq      ^dp  dpdq      dq^ß 


u.  s.  w. 
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Es  ist  nieht  schiier,  den  allgemeinen  Ausdruck  (3*2)  bedeu- 
tend SU  vereinfachen.  Wir  wollen  nämlich  zur  Bestimmune  der 
Lage  der  Punkte  unserer  krummen  Oberfläche  eine  Art  Polarko- 
ordinaten einftihren  in  folgeoder  Weise.  Von  einem  bestimmten 
Punkte  A  der  krummen  Oberfläche  aus  ziehe  man  nach  allen 
Richtungen  auf  derselben  kürzeste  Linien;  eine  davon  sei  die 
erste.  Sei  nun  r  die  Entfernung  des  beliebigen  Punktes  M  von 
2I, 'gemessen  auf  der  durch  M  gehenden  Kürzesten ,  tp  dar  Win- 
kel, den  eben  diese  Kürzeste  mit  der  ersten  macht,  wo  ^  (jn 
Bot^en  zum  Halbmesser  1)  von  0  bis  Stt  gezählt  werde.  Geht 
man  auf  einer  der  von  A  ausgehenden  Kurzesten  fort,  so  ist  för 
alle  Punkte,  die  man  durchläuft ,  ^  konstant;  geht  man  dagegen 
auf  dner  Linie  fort,  welche  alle  Kurzesten  senkrecht  durch- 
schneidet,    so  bleibt  för  alle  durchlaufenen  Punkte  r  konstant*). 

Setzt  man  nun  in  (32)  r  liir  p,  ^  för  q,  so  ist  z.  B.  ö~    ^^ 

Differentialquotient  von  or,  wenn  bloss  r  als  veränderlidi  ange- 
sehen   wird;    also,  da    dr  das  Element  der  kürzesten  Lhiie  im 

Punkte  Mf  ftir  welche  ja  ^  konstant  ist»  ist  g-;  der  Kosinus  des 
Winkels ,  den  jenes  Element  mit  der  Axe  der  x  macht;  eben  so  sind 
g~>  ^  ^^  Kosinus  der  Winkel  mit  den  Axe»  der  y  und  x, 
so  dass 

Dre  Grossen 

Sx      9y      dz 

sind  ebenfalls  partielle  Differentialquotienten,  allein  sie  drücken 
nicht  unmittelbar  Kosinus  aus,  da  d^  nicht  das  durch  M  gebende 
Element  der  zweiten  Linie  (die  durch  M  gehend  auf  den  Kürze- 
lften senkrecht  steht)  ist.    Diese  Kosinus  sind  im  GegeDÄeil: 

]^Bx      Idif       1 3z  , 
wo 


*)  Wie  nämlich  leicht  einzocehen,  lassen  eich  die  in  $.  9.  erwiesenen 
Sätze  auch  umkehren.  Für  den  erKten  z.  R.  muss  jede  Linie ,  die  auf 
allen  Kürzeeten,  die  von  der  Kurve  Ä  ausgehen,  senkrecht  steht,  von  der 
Kur\  ei  aus  durchweg  denselbrn  Abstand  haben.  Denn  denkt  man  sich  eine 
Linie  von  ß  von  gleichem  Abstand,  die  nur  in  einem  Punkte  mit  ersterer 
snsamnentrifft ,  *so  fallen  die  Elemente  beider  Kurven  hier  zusammen, 
als  senkrecht  stehend  auf  derselben  Kürzesten,  und  folglich  auch  alle 
folgenden  Elemente, 


34t 


=v^y*(W^y- 


Denkt  mau  sich  ako,  wie  bereits  gesägt,  durch  den  Pnnkt 
jlfy  dem  r  und  ^  zugehoren,  zwei  Kurven,  von  denen  die  eine 
die  Kürzeste  von  A  aus  ist»  auf  der  r  gezählt  wird  und  ftlr 
welche  ^  konstant  ist,  und  die  zweite  auf  dieser  (und  allen  Kür- 
zesten) Senkrechte 9  für  welche  r  konstant  ist,  s»  muss»  weil 
diese  zwei  Kurven  auf  einander  senkrecht  stehen : 

sein,  so  dass  also  jetzt 

Hier  ist  also  klar,  dass  vdt/;  das.  Element  der  zweiten  Kurve  in» 
Pankte  ilf  ist,  da  ds  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkli&;en  Drei* 
ecks  ist,  dessen  eine  Katbete  dr,  die  andere  folglich  vä^^  ist. 


§.  IL 

Wir  haben  In  §•  8.  gesehen,  welche  Bedeutung  die  Gn'isse 
RRi  hatte.  Eis  mae  von  Interesse  sein,  den  Ausdruck  derselben 
dvrch  p  und  q  (§.  lO.)  zu  suchen. 

Vergleicht  man  die  Gleichunsen  (210  ^^^  C^)  '"*^  ('^0>  ^^ 
sieht  man,  dass  sie  dieselben  sind,  wenn  mau  in  erstem  statt  Xy 
y»  ^9  y f  ^  respective  setzt :  p,  q,  X9  y»  z» 

Daraus  folgt,  unter  Beachtung  von  (260»  wenn  man  zur  Ab- 
kOrzang  setzt: 

dySz      81 8y -       ?£  ^5     ???i— ä      ?5^     ?!???—/' 

$a^"^ejiSy""^'     dpdq^Bpdq^^'     dp  ^'^  dp  dr/-^  ^ ' 


>  *(!)'+ ©'= 


c 
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1         Diy-iy* 


Man  setze  pqd 


(8^V     /%V     /^V     r      8^8^     fi|y8^     8«  8«      I. 

(!)'+ (I)MI)=«= 

ao  ist 

Schon  io  §.  &  wurd«  gezeigt,  dass 

\dpBq/        \dpSq/        \Bpdqy  J 

Man  setze  zur  Abkürzung 

8 j:  8*j?   8y  8^iy   8i_  8%  , 

8p  dpdq  '     dp  dpdq   '  dp  dpdq  ~~"* ' 

8a;  d^x      Bif  8^      dz   S^z ^ 

gjiey*' 8p  89*^8/'  s^«—*"  ' 

ar8«a:  8!y8^  8*Ä^_ 
5^Sp5  +  S^8p»+S^8p»~^* 
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dq  BpBq      Bq  Bp^ql^  dq  BpSq  ~    '  ■ 


BxB'x      -BtfS^  .  Bx.dh 


Bq  Bq*  '^  BqSq*^  ^Bq 


.=  n": 


lo  ist  ofenbar: 


1  BE 


1  BE 


BF     1  8«; 


'^=iTp'    "»-äl^'   '""=1^"2S^^ 


_BF_^  1  a£ 


^■"f  ^' 


•'_  — 


1  dc; 


1  dC? 


3   ^' 


«  =  £r 


2    Bq* 


üodann 


3n 

rq 

Bp*  Bq*  ■*"  bp*  Bq*  ■*■  Sp«  ?j« ' 


an' 
dp 

BpBqJ 


\tp8q/ 


S*F       1  8*E      1  8*0 

ä^~2      3q*~^^' 


\BpB~qJ 


Femer,  wie  in  §.  8.: 


—l^n'=C 


at 


—.=-»'= -4; 


BpBq 

B*!f 


-A 


BpBq 


•8p 

Bx   , 
Bp 


-B 


-B 


8*1 

8*x 
BpBq ' 

d*z 


8p» 


BpBq' 


Bq 


2 


Bq 
Bq 

dz 

87y 


w  — 


Bp" 


m"- 


Bt 
■  Bp 


II. 


B*x 

-'^  Bq* 


^Bq* 
8h 


A 


8p*' 


m 


8t  .5«« 

—  ^n=^A,A  — 


8t 
8p 


8>^ 
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8a: 


Bx         dx        »  8*1      ^ 

81^- 3]^**=^  S^-^ 

woraus    leicht     fflr  die     letzten    Zeilen    in   dem   Aotdrock   von 

+^|+|ä?+8;|)<«""+-«"-»-'«') 
+[(!)'+ C4)'+(I)*J<--»'^ 

_  „  rl/8G\»      1^  aF  a€?      l  8£  3G-|        ' 
~     LA'dpJ  ~  2   d/>  89  +  T^  TqJ 

rBFaF  .  1^8FaG_ia£aF 
"*"    LSp  89  ""  2  ^  8/»      589^9^ 

1  8E  8G     1  8£  8C_  1  ae  8C-| 

+•489  ^+Jt!p  89     289  ^J 

+    L4  V3V  ~  2  8/»  89  +  4  g^  8^J  • 

Daraus  folgt  nun  endlich  nach  (35): 

MEG-F*)*      ^  r/9G\'    „8F8G      8£8G-| 
ÄÄi        —     LXdpJ  ~^dpdq  +  89  89'J 

■*"     L*^'Sq~^dp  dp~^Bq  dq  +  8/j  89  ~  89  B^J 

_r /8£  V    _  8F  8F      8£  8G-1 

r8*F       e'F       8*Gt 
-2(£G-F.)[^_2g^^+P].  (36) 

Lionville  hat  in  den  Coropteff  rendns  (von  1851) 
diesem  Ausdruck  eine  etwas  gedrungenere  Gestalt  gegeben,  (ietit 
man  n&mlich  V£G— F»=Z>,  so  ist: 

■"  RRiT  BpLn\dp  +  ^  89  --,89  yj 
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5.12. 

Vergleicht  man  die  Formel  (32)  mit  den  so  eben  erhalteoen 
Resultaten»  so  sieht  man»  dass  £,  F»  G  nichts  anderes  sind,  als 
die  Koeffizienten  von  dp^,  2dpdq,  dq^  in  dem  Ausdruck  des  Li- 
nearelementa  dt.  Führt  man  nun  die  §.  10.  zu  Ende  bemerkten 
Koordinaten  ein,  (wo  />=r,  v=^)»  s®  '**  £  =  i,  F=sO,  G=v^, 
aUo  ZK=r,  und  mithin  giebt  (36'): 


2v    ^^dfld.t"^        BH 


also 

SO  dass  V  durch  die  GrOsse  k^n  gegeben  ist  Ist  nun  -tttt-  in 
allen  Punkten  der  Fläche  konstant,  gleich  6,  so  folgt  aus  (37): 

ü=;^sin(rV6).  (38) 

Allgemein  ist  nämlich  «  =  0,  wenn  r=0,  da  dann  das  Element 
r8^  ebenfalls  verschwindet;  ferner  ist  für  unendlich  kleine  r  offen- 
bar die  durch  die  Endpunkte  der  Kürzesten  gehende  (senkrechte) 
Linie  als  Kreis  zu  betrachten  vom  (unendlich  kleinen)  Halbmesser 
r,  so  dass  das  Element  dieser  Linie  gleich  rd^,  d.  h.  also  für 

unendlich  kleine  r  ist '^  =  1»    und  also    fOr  r  =  0    muss    auch 

9e 

ar=:l  sein,  was  die  Formel  (38)  rechtfertigt.    • 

I 

Für  konstante  Werthe  von  j^  =  6    kann    man   leicht  die 

Linge  der  Linie  bestimmen,  welche  durch'  die  Endpunkte  aller 
gleich  langen  Kürzesten  (r).geht;  dieselbe  ist: 

;^y  %in  (rl/6)a* =:^  «in  (r  VT)  •  (39) 

o 

In  dem  speziellen  Falle,  wenn  6=0,  ist  v==r,  also  die  Länge 
=2r»,  in  welchem  Falle  z.  B.  die  sogenannten  abwickelbaren 
Flächen  sind  (Zylinder,  Kegel  u.  s  w.);  im   allgemeinen    Falle 

ist  die  Kugel ,  deren  Jflalbmesser  7—  ist,  enthalten,  wo  man  den 
Salz  (30)  sehr  leicht  direkt  nachweisen  kann. 
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Für  den  Fall,  dass  die  GrCnse  RRt  in  allen  Punkten  der 
Fläche  konstant  ist,  iasst  sich  leicht  nacliweisen,  dass  zwei  Flä- 
chen, denen  diese  Eigenschaft  zukommt,  und,  för  welche  der 
konstante  V^erth  von  kRi  derselbe  ist,  die  Eigenschaft  haben, 
sich  aufeinander  abwickeln  zu  lassen,  d.h.  dass  die  eine  eine 
Biegung  der  andern  ist. 

Denn  wenn  man  die  Koordinaten  von  $.  10.  einfiibrt,  80  Ist 
das  Element  der  einen: 


yf 


ar«  +  -^sln«(rV^*)-3t*. 


der  andern : 


V 


8r^  +  -:-  sin2(r'  VT).8i»;'* ; 


diese  Elemente  werden  zusammenfallen,  wenn  man  r^^zr,  t^'=ify 
-f-const.  annimmt,  und  wo  nun  zwischen  r  und  nff  keine  Bezie- 
hung festgestellt  ist,  wie  diess  nach  §.  8.  erforderlich  ist.  Man 
sieht,  dass  die  Gleichungen  r'=:r,  i/;'s£if;4-const  dieentsprecheD- 
den  (d.  h.  auf  einander  fallenden)  Punkte  beider  Fläcnen  be- 
stimmen. 

Wir  wollen  nun  auch  den  allgemeinern  Fall  untersuchen,  da 
'jnjr-    nicht  konstant  jst,  und  wollen  zur  Abkürzung  setzen: 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Lage  der  verschiedenen  Punkte 
auf  der  einen  Fläche  durch  die  Koordinaten  p  und  q  {§.  10.)  auf 
der  andern  durch  p\  q*  festgestellt  werde.  Sollen  die  beiden 
Flächen  sich  auf  einander  abwickeln  lassen,  so  niuss,  wenn  p, 
q  und  p\  o'  zweien  einander  entsprechenden  Punkten  zugehSren» 
identisch,  a.b.  ohne  eine  Beziehung  zwischen  p  und  q  einzuführen, 
sein  (g.lO.  11.): 

•       Edp^'{'2FdpBq  +  Gdq^=:E'dp'^'i-2F'dp'dq'  +  CSq"*,     (40) 

worin  E*,  F\  G*  in  Bezug  auf  p\  q*  dieselbe  Bedeutung  haben, 
wie  £,  F,  G  in  Bezug  auf  p  und  </,  so  dass  also.;!>',  q*  von  p, 
q  abhängen.  Ist  9^,  flr)das  Produkt  der  beiden  Uauptkruramungs- 
halbmesser  im  Punkte  (p,  9),  ip'ip*  q*)  dasselbe  im  Punkte  (j9',q% 
so  ist  also 

«  =  9(/>.9)  =  9^'(P'wO,  (41) 

nach  dem  was  in  §.  8.  gezeigt  wurde.  Die  Gleichung  (41)  muss 
jDuglicfa  sein,  wenn  überhaupt  eine  Abwickelung  möglich  sein  soll; 
darin  aber  müssen  p,  ^*  p'*  fj'  veränderlich  sein,  und  es  darf 
durch  diese  Gleichung  keine  Bedehung  zwischen  p,  q  oder  p\  q* 
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eiügefuhrt  vrerden,  was  z.  B.  geschelMHl  wfirde,  wein  die  eine 
Seite  koiistanty  die  andere  veränderlich  wäre.  Die  (41)  drückt 
sodann  eine  erste  Beziehung  zwischen  den  Koordinaten  p^  ^»  p*i 
q'  ans,  Ton  welcher  Beziehung  wir  in  unsere^  Betrachtung  iaus- 
sehen.  Die  Gleichung  (40)  niuss  identisch  erfflllt  sein,  und  es 
Handelt  sich  darum  zu  zeigen,  in  wie  fem  diess  unter  Annahme 
des  Bestehens  yoq  (41)  geschehen  kann.  Da  p*  q'  Funktionen 
Ton  p,  q  sind^  so  ist 

also  muss  in  (40): 

seih,  woraus  folgt: 

Setzt  man  in  (41)  zur  Abkürzung: 

hq>  B^lß  dtp'  dq>'       , 

so  folgt  aus  (41),  indem 


woraus 


'Bp'^Sp'dp  '*'  dq'^'    Bg'~3q'Bq  '^Bp'iq' 

"  Wd^~S^8vJ-''dp  '""ßq  ' 
'/?»'8o'      a»'39'\        a?'  dq' 

Haltipiizirt  man  obiee  Werthe  voa  E,  F,  G  bezügliGh   mit  n*, 

imn,  m'  und  addirt,  so  ergiebt  sich  mit  Rflcksicht  auf  (43) 

and  (44): 


(44) 
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Die  Gleichang  (45)  muss  also  jedeBfalUi  erflillt  sein,  wenn  die 
Flächen  sollen  sich  auf  einander  abwickeln  lassen.  Nun  ist  aus  (40): 

dtz=:tndp'i^nBq=zm'9p'-i^n'd^.  (46) 

Man  multiplizire  nun  die  erste  Seite  Ton  (40)  mit  der  ersten 
von  (45),  eben  so  die  zweiten  Seiten,  und  subtrahire  von  den  Pro 
dukten  bezdglieh  (mdp-^nBq)%  (m*dp*'\rn'hq')\  so  ergiebt  sich,  wenn 
man  die  Quadratwurzel  auszieht: 

{En  —  Fm)dp  ^{Fn--'  Gm)dq 
^EG-F^ 

Angenommen  nun  erstens,  die  Gleichung  (45)  bestehe  iden* 
tisch,  entweder  unmittelbar  oder  in  Folge  der  Glekhang  (41). 
Alsdann  drfickt  (47)  die  zweite  Beziehsog  zwischen  p,  q,  p*,  q* 
aus.  Die  (47)  kann  nie  identisch  bestehen,  da  sonst,  indem  diese 
Identität  eine  Folge  von  (46)  wäre,  off^bar  sein  müsste: 

En-'Fm  Fn^-Gm  E'n' — Pm'         ^  F'n'—G'm' 

myTEG^^^F^  ""  «V£&  — /''•'"mV^'G'— F«""  «V£'G'— P*' 

also 

(JEji  -  Fm)ii=  (Fn  --iSnCim , 

JEn«— 2Fmn  +  Gm«'=  0  =  E'n'«— 2F'iiiV+  G'm'«, 

• 

welche  Gleichung,  da  m,  n  nicht  zugleich  Null  sind,  indem  sonst  f 
konstant  wäre,  und  von  den  Grossen  E^  F,  G  nicht  zwei  zugleich 
Mull  sind,  unmuglich  ist. 

Die  Gleichung  (47)  muss,  unter  Zuziehung  von  (41),  integrabel 
sein.  4us  (41)  folgt,  dass  eigentlich  nur  drei  Veränderliche  in 
(47)  vorkommen,  als  welche  e,  9,  q'  gewählt  werden  mögen.  Aus 
(46)  ist  nun:  < 

und  wenn  man  diess  in  (47)  setzt: 

/    JEn-^Fm  Pn'—Pm'    \         En^  -  2Fmn  +  Gm*  ^ 

KmV^EG^^F*     m'WE'&^F^J  *  mV'EG^F*        ^ 

^  F'n'«-2Fii|'«'+G'm'«^  ,     ^ 

+        mVFG^/^"^^  ="• 

Diese  Gleichung,  indem  man  die  noch  vorkommenden  p  und  p' 
vermöge  der  Gleichungen 

durch  p,  9,  s  ausdrückt,  muss  integrabel  sein,  wozu  bekanntlich 
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eine  Bedingong^errorderlich  ist»  welche,  wenn  fluin  die  ilrei  Ko« 
^effizienten  zur  Abkürzung  mit  A^  -— JS,  C  bezeiehneti  ist: 

Nyn  eutbSlt  B  kein  t^,  C  kein  q,  also  ist 

iB     SC     _ 

und  mithin  ist  diese  Bedingung: 

worin  die  partiellen  Differentialqnotienten  nnter  der  Voraussetzung 
gebildet  sind,  dass  vorher  p  durch  «  und  g,  p'  durch  £  und  g' 
ausgedrückt  werde.  Da  diess  im  Allgemeinen  Schivierigkeiten 
unterliegen  kann,  so  müssen  wir  suchen,  diese  Üiflferentialquoti- 
enteo  durch  die  früheren  auszudrücken.  Bezeichnen  wir  die  unter 
der  so  eben  angegebenen*  Bedingung  genommenen  partiellen  Üif- 
forenlialquotienten  durch  Klammem,  so  ist  also  obige  Bedingung: 


Nim  ist 


SÄ     /8£\d<p        fhB\     ,      /5«\      18Ä. 


8«i  weiter  A=if(p,q,p',q')  und  aus  (41)  folge  p  =  it(€,  9),  p' 
=if(f,  q%  so  ist: 

al«o 

Aber  aus  p=A(f,  9)  folgt,  da  p  von  9  unabhängig  ist: 

"-aearz+ay*    Sg — a^a^^^afa^""    m* 

Man  wird   das  Letztere   um    so  leichter  einsehen,    wenn  man 
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bedenkt,  dass  die  Gleichung  f=fp[K^9q)fq]   eine   ideoti«cke  ist, 
also,  wenn  man  nach  t  differenzirt: 


also 


-  __S(pdXi de  dp 


dp  _  1 

de  ^  de 


ist. 

Man  hat  also 


(: 


dA  ■     8A      ^ 
—  n 


dA\  da      "dp 


und  eben  so 


SA        ^dA 


O- 


Beachtet  4nan «  dass  A  die  Differenz  kweier  Tbeile  ist,  von 
denen  der  er^e  k^in  n',  q\  der  zt^eite  kei^  p^.fi  enthält,  so  wird 
obige  Bedingungsgleicnung  zu: 

* 

S^ /    En  —  Fm    \  _    ^  /    En^Fm    NT 
mmWEG  —  F^    L     "*  »j'VmY^^G^^/^/ 

Aus  (45)  lässt  sich  nun  leicht  der  Werth  des  Quotienten 

jgw«— 2Fmn-fGy/i« 
EV«  -  2^/11  V+G'!»*« 

^  entnehmen;  zugleich  ist  das  in  der  ersten  Klammer  Eingescblos- 

,     dm      du 
«ene,  dag^=^: 

'  I  .  u    8/  Gm—Fn   \  ,   o / En  —  Fm  \ 
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und  äbniich   4mm   in   der    zitett«n   Klammer»    Mithin  wird  obige 
Bedinguiig9gleichang  tu: 

riH^        r  8/  Gm-'Fn  \       8/  En-^Fm  y\         1 


Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  int ,  liUst  sich  (47)  unter  Zu- 
ziehung von  (41)  integriren  und  eiebt  die  zweite  Gleichung  zwischen 
p,  q,  p*y  q*.  Ist  aber  (48)  uirldich  identisch  erflTiiit,  entweder  an« 
mittelbar,  oder  in  Folge  von  (41),  so  lassen  sich  die  Flächen  auf 
einander  abwickeln.  Denn  man  quadrire  (47)  und  (46)  und  addire, 
so  ergiebt  sich,  unter  Beachtung  von  (45): 

£8p2  +  IFdpdq  +  G8q^=i'mp'^\'ifdp'dq'  +  G'dq'^ , 

d.  i.  die  Gleichheit  der  Lineareleroente.  Wenn  also  (45)  identisch 
erfällt  ist,  so  muss  (48)  ebenfalls  identisch  erfSllt  sein,  damit  die 
Abwickelung  möglich  sei. 

• 

Ist  aber  zweitens  die  (45)  nicht  identisch  erfüllt,  so  he« 
steht  (47)  immerbin  noch,  und  ihr  muss  durch  (41)  und  (45)  ge- 
nfigt  werden,  wenn  eine  Abwickelung  möglich  sein  soll.  Geht 
diessan,  so  sieht  man  wiesoeben,dass  die  Abwickelung  möglich  ist. 

Da  im  ersten  Falle  bei  der  Integration  eine  willköbrliche 
Konstante  eintritt,  so  ist  die  Abwickelung  (d.  h.  das  Setzen  ent- 
sprechender Punkte)  nicht  bloss  in  einer  einzigen  Weise  muglich; 
im  zweiten  Falle  aber  wohl  nur  in  einer,  oder  doch  einer  sehr 
beachränkten  Anzahl  von  Arten. 


§.  13. 

Sind  wieder  R^  Hx  die  beiden  Hauptkriimmungshalbmesser  in 
irgead  einem  Punkte  {x^y^z)  der  krummen  Oberfläche,  so  knnn 
daa  bestimmte  Integral,  ausgedehnt  auf  ein  Stück  oder  die  ganze 
Oberfläche: 


m 


'+ß0+(|)_.8:.a^       (^9) 


leicht  in  ein  anderes  umgeformt  werden.    Dasselbe  drückt  übn- 

Sena  nichts  Anderes  aus,  als  die  Summe  der  Flächenelemente 
er  krummen  Oberfläche,  jedes  dieser  Elemente  dividirt  durch 
daa  Produkt  der  beiden  in  ihm  stattfindenden  Hauptkrümmungs- 
balbmesaer.  Wir  wollen  annehmen,  die  Ausdebnunff  des  Inte^ 
grals  (49)  gehe  nicht  weiter,    als  dass  innerhalb  der  Gränzen  der 
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Integration  keiner  der  Halbmesser  R  oder  Ri  Null  werde.  Bei 
einer  doupelt  erhabenen  Fläche  (§.2.)  ist  RRi  immer  positiv»  b^ 
einer  boni- erhabenen  immer  negativ. 

Das  Produkt  RRi  ist  ($.  8.)  gleich 
und  also  ist  das  Integral  (49): 
so  weit  aasgedehnt,  dass  innerhalb  der  IntegrationsgrSnzen 


nicht  unendlich  wird. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

so  Ut  (49'): 

Denken  wir  uns,  man  bätle  das  Integral 

und  ivolite  dasselbe  urorormen,  indem  man  p  und  g  als  Funktio- 
nen von  a:  und  tf  betrachtete»  so  wäre  dasselbe  bekanntlidi 
gleich 

dpdq      Spdq 
Daraus  folgt,  dass,  wenn  pssg^,    gsz^,  man  setzen  kann: 
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Um  das  letzte  Integral  nocbmak  amzuformen  setze  luan 


u  V 


wo  ff,  V,  f0  die  Kosinus  der  drei  Winkel  sind^  frelche  die  Nor 
male  im  Punkte  (j?,y,  z)  mit  clen  Koordinatenaxen  macht  (§.  1),  so 
dass  w=±V^l — ü^—v^  und 


/'=TT7Tr======->         g=T 


Alsdann  ist  statt  dpdq  zu  setzen: 

io  dass  das  verlangte  Integral  ist: 

(50) 
fPduSv 1_^ PP     Südv 

Das  Integral  (50)  dräckt  aber  bekanntlich  tfiaus  Stück  einer 
Kugelfläcbe  vom  Halbmesser  ]  aus^  wenn  tf»  v,  tp  die  Koordinaten 
tioos  Punkts  derselben  sind.  Der  Punkt  dieser  Kugelfläche, 
welcher  dem  Punkte  (x^y,  z)  der  gegebenen  Fläche  entsprich^ 
ist  ieicbt  zu  finden.  Ziett  man  nämlich  durch  den  Mittelpurfkt 
der  Ku^el  eine  Linie  parallel  ^er  Normale  im  Punkte  (x,y,  z),  und 
denkf  sich  z.  B.  die  Kugel  um  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten 
beschrieben,  die  Konrdinatenaxen  zugleich  auch  Koordin^itcnaxen 
der  Kngel>  so  sind  die  Koordinaten  dpc»  Endpunkts  des  Halbmes- 
sers niäts  Anderes  als  die  Grossen  u,  v, -w.  Daraus  folgt  nun, 
dass,  wenn  das  Integral  (49)  über  die  ganze  Ffäche  auisgedehnt 
werden  kann  und  diese  eine  geschlossene  ist,  dasselbe  =J:47r 
•ei,  das  obere  Zeichen  gellend»  wenn  RRi  immer  positiv,  das 
ontere,  wenn  RRi  beständig  Negativ  ist. ' 

Man  kann  hieraus  auch  den  Satz  ziehen;  von  dem  Gauss 
bei  seinen  Bestimmungen  ausgegangen  ist.  Denkt  man  sich  näm- 
lich, wie  vorhin,  die  Kugel  vom  Halbmesser  1,  und  ein  unendlich 
kleines  Element  a  der  krummen  Fläche,    zieht  in  allen   Gränz- 

Binkten  desselben  Normalen  und  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
albmesser  parallel  mit  diesen  (nach  derselben  Seite  gerichteten) 
Normalen,    so  erhält  man  auf  der  Kugel  ein  unendlich  kleines 

Theil  XIX.  24 
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Element  &  ^  and  da  man  in  der  Ansdeiinting  von  e  die  Gruase 
RRi  ala  conaiant  anaeben  kann,  ao  iat  (40)=  i^y^  »d.  h.  man  bat 

g^=±«»'.      i^=±^5  (61) 

und  daher  rührt  ea»  daaa  Gauaa  die  Gr5aae  mr     daa    Krüm- 

mnn^amaasa  der  FiSche  in  dem  betreffenden  Punkte  nennt  In 
(61)  gilt  daa  obere  Zeichen»  wenn  RR^  poaitiv,  daa  untere,  wenn 
HKi  negativ.  Daa  Integral  (49)  heiaat  bei  Gauaa  die  Kurvatur 
der  Fläche  (oder  einea  Stückes  derselben). 


$.  14. 

Wir  wollen  nna  nun  auf  einer  krummen  FIftche   von  einea 
Punkte  A  aus  eii^  unendliche  Menge  kOraeater  Linien  gesogen 
denken  (§.  lO.);  eine  derselben  sei  ala   die    erste  angenommen» 
von  der  aus  die  Winkel  ^  (6. 10.)  gezählt  werden ,    eine  sweite 
dieser  Kürzesten  mache  mit  der  ersten  einen  bestimrateii  WinkeL 
Auf  der  ersten  nehmen  wir  einen  Punkt  B^  auf  der  zweiten  einen 
Punkt  C  an,  und  verbinden  B  und  C  durch  eine  kürzeste  Linie 
auf  der  Oberfläche.    Wir  erhalteb   ao  ein  von  kürzesten  Linien 
auf  der  krummen  Oberfläche  eingeachlosaenea  Dreieck  ABC^  von 
dem  wir  voraussetzen  wollen,     dass   für   alle  Punkte  deaaelbeo 
RRi  sein  Zeichen  nicht  wechsle  (6.13.)«  Die  drei  Winkel  dessel- 
ben aeien  A,  B,  C.    Im  Punkte  B  ist  (§.10)  ^  =  0,  im  Ponkte 
C:  ^3Cil.    Rel^hnen  wir  den  Winkel,  den  die  kürzeste  Linie  JBC 
mit  den  von  A  auagehenden  KOrzeaten  macht,  je  nach  der  Seite 
hin,  nach   der  die  positiven  dr  und  8^  gehen,  so  ist  klar,  dass 
dieaer  Winkel  im  Punkte  B  gleich  n-^B,  im  Punkte  C  gleieh 
C  ist  (A,B,C  In  B5gen   zum   Halbmesaer  1  gerechnet).    Wir 
haben  nnn  noch  einen  Aoadrack  fltr  diesen  Winkel  im  AUgemei« 
nen  zu  suchen. 

Daa  Element  Irgend  dher  Kurve  anf  der  Oberfläche   wM 
nach  {.  10.  in  Bezug  auf  diene  Koordinaten  ausgedrückt  dnrcb 


VD^»" 


aoll  dieae  Kurve  eine  Kürzeste  sein,  so  mnss  bekanntlich,   wena 
K^aer'  genetzt  wird: 

d.h. 
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sein,  kt  allgemein  q>  der  Winkel»  den  da«  Element'  V  r^-f  v^d^ 
mit  der  Linie,  auf  der  r  geaShlt  wird,  macht  und  zwar  naqb  der 
Seite  bin»  nach  der  die  positiven  dr  und  8^  gerechnet  werden» 
so  ist  offenbar: 

COM  9  = 


t8$ V 

also  wird  (52): 

Wenden  wir  das  Gesagte  nun  anf  die  Sitae  in  §.  13.  au«  Ein 
EtoBent  der  FIflcbe  de«  Dreiecks  ABC  ist  offenbar  edtf^  (§.  10)» 

«bQi  ^6bt  das  Integral  /fvd^,  ausgedehnt  anf  alle  Punkte  des 
Dreiecks,  die  Fläche  wb  Dreieeks  an« 


§•  13.  erhellet  auch»  dass 

11  g[^  =5  dt  *w  Fläche  einer 

Figur  auf  der  Kugel  vom  Halbmesser  1  ist» 

Wüichsnan  erhält»  wenn  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Kogel  Halln 
sesser  siebt»  die  parallel  sind  den  Normalen  der  krummen  Fläche 
In  dUen  Gränzpunicten  des  Dreiecks  ABC. 

Ans  $•  12.  wissen  wir»  dass 
denuiaeb  ist 


ff^=-ß*f^^- 


wenn  r  ron  0  bis  r»  ^  von  0  bis  A  gerechnet  ist.    Da  g-=:1 
ftv  f>=0  ($.  12)»  so  ist  aUo 
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und  also  ist  das  elgeotlich  gesuchte  bestimnite  Integral: 
För  i(>=0  ist  ^p=«--i?,  fflr  ^==i<  Ist  9=C;  also  ist 


Demnach  ist: 


/y  o8rgt(;  _ 


A  +  B  +  C--7t, 


wenn  das  Inteffral  auf  alle  Punkte  des  Dreiecks  ABC  ausgedetint 
wird.  \Ist  die  Flache  doppelt  erhaben,  so  ist  also  A  +  B+  C— s 
die~  Fläche  der  dem  Dreieck  ABC  entsprechenden  Figur  auf  der 
'Kugel ;  ist  die  Fläche  hohl-erhaben,  so  ist  umgekehrt  n-^-^A-i-Bi-C) 

,  dies^  Fläche.  Man  kann  also  sagen:  Die  Summe  der. drei  Win- 
kel eines  von  kürzesten  Linien  auf  einer  krummen  OliwiflJK^t 
eingeschlossenen  Dreiecks  ist  grosser  als  2  Rechte»  wenn  die 
Fläche  doppelt  erhaben,  kleiner  als  2  Rechte,  wenn  ^le  Völil-er* 

^  Jiaben  ist.  Der  Ueberschuss  verhält  sich  zu  720^,  wie  die'FKclie 
der  »em  Dreick  entsprechenden  Figur  auf  der  Kugel  zur  Fläche 
der  ganzen  Kugel  sich  verhält. 

Hätte  man  ein  Vieleck  von  n  kürzesten  Linien,  die  sich  aber 
nicht  durchkreuzen,  so  kann  man  es  durth  kürzeste  Linien  in 
IT  — 2  solcher  Dreiecke  a,btbeilen  und  man  findet,  dass  der  unter- 
schied ^der  Summe  aller  Winkel  von  fn— 2).l80^  sich  verhält  za 
7W9,  wie  die  Fläche  der  dem  Vieleck  entsprechenden  Figur  laaf 
der  Kngel  zur  Fläche  der  ganzen  Kugel.  Der  Unterschied  A+ß 
•f  C-f2>-f...  —  (n  — 2\180^  ist  positiv  bei  doppelt  erhabeoeob 
negativ  bei  hohl  •erhabenen  Flächen. 


$.  15. 

Im  Seitherigen  wurde  eine  Art  Polarkoordinaten  beibehalten; 
ek  ist  aber  nicht  schiver,  eine  weitere  Art  rechtwinkliger  Koordi- 
naten einzuführen.  Durch  'den  Anfangspunkt  A  obiger  Polarko- 
ordinaten wollen  wir  uns  wieder  die  erste  kürzeste  Linie  eezogeo 
denken  und  auf  derselben  in  all  ihren  Punkten  senkrechte  kürzeste 
Linien  errichten.  Ein  jeder  Punkt  M  der  Oberfläche  wird  nun  be- 
stimmt werden  können  durch  die  Entfernung  q  desselben  von  der 
chrsten  kürzesten  Linie  —  der  Abszissenaxe ,  und  durch  die  Ent- 
fernung p  des  Fusspunktes  der  Senkrechten  vom  Anfangspunkt, 
gemessen  auf  der  Abszissenaxe.    Wir  wollen  die  positiven  p  nach 
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der  Seite  rechnen,  nach  der  (§.  10.)>  =  0  W,  die  positiven  q 
nach  der  Seite,  nach  der  die  positiven  -^  gerechnet  werden.  Es 
handelt  sich  nun  darum,  zwischen  r»  tp»  /»•  q  Gleichungen  aufzu- 
stellen. 

■  f 

Zunächst  henierken  wir,  dass  die  Formel  (32)  ein  jedes  durch 
ßll  gehende  Linearelement  darstellt.  Da  jetzt  dq  das  unmittelbar 
durch  M  gehende  Element  der  Ordinate  ist,  so  ist  (wie  in  §  10): 

\dqj   ^\dqj   ^\dqj  ~*'     dpBq  +  SpSq^  d^dq"^' 

(g)'+a)-H- (!)•=-> 

also  das  Element: 

dg=^w^dp^+dq^ 

Denkt  man  sich  durch  den  Punkt  üf  eine  Linie  gezogen,  deiren 
Punkte  von  der  Abszissenaxe  alle  dieselbe  Entfernung  o  haben, 
iso  steht  sie  senkrecht  auf  allen  Ordinaten  (§.  9.)  iind  das  Element 
derselben  im  Punkte  M  ist  also  wdp.  löt  X  der  tVinkel,  den  das 
Element  Bg  mit  dieser  Linie  macht,  der  Winkel  nach  der  Seit^ 
bin  gerechnet,  nach  der  die  positiven  dp  und  dg  gehen,  so  ist 

coaA=-7=^X--— ,     sinA=-7=j^      '  — -       (54) 

Id  Bezug  auf  die  Koordinater  r,  ^  Ist  dasselbe  Element: 

.         ,  VW+i^W    (§-10.); 

^temnach  ist  .  . 

a*«=i:ii«p«+89«=:Sr«+r«aip».  (55) 

Das  Element  der  vou  A  ausgehenden  Kflrzesten,  auf  der  r 
gezählt  ist,  im  Punkte  M  (Taf.fiX.  Fig.  1)  ist  dr;  rdtf;  ist  das  Ele- 
ment einer  darauf  Senkrechten,  die  durch  die  Endpunkte  aller 
'Kimsten  von  der  Länge  r  geht  (§.  9. 10.)  ' 

Ißt  9>  der  Winkels  den  ds  mit  Sr  macht  (§.  14.)»  »o  ist 

dr       ,  vB^     , 

C06q>='^f    sm9)=-g^. 

Zugleich  Ist  (p—X> der  Winkel,  den  die  Elemente  wdp  und  dr 
mit  einander  machen,  den  wir  a  nennen  wollen,  wobei  dieser 
Winkel  et  von  dem  Element  dr  an .  in  der  Richtung  gegen  vBtff  ge- 
xähU  wird,    i^lsdann  ist,  wie  leicht  ersichtlich: 
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1.1      -1     ^Sp-^  ,  89*«^ 

8ino  =  8iD9C08il  — C08  98inil=  — ^-g gy"' 

also 

8rco8a-f-fd^8iDa=:«od/>9  vd^cosa— drsina^d^, 

wenn  man  (56)  beachtet    Daraus  folfft  aach: 

dr=todpcosa — dgaina,  odtf;  =  108/1  sin a>f- 89 cos a; 

d.  h.  man  hat: 

(56) 

8r  8r  .  8tf;  .  8ifF 

*p =:t9C0say     0^=  —  sin«,    t>g-=tirsm«,    eK-=cosa; 


woraus : 


oder: 


w« 


1 


welche  Gleichungen  den  Zusammenhang  zwischen  p,  q,  r,  ^  ans- 
drücken»  und  wo  zugleich  noch  e  und  a  gefunden  werden«  wenn 
nur  u>  gegeben  ist 

Was  w  anbelangt,  so  ist  ßlr  ^=0  das  Element  wdp  geradezu 
gleich  dp,  d.  h.  für  ^=0  ist  for=l.  Aus  den- zwei  ersten  Glei- 
chuneen  (56)  folgt,  wenn  man  die  erste  nach  q,  die  zweite  naÄ 
p  differenzirt  und  die  Resultate  gleicl^  fetzt: 

Sw  .8«  8a 

g— cos  a — w  sin  «  5- a=.— cos  «  g- • 

Fflr  q=0  fällt  aber  «odp  zusammen  mit  Sr^  also  ist  a:3tO; 
zugleich^  was  auch  p  sei,  bleibt  för  ^=0  immer  a=iO,  d.  h.  fifar 

^=0  ist  a  konstant,  und  mithin  ?~=0,  so  dass  f&r  ^=0  auch 

K— =0  sem  mnss. 

Ganz  wb  die  Gleichung  (37)  findet  man  auch  hi^r: 

9*t0   .     to 


^^+■8^ 


=0.      .    (58) 
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Wir  wollen  nun  annehmen,  w  lisse  sich  in  eine  nach  ^nzen 
positiven  Potenzen  von  p  und  q  fortlaufende   Reibe  enti^ickeln, 

und  sei  diese  Reihe  (da  flir  ^=0:  fo=:l,  g~-=:0): 

also 

to=\  +tfo9*  +  «iP9*  +  «1^*9*  +  — ♦      \ 

+6o9»  +  *iP9'  +  *iP*»'  +  ••••      [  (59) 

+<?o9*  +  <^iP»*  +  <'rf^9*  + ) 

worin  also  Oq,  oi>>**»  Oo>  ^»•••»  •••  ^1^  bekannt  angenommen  wer- 
den mfissen. 

Die  erste  der  Gleichungen  (57)  ist: 

Da  filr  nnendlieb  kleine  p  und  q  offenbar  r^ssp^-f^*,  so  kann 
man  alao  setzen; 


9» 
also  für  p=:0: 


"='•■  Q*=''' 


md  -^  enthält  fOr  p=0  bloss  dij  Glieder,  die  p  in  dAr  ersten 
PoteoE  enthielten.    Aus  (57')  folgt  aber  für  p=0: 

d.  h.  alle  jene  ülieder  nilasea  ebeafella  vregfaUea.    fWt  fsQ  ist 
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UJ 


=■•  Cw>'^- 


4— j    enthält  (für  ^=0)  bloss  die    Glieder,    welche  q  in  der 
ersten  Potenz  enthielten,  also  ist  für  qz=:0(r=^p)  in  (57'): 

so   dass  also  auch  jene   Glieder  verschwinden.    Man  wird   also 
endlich  setzen:- 

wenn  man  nicht  über  die  sechste  Ordnung  hinausgeht 

» 

Zieht  m&n  hieraus  die  Werthe  von  •g—p    'S~*  °"^  setzt  sie, 
nebst  dem  Werthe  von  le,  in  die  Gleichung  (5r),  so  erhält  man : 

4p«+4.4«/>V+  SAp^g^  +  12ÄP  V+  16Q>V+8i'ipV 

+  12Cip»73  ^  8q,p  V  +  8^P  V  +  8Cfi  v+ 

+ V+4^V+  12Äi/>V  +  i2C,pV+löiiip*9H8iipV 

+8cö^*  +  16J(ao!P*9*+ 

=  4[p«  +  floV^*  +  ^<^9^  +  2ffiP'9^  +  2aap  V+2  V^^'+S^ip  V 
+  2copV  +  9^  +  <'o*9*  +  '^a^q^+2aipg*+2a^^q^ 
+  26o9*  +  26ip9«  +  2co7H^pV  +  2^«oPV 
+  Ä/iV+C'pV  +  *iPV+CiPV  +  QpV+— 1- 

Daraus  folgt,  durch  Vergleichuiig  derselben  Potenzen: 

2 

•    '     20Äi=8«o+4Äi,    ^  =  ^»o5 
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\  < 


SO  dass  also: 

2  1  3  4 

welche  Gleichung  die  Aufgabe  I5st»  aus  zivei  Seiten  eine's  recht- 
winklichen»  von  kürzesten  Linien  gebildeten  Dreiecks  die  dritte 
(Hypotenuse)  zu  finden. 

Die  erste  Gleichung  (56)  giebt: 

18.r»' 

abo 

1               2               3        8 
~  2*oPV'  —  g^iP'?'— ^«0— 45flo*)P^  + (61) 

Aas  der  zweiten  Gleichung  (56)  folgt: 

13.r*  2  1  2         4 

^r  sin a=2  g~  =  y  +  gOoP*?  f  gfliP'?  +  (5«» — igflo^P*«' 

+  iW  +  g*iPV+(8«6-4Sflo«)pV <62) 

Was  if  anbelangt,  so  ist,  wie  bereits  gezeigt: 

dw  .     3«  .  3«     Ä 

g- cos  «— W  sin  «  g-  +  cos  «g- =.0  • 


Da  ans  (56)  folgt: 


cos  a  A- IT  sin  «V-  =U  > 


so  ist  also 


8tD         .     8(«H-»)  ,  3(«  +  t)     n 

cosag--tosin«-g^  +  cos«-^-=0, 

Theil  XIX.  33 
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d.  h.  auch 


r  cos  a>r  —rio  sin  a — 5 1- rcosa — 5 =U' 


■fT    ' — f  ri/oiiiM  ^  -|-   ff   «<VQM  r\ 


FAr  unendlich  kleine  79  und  7  ist,  wenn  man  den  Winkel  a  von  0 
bis  180^  rechnet,  aber  positiv  niid  negativ,  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  tf;-|-or=0   (Taf.  IX.  Fig.  2.),  also  kann  man  setzen: 

^+a  =  Ap+ßq  +  Cpq^  Dp^g  +  />V+  ^>*^.+  Gpfj^+  llp'^q^ 

^Jjß^q^^Kpf,^  +  Lpg*  +  Mp^q^+ 

-  • 

und  wenn  man  nun  in  obige  Gleichung  die  .Werthe  von 

üw       d(a  + 1/')       S(ff  + 1/;) 
rcoscr,  — rsma,  tc,  r;— ,     — k >     -^ 

einsetzt,  so  erhält  man  A,  /?,....  ßf,  und  findet  so: 

2  1  1 

I  19  1 

+  ^ä*'«*  "  «^o)/'7'  +  i24«o&o  +  4  ^o)P9* 

^109  4         19    .       1.  ,  »  3^  ,.^, 


§.  16. 

Sei  (Taf.  IX-  Fig.  3.)  der  Punkt  C  auf  einer  krummen  Fläche 
bestimmt  durch  die  (rechtwinklichen)  Koordinaten  (§.  15.)  AB^p, 
BC—q\  man  verlangt  die  Fläche  S  des  Dreiecks  kürzester  Linien 
ABC  als    Funktion    von  j)  und  q. 

Lässt  man  p  um  die  unendlich  kleine  Grosse  dp  sich  ändern, 
während  q  konstant  bleibt,  so  geht  man  dadurch  zu  dem  Punkte 
O,  über,  und  es  ist  CO  senkrecht  auf  BC  und  BC  (§.  9.).  Die 
Aenderung  von  5  ist 


Y^dp  =  AB*C'-ABC. 


Das 


)as  Stück  CD  ist  eine  unendlich  kleine  Aenderung  dq*  von  9, 
die  in  bestimmtem  Verhältniss  zu  dp  stehen  muss.  Dieses  Ver- 
hältniss  läs.st  sich  so  finden:  Man  mache  AE=zAC  und  ziehe 
CE,  so  steht  (§.  9.)  CE  senkrecht  auf  AC  und  AE.  Nun  ist 
CC^todp  (§.  15.),  dr  erhält  man,  wenn  man  AC  verlängert,    also 
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\      ■    J 

ist    (§.  15.)    der   Winkel    zwischen  CO  und   3r   gleich  —  u,  und 
folglich 

mithin 

DCE=--»,  eE==CD.8\n(W^-\^a)±:CI).coBa=zdq'co8a, 
rE=c  CCco8(90o+a)=-7 irSpsina; 
folglich 

8^'co8a*=— fcsin«?^,  8^= — 'totgadp* 
Daraus  folgt»  dass 

und  da  offenbar 

BB'CC  —  jwdpdq,  DCC  =  z^whpdq'z=,^]^toHga{dp)\ 

80  ist 

—  Zp^ipj    fr87+g--.trtga8/>  — ^ir«tga(a;»)*, 

u 

oder,  wenü  man  durch  hp  dividirt  und  zur  GrSnze  fibergeht: 

a^ to sin a  X- =  cos a   #     uicq^ 

also  auch 

hs        .    ds 

rcosa  f^ ncsina 


cos 


Sp 


g-=rcosa#     trog* 


Da,  ßlr  unendlich  kleine  p  und  g»  S=^nP9»  ^o  kann  man  mithin 
setzen: 

S=\pq  +  Apq^  +  Bpq^^Cpq^+Dpq'^  +  Ep^q+Fp*q^+Gp*q^ 

+  ///>>^  +  Jp^q*  +  Äp»^»  +  ip*9  +  Mp*q^  +  iy/>»9.  . 

und  wenn  man  in  obige  Formel  diesen  Werth  einsetzt,  zugleich 
(59),  (61),  (02)  beachtet,  so  ergiebt  sich  in  der  geuühnlichen,  an 
einem  Beispiele  oben  gezeigten  Weise: 

25^ 


3^ 

Ä=2P^— j2^W9'— IÖ*oP9*+  (gg^o*— iöCö)P9* 
7  3  13 

12  1  l  l        '' 

1  1 

Das  so  eben  berechnete  Dreieck  ist  ein  rechtwinkliches ;  es 
ist  aber  nicht  schwer,  von  einem  rechtwinklichen  aus  auf  jedes 
anilere  zu  schliessen.  Man  wähle  (Taf.' IX  Fig.  4.)  in  der  Seite 
fCdes  rechtwioklichen  Dreieqks^li^Cden  beliebigeD  Punkt/>uod  sei 

AB—p,    BC=q,    BD=q'. 

Mao  hat  nun  zwei  rechtwinkliche  Dreiecke  ABC  und' AB D,  und 
wenn  F  die  Fläche  des  Dreiecks  ACD,  so  ist 

Fz^ABC-ABD, 

d.  h.  (64): 

wenn  man  nur  bis  zu  Gliedern  fünfter  Ordnung  geht.    Nun  Ist: 

4q*-4q'*  +  3p*q*-3pl^q'*=(g-q')(q+q')Cip*  +  4q*-t^4q^, 

7^»— 79'»+6pV-fl!p*?'=(7-»0(6p*+ V+7y»'+  79«); 
also  auch 

-  ^Äo(?+vO(3pH  V+«9'')-  ^«iP(6p* +79«+7y'«+7w')l. 


••••••  • 


Ueissen(Taf.]X.Fiff.5.)^,J3>Cdie  drei  Winkel  eines  Dreiecks  kOr 
zester  Linien,  o,  6,  rdie ihnen  entgegenstehenden  Seiten,  soisto— o' 
=  a;  die  Seiten  c  und  6  sind  nichts  Anderes,  als  Werthe  von  r 
in  §.15.;  was  den  Winkel^  a  anbelangt  (§.25.),  so  ist  im  Punkte  JB: 

180«-JB— a=90o,    «=90o— »; 
im  Punkts  C: 
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C+90O— «=1800,  «=C-900; 


somit  nach  (61): 


6  sin  C=/>[1— joo^*— |0,p5f«—  ^M*— ]• 

Dividirt  man  oUgeo  Ausdnick  von  F  dnrcb  diesen  fflr  bainC,  so 
findet  sich  leicht,  wenn  man  nur  bis  zur  fiinften  Ordnung  gebt: 

Fz=labaiuC[}-la^(p*-q*+q^  +  qg') 

Die  drei  hier  vorkommenden  Konstanten  a^,  üi,  6o  lassen 
sich  10  anderer  Welse  ausdrücken.  Es  warde  in  §.15.  gexeigt, 
dass 

1     _      J[^ 
ilntwickelt  man,  diesen  Ausdruck  nach  (69),  so  ergiebt  sich: 

^^  =  — 2ao--2a,p—66oy--66iP9—2a55p«-(12c6--2flö»)^'. 

Angenommen  nun,  die  Werthe  der  GrOsse  -^^(desKrGmmungs- 

naasses  nach  §.13.  in  den  Punkten  A,  B,  C  seien  bezüglich  a,  ß, 
f,  so  ist,  da  in  il:  ^=^=0,  in  B:  p=Pf  9=7>  in  C:  p^^p, 

a=^2ao,  /?=  — 2ao— 2aip— 66o9,  y=— 2ao— 2cri/>— 6609', 

wenn    man   bloss   mit ,  zu  Gliedern  erster  Ordnung  geht.    In  so 
weit  genau  ist  also 

00  —  2"'     OlP-2"+2(y«i/)'     ^^^diq^qr 

Da  diese  Grossen,  im  obigen  Ausdruck  för  /*  mit  Guussen  4ter 
Ordnung  multipUzirt  sind,  so  sind  sie  genau  genug  bestimmt 

Setzt  man  nun  diese  Werthe,  so  ergiebt  sich: 
F=5a6sin  C[l  +^(AjA-2q*+3qq'  +  3q'^) 

Nun  folgt  aus  (61)  bis  auf  Grössen  dritter  Dimension  ausschliesslich: 
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b  sin  C=^p ; 

aus  (62)  (r=6,  a=C-W^y  a=:g'-q'): 

bcosC — a^^tjfy  b cos C=zg. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  eine  Annäherung  bis  mit  auf 
Grossen  zweiter  Ordnung  (ur  p,  q,  g'  in  obiger  Formel  vollkoni- 
men  genügend  ist,  da  die  Annäherung  überhaupt  nur  auf  die 
fänfle  Ordnung  einschliesslich  geht.  Setzt  man  diese  Werthe, 
80  ergiebt  sich  endlich: 

j  (63) 

F=qabsm  C[l  +  ^ßa^+U^-'^abcoa  Q 

+  j^(4aa  +  36»— 9a6cos€)+  ^(ia^  +  Zb* -- U ab  cos  C)]  , 

angenähert  bis  mit  zu  Grossen  iiSnfter  Ordnung,  wenn  die  Seiteo 
die  erste  Ordnung  sind. 

Dass  man  in  der  Formel  (65)  vertauschen  kann  a,  6,  c,  C 
bezuglich  mit  c,  6,  a,A  oder  a,  c,  6,  J?  unterliegt  keinem  Anstand ; 
nur   tauscht  man  dann  natürlich  a,  ß,  y  ™'^  7^  ß^aodet  a,  y,  ß, 
80  dass  auch : 

(66) 
F=:2beamA  [l  +  f^(36*+3ca-126ccos^) 

+  jL(36»+ 4c»— 96CC08  A)  +  j^C«*  +  Sc*— 96c  cos  A)] 

F=  ^  ac  sin  B[l  +  jIq  (3a" + 4c»— 9oc  cos  Ä) 

+  Jg(3o»+3c«— r2accosB)+  j|q(4o«+3c«— 9acco8Ä)]  • 


$.  17. 

Ehe  wir  weiter  geben,  soll  eine  kurze  Anwendung  obiger 
Formeln  auf  die  Erdoberfläche  gemacht  werden.  Ist  m  die  halbe 
grosse,  n  die  halbe  kleine  Axe  der  Erde,  und  setzt  man  m^ — n* 
=:m^e*;  ist  ferner  g>  die  Breite  eines  Punkts  auf  der  Erdobe^ 
fläche,  80  ist  bekanntlich 

1         (l-e«sinV)* 


RRi  ""     m*(l— €«) 


367 

An^^enommen  nun,  man^  kenne  die  Breiten  tpi,  g)»»  <P3  der  drei 
Eckpunkte  eines  geodätischen  Dreiecks,  dessen  ISeiten  a,  b,  c 
sind 9  so  hat  mau  für  die  Fläche  F  desselben  nach  (65): 

F=  ^^ab  8inC  Jl+   i2^Jli_%[^*  +  46»-9a6  co«  C\ 

+  TiS^^t3««  +  36«-I2«6co8q[ ,      (66) 

worin  fpi,  <p2>  9^3  bezüglich  die  Breite  des  Punktes  A,  B,  C  ist. 
Sind  die  drei  Punkte  so  gelegen,  dass  die  Grössen 

(l^e^smH^)^       (1— g^sin^yg)»       (l-e^sin^yg)« 
120m2(l— €«)  *      120m*(l— <f«)"      120iii«(l— 6«) 

bis  auf  einen  genügenden  Grad  von  Annäherung  hin  gleich  gross 
angenommen  werden  können,  so  dass,  wenn  q>  eine  mittlere  Breite 
zwiBchen  den  dreien  ist,  jede  ohne  merklichen  Fehler  gleich 

(1— e^sinVP 
120/ii*(l-.c«) 

gesetzt  werden  kann,  so  folgt  aus  (66): 

F=  io6  sin  Cri  +  ^J^^f^i^''  +  **- Soft  cos  C)].     (67) 

Lage  das  betrachtete  Dreieck  auf  einer  Kugel  vom  Halbmesser 
jB,  so  wäre  a=ß=:y=:-^f  also 

F=2a&sinC[l+  12^2(0*+^*— 3a6  cos  C)]. 

Baraus  eri^iebt  sich,  dass  man,  immer  unter  obiger  Voraus» 
Setzung  hinsichtlich  der  Breiten,  die  Fläche  eines  geodätischen 
Dreiecks  auf  der  Erde  berechnen  kann,  als  läge  dieses  Dreieck 
auf  einer  Kugel  vom  Halbmesser 


1— e«sin«g> 

Ganz  Aehnliches  gilt  auch  von  der  Berechnung  des  Dreiecks  selbst. 
Da  auf  der  Kugel  die  Grösse  ^tt  immer  konstant,  gleich  1^  ist» 
so  folgt  aus  §•  16.,  dass,  was  auch  p  und  q  seien,  immer: 

^=-2iio-2aip-66o7— 66i/i9-2ojpa-(12co-2iio*)7 


ik 


368 


Demnach  ist: 


Ho^^o'gi»  ^i=^j  &o=0,  &i=0,  as^Oy  12co— 2<io^=0,  <^)=^24A^*"* 

Geht  man   nur  bis  zu  Grossen   fänfter  Ordnung   einschliesslich, 
80  ist  (6O0: 


also  auf  der  Kugel : 


,»=;,«  + 9* -j^PV 


Sind  a,  ß^  y  die  Werthe  von  -^o  in  den  drei  Eckpunkten 
des  rechtwinkÜchen  Dreicks  ABC,  so  ist,  wie  in  §.  16.: 

a=— 2flo,   /?=— 2/?o  — 2aip,  y=— 2ao— 2oip  — 660?* 

80  dass,  wenn  a,  ß,  y  als  gleich  angesehen  werden  k5nnen/a| 
und  60  Null  sein  mQssen,  und  mithin,  unter  dieser  Voraussetzung, 

r«=p«  +  9a  — gopV- 

Daraus  folgt,  dass^  wenn  das  geodätische  Dreieck  auf  der 
Erde  so  beschaffen  ist,  dass  die  obigen  Grtissen  a,  ß,  y  als  gleich 
angesehen  werden  können,  die  Berechnung  derStQcJke  desselbw 
wie  die  eines  Kugeldreiecks  geschehen  kann ,  wenn  der  Halbmes* 
ser  der  Kugel 

1 — eHin^q) 

iist,  wie  oben.  Wenn  gleich  ein  Yechtwinkliches  Dreieck  unsem 
Betrachtungen  zu  Grunde  liegt,  so  gilt  der  Satz  doch  offenbar 
ffir  jedes. 

Man  kann  also  bei  geodätischen  Rechnungen,  wenn  die  Sei- 
ten der  Dreiecke  klein  sind,  die  Erde  als  eine  Kugel  vom 
Halbmesser 


m 


STT^ 


1— e*sin*g)  i. 

ansehen.  Was  e^  anbelangt,  so  ist  1og.e^t=0'81067lO— 3.  Hetzen 
wir  eine  Breite  von  45^  voraus,  so  wollen  wir  untersuchen,  um 
wie  viel  (l~eVin^£)^  sich  ändert,  wenn  man  von  45'*  zu  45^10' 
übergeht,  was  mindestens  einer  L^i^e  von  2'6  Meilen  entspricht 
Mun  ergiebt  sich,  da  log m= 6*51 482%:  * 
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^^i!!Lf-==O'00000O3O4C2,  ^     ^^^-^=000000030462, 

so  dass  diese  Werthe  erst  in  der  zehnten  Dezimale  abweichen, 
woraus  hervorgeht,  dass  auf  Entfernungen  von  3  bis  4  Meilen 
die  sphärische  Rechnung  ohne  irgend  einen  Nachtheil  Platz 
greifen  kann. 

Es  föUt  diess  auch  zusammen  mit  dem  in  §.12.  Gezeigten,  da, 
wenn   |vp     in  naher  Aasdehnung  um.  den   betrachteten   Punkt 

herum  sich  nicht  ändert,  man  dieses  Stflck  Fläche  abwickeln  kann 
auf  eine  Kugel  vom  Halbmesser  ViZ/^i* 


§.  18. 

Angenommen,   eine  krumme  Fläche  sei  so  beschaffen,    dass 

in  allen  Punkten  derselben  die  GrOsse  TTn-  denselben  konstanten 

Werth  k  habe  (§•  12.)-    Die  Kugel  ist  offenbar  in  diesem  Falle, 

und  wenn/2  ihr  Halbmesser,  so  ist  A:=-^*  Betrachtet  man  nun  ein 

rechtwinkliches  Dreieck  kürzester  Linien  auf  der  so  beschaffenen 
Oberfläche,  so  müssen  sich  aus  den  Formeln  des  §.15.,  wenn  diese 
Oberfläche  eine  Kugel  ist,  wo  also  die  kürzesten  Linien  Bogen 
grosster  Kreise  sind,  die  bekannten  Formeln  iiir  rechtwinkliche 
sphärische  Dreiecke  ableiten  lassen,  d.  h.  man  wird  haben,  wenn 
£  der  rechte  Winkel  ist: 

sin  (ayk)  =:sin  (bVk).s\ü  A , 

sin  (c  VÄ)  =  sin  (6  V^)  .sin  C, 

cosi4=cos(aVÄ')*sinC  }  (68) 

cos  C=  cos  (c  VA:). sin  A , 
cos  {bVk) = cos  (a  VA:).cos  (c  VA) 

Da  man  aber  offenbar  dieselbe  Rechnung  hat,  ob  did  Fläche 
•iD€|  Kugel  ist,  oder  ob  eben  k  konstant  ist,  so  werden  die  For- 
meln (68)  für  jedes  rechtwinkliche  Dreieck  kürzester  Linien  auf 

einer  krummen  Oberfläche,  für  welche  -^j^  konstant  ist,  gelten. 

Für  meinen  positiven  Werth  von  k  folgt  diess  auch  schon  daraus, 
dass  eine  solche  Fläche  sich   auf  eine   Kugel   vom  Halbmesser 

— ^  abwickeln  lässt.  Doch  gilt  unsere  Behauptung  auch  iiir  ne- 
gative  Werthe  von  k. 


870 

Man  schliesst  daraus  nun  leicht  (siehe  z.  B.  Archiv,  Theil 
XVI.  S.  196.  ff),  dass  alleemein  für  jedes  Dreieck  kürzester  Lioien 
auf  eine^  krummen  Oberfläche  von  der  angegebenen  Beschaffen- 
heit die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  Anwendung  ündeo, 
d.  h.  dass 

(69) 
sin  (aVÄ).sin  i?=sin(6VA:)  .sin^l, 

cos  (a  VÄ)  =  cos  (6  VAr) .  cos  (cVt)  +sin  (bV^)  •  8in(cVÄ:) .  cos  J,] 

cos  A  +  cos  ß  cos  C=  sin  B  sin  Ccos  (aVU) 

u.    s.    w. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  eine  weitere  Bestätigung  des  in  §.  17. 
Berührten. 


§.  19. 


In  §.12  wurden  bereits  die  Bedingungen  aufgestellt,  unter 
denen  eine  Fläche  auf  einer  andern  sich  abwickeln  lässt.  Eben 
weil  Bedingungen  bestehen,  lässt  sich  also  nicht  jede  Fläche  auf 
jeder  in  der  angegebenen  Weise  ausbreiten.  Es  soll  desswegen 
die  Aufgabe  jetzt  anders  gefai^st  werden  und  sei  verlangt,  eine 
krumme  Fläche  auf  einer  andern  krummen  Fläche  so 
abzubilden,  dass  das  Abbild  dem  Urbild  in  je  ent- 
sprechenden  Elementen  ähnlich  sei.  Es  heisst  diess  aber 
nichts  Anderes,  als  verlangen,  dass  die  Linearelemente  um  zwei 
entsprechende  Punkte  herum  cleich  oft  in  einander  enthalten 
seien  und  dass  entsprechende  Linearelemente  denselben  Winkel 
machen.  Natürlich  darf  der  in  einem  Punkte  für  alle  Linearele- 
mente konstante  Quotient  sich  ändern  von  Punkt  zu  Punkt 

Seien  also  x,  y,  z  die  (wie  immer  rechtwinklichen)  Koordi- 
naten eines  Punkts  der  ersten  Fläche  (Urbild),  Jf,  F,  Z  die  Ko- 
ordinaten des  entsprechenden  Punkts  der  zweiten  Fläche  (Abbild), 
so  werden  X,  Y,  Z  durch  a:,  y,  z  bestimmt  werden  können. 
Drückt  man  die  Koordinaten  der  ersten  Fläche  durch  die  zwei 
unabhängig  Veränderlichen  p,  q  aus  (§.  10.),  so  werden  also  auch 
X,  F,  Z  Funktionen  von  p  und  q  sein.  Das  Element  ds  der 
ersten  Fläche  kann  durch 

VEdp^  +  2Fdpdg  +  G89« 

ausgedrückt  werden  (§.  10 . u.  12.) ;    eben  so  wird  das  Elementar 
der  zweiten  Fläche  ausgedrückt  durch 

V  E'dp^i-2Pdpdq+G'dq^, 
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A  SS 

und  wenn   ^=zM,  so  muss  identisch,   4  h.   ohne  Festsetzung 

einer  Beziehung  zwischen  p  und  f : 

JE'8p«  +  '2Pdpdq  +  G'dq^= M^[EBp*  +  2F8pdq  +  Ca^«], 

d    h. 

E'=:3PE,    F'=zSPF,    G'=mG  (70) 

sein.  Dieselben  Gleichungen  (70)  geben  zugleich  auch  an,  dass  die 
Winkel  je  zweier  estsprechender  Linearelemente  gleich  sind.  Zwei 
durch  die  Punkte  (p^Q),  nämlich  die  entsprechenden  Punkte  beider 
Flächen,  gehende  Linearelemente,  das  eine  zu  dem  Punkte  (p 
-f  d/'»  9 4 d9)j  das  andere  zu  (p  +  Bp' ,  q -t- dq')  hin,  sind 

8#  =  V  Edp^ + 2FdpSq  +  Gdq^ ,  Ss'  =  VEdp'^+  2Fdp'dq'  +  Gdq'^ 
und 

dSz=V'Wd^^T^FS^dg+G^,    dS'=VE'dp'+2Fdp*dq'^  G'dq'^, 

die  Kosinus  der  Winkel,  welche  d#  mit  den  drei  Koordinaten 
macht,  sind: 

dx_dxdq       dji_d^dq       dz_dzBq^ 
ds'^dqJs'    ds^dqds'    d$'~dqds'' 

u.  s.  w.  ähnlich  fSr  ds' ,  BS,  dS'.  Der  Kosinus  des  Winkels  der 
Elemente  d#  und  di*  ist  also : 
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II 


t? 


+ 

+ 


II 


II 


+ 

'S, 


•g'kr 


f 

+ 


9> 


I 


■^  1 1» 
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Ganz  eben  «o  erglebt  sich  fiir  den  Kosinus  des  Winliels  der 
Elemente    S,  8S': 

E'dpdp'  +  Pjdpdq'  +  dp'8q)+  G'dqBq' 

dSdS' 

and  nach  den  Formeln  (70)  sind  beide  Ausdrücke  gleich»    was 
unseru  Satz  beweist. 

Die  Bedingung,  welche  den  Formeln  (70)  zn   Grunde  liegt,' 
kann,  ohne  dass  ein  Zusammenhang  zwishen  p  und  q  festgestellt 
wird,  in  anderer  Weise  dargestellt  werden,  so  dass  also  immerhin 

alles  Gesagte  noch  Geltung  hat.  Es  ist  nämlich,  wenn  V^— l=i: 

8#« = EBp^ + 2FdpSq  +  GBq* 

=  ^[Edp+Fdq +aq  V  EG-F^]  [Edp  +  f^ — »89  V'fiG-F»]. 

da   EG — F*  immer  positiv  ist  (§.  11.).    Denken  wir  uns,  r  sei 
ein  Faktor,  der  die  Differentialgleichung 

Edp  +  FBq+  idqVEG-F^=0, 
iBt^;rabel  mache,  so  ist  also  identisch: 

Edp  +Fdq+  idq^EG-F^='[dg>  +  idfj/] , 
wenn  q>-\'ttlf^=sConst  dann  das  Integral  ist.    Ganz  eben  so  ist: 

EBp  +  FBq  -  Üq  V*£G— F»  =  ^[89)  — iaif;] , 
und  also 

wem  A=  -7 — 7    eine  bestimmte  endliche  Funktion  von  p  und  9  ist 
^Ganz  eben  so  ist: 

Also  hat  man  auch,  da  8iS^=ilf^f^: 

*         Jf^A_(8<D  +  t8y)(8<D-ay) 
H  •"  (89+«t)(89-t8^)  ' 

in  welcher  Gleichung  -^  eine  endliche  Funktion  von  p»  9  ist, 
und  in  der  keine  Beziehung  zwischen  p  und  q  festgesetzt  werden 
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darf.  Man  wird  der  Bedingung,  da»8  wie  die  erste,  so  auch  die 
zweite  Seite  eine  endliche  Funktion  von  p  und  9  sei,  genfigen, 
wenn  man  setzt: 

wo  /  das  Zeichen  einer  wilUcfihrlichen  FunictioD  ist.    Alsdann  ist 


also 


und  ehen  so 


also 


^=/>(g,  +  ,».Ag,-,V), 


wo  fXz)=-^'    Man  wird  bemerken,  dass  durch  obige  Annahme 

keine  Beziehung  zwischen  p  und  9  fests^estellt  ist,  vielmehr  bloss 
dadurch  die  einander  entsprechenden  Punkte  beider  Flächen  ge- 
funden werden.    In  der  Gleichung 

0  +  iW=f(q>  +  ifl;),  (71) 

sind  nämlich  <D  sowohl  als  W  Funktionen  der  Koordinaten  der 
zweiten  Fläche;  9,  tf;  der  der  ersten  (p  und  o);  und  diese  Glei- 
chung lehrt  somit,  wenn  man  die  reeUen  und  imaginären  Theile 
einander  gleich  setzt,  den  Punkt  der  zweiten  Fläche  finden,  wel- 
cher einem  bestimmten  der  ersten  entspricht  Die  oben  ausge- 
sprochenen Folgerungen,  die  auf  (70)  beruhen,  gelten  immer  noch. 
^Vas  den  Werth  von  JH  —  das  Vergrüsserungsverhältniss 
—  anbelangt,  so  ist  •  « 


*=v? 


A<P+»»r(9>-t».  (72) 


Allerdings  hätte  man  auch  setzen  können  0+mf=f(q> — ttf;),  und 
man  hätte  allen  Bedingungen  ebenfalls  genfigt;  allein  es  genügt 
uns,  bloss  die  Annahme  ^1)  zu  betrachten. 
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§.  20. 


Von  den  so  eben  nachgewiesenen  Sätzen  soll  nun  zunächst 
eine  Anvrendung  auf  die  Abbildung  einer  Kugel  in  einer  Ebene 
gemacht  werden,  eine  fiir  Kartenzeichnnng  bekanntlich  sehr  wich- 
tige Aufgabe.  Sei  j;®+y*  +  z* — a*=0  die  Gleichung  der  Kugel, 
und  man  wähle  Polarkoordinaten  p^  q  so,  dass 

o;  =  a cosp sin 9 ,    y=^asmpekiiti,    2  =  acos9; 

so  ist,  wenn  die  Ebene  der  xy  die  des  Aequators,  die  Axe  der 
a:  in  dem  ersten  Meridian  liegt,  die  (positive)  Axe  der  y  von 
ihr  aus  um  90^  absteht  in  der  Richtung  wie  die  Länge  (von  0 
bis  360^)  gezählt  wird,  und  die  (positive)  Axe  der  z  gegen  Norden 
gerichtet  ist,  p  die  Länge  des  betreffenden  Punkts  auf  der  Erde 

und  Q—^  die  Breite.    Man  findet  nun:  ^ 

g-=-asin/?sin9,      ^^acospsin^,     g^=0; 

dx  Sy         ,  3z  . 

g-=:acospcos9,         g^=asin/9cos9,     g-= — asm  9; 

also 

JE  =  a«8in«9,    F=0,    6=0!^; 
mithin  bat  man  zu  integriren : 

a*sin*93/>  J:  itfismqBqzizO; 
ist  folglich 


(p=p,    •r(^=log^cotg|j; 


wo  die  Logarithmen  naturliche  sind. 

Nimmt  man  in  der  Ebene  ein  rechtwinklirhes  Koordinaten- 
system der  Xf  F,  so  ist  ein  Lloearelement 

also  ist  zu  integriren 
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wo  nun  v  =  v'=l,  H=l,  da  aS*=3lL«+3F*,  mithin  0=  X 
!F=:  Y,  uod  also  giebt  die  Gleichaog 

jr+iF=/i(p  +  ilogcotg|)  (73) 

an ,  in  welcher  Weise  die  Koordinaten  X,  Y  durch  p  und  q  ge- 
funden werden.    Was  M  anbelangt,  so  ist 


*  =  7^q\^^  +  »'«gcotg|)Ap-«1og  cotg|).  (74) 

Spezialisirt  man  die  Funktion  f  und  setzt  zunächst  f(z)z:ziz,  wo 
A  konstant,  so  erhält  man  aus  (73)  und  (74); 

X:=kp,     F=Alogcotg|,    «=— 1.^;  (75) 

so  dass  man  zu  jedem  Punkt  (p ,  q)  der  Kugel  den  entsprechen- 
den der  Ebene  (Karte)  leicht  bestimmen  kann.  Von  dem  Wertha 
von  k  hängt  natürlich  M  ganz  unmittelbar  ab. 

Fragen  wir,  wie  bei  dieser  Abbildung  (Kartirung)  die  Meri- 
diane erscheinen,  so  hat  man  nur  diejenigen  Punkte  der  Karte  n 
suchen,  die  demselben  Werthe  von  jp  angeboren;  für  alle  diesel- 
ben ist  X  also  auch  konstant,  und  die  Meridiane  erscheinen  foh^ 
lieh  als  Gerade,  die  sämmtlich  parallel  sind  mit  der  Axe  der  Jr. 
Was  die  Breitenkreise  anbelangt,  so  ist  Rlr  sie  9,  also  F  konstant, 
und  sie  erscheinen  also  als  Gerade,  die  parallel  .gehen  mit  der 
Axe  der  x.  Was  die  Verzeichnung  der  Längengrade  anbelanet, 
so  werden  dieselben,  gleichviel  in  welcher  Breite  sie  sich  be&- 
den,  alle  gleich  lang  sein;  sind  90^—9,  90*^— 9'  die  Breiten  zweier 
Punkte  der  Karte  auf  demselben  Meridian ,  so  ist  die  Entfernung 
beider 


AM 


wenn 

q'  n 

cotg^>cotgi-. 

Bekanntlich  Ist  diess  die  Mercator'sche  Seekarten -Zeichnoog. 
Setzt  man  zweitens 

80  ergiebt  sich,  wie  oben: 


377 


F=/:tg«-|-.sinOTp,    V  (76) 

^8109  ^    2 


woraus  .f&r  iii=:l: 


Da  bieraas 

folgt,  so  schliesst  man,  dass  sämmtliche  Meridiane  als  gerade 
darch  den  ABfangspookt  gehende  Linien  erscheinen ;  während  die 

Breitenkreise  als  Kreise  vom  Halbmesser  ki^^q  erscheinen,  deren 

Mittelpunkt  ebenfalls  der  Anfangspunkt  ist.  Der  Anfangspunkt 
entspricht  dem  Pole.  .Diese  Zeicnnungsweise  giebt  bekanntlich 
die  stereographische  Kartenprojektion. 

Wählt  man  m  so,  dass  M  für  die  Werthe  q^  und  9i  gleich 
gross  wird,  so  ist 

Iogwii9o~'og9i 

m— j j-  , 

r 

welche  Projektion  Harding  bei  seinen  Hinmielskarteii  ange- 
wendet bat 

Hätte  man  ein  Rotationsellipsoid,  dessen  Gleichung 

«•     +6»     * 

ist,  so  sets4  man 

:r=acospcos9,    3f=asinpcosf ,    2  =  dsin9; 

wo  p  die  Länge  and  9  die  (sogenannte)  redazirte  Breite  des 
Punktes  x,  y,  z  ist.    Alsdann  fmdet  man 

Theil  XIX  2« 
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aj«=  o"cos  *qdp*  +  (a«  sin«9  +  6«  co8«9)a9* 
=  a«co»'y[3;,H"''^'^.-*-*'°-^a9'J- 


Also  hat  mao  A=a^co8^99 


^'^±*\  — 5w^^ — ^  =  "- 

Setzt  man  nun  if^q^-  tgo»   so  ist  «oo  die  Breite  iits  bißtnidite< 
ten  Punktes»  und  man  bat: 

I  — c« 
wenn  a^-^b'^^ia^e^.    Also  ist 

e 

^.■=p,  ^=iog|^tg(45o+5«).(^j:j:^^^j  J, 

und'  mitbin 

^+»T=/[p+.log|tg(45«+^«)(J=^)'],    (77) 
bei  welcber  Formel  wir  uns  jedocb  niebt  weiter  aufhalten  wollen. 


§21. 


Wir  wenden  uns  zu  einer  zweiten  Anwendung  der  in  §.  19. 
avfvestettttii   Sitae,    die   fllr   diie    bObere   Grodäsie  von  nroMier 


Wichtigkeit  ist  —  die  Abbildung  eines  ümdrebungsellipsoida  anf 
einer  &ugel. 

Sei   wieder,   wie   in    §.  20.,   die  Gleichung    des    Rotations- 
ellipsoids: 

Xdieliänge»  s-*— lo  dieBreite  eines  Punkts  auf  demselben ;  d. 

h.  der  Whikel,  den  deir  durch  den  fragUchen  Punkt  gehende  Me- 
ridian mit  dem  ersten  macht,  und  der  Wipkel,  den  die  Normale 
hfr  Atigliefaea  Punkte  itft  dtr  Aei)uätoreb^e  maefat ;  so  ist, 
wie  in  §.  20. 


379 


■«  a*.a* 


*=*''~*"^=r+t^=o«+6*cotg«« 


a*  810*0)  a*sin*fl) 


a*  sin^Q)  +  6*  cos^oo       1 — e*co8*eo* 

e 

worin  also  (auf  die  Erde  besogen)  o  der  Winkel  Ist,  den  die 
Normale  in  dem  betrachteten  Punkt  mit  der  Erdaxe  macht.  (Die 
Axe  der  x  liegt  im  ersten  Meridian  u.  a.  w.  wie  in  §.  20.) 

Was  die  Kugel  anbelangt,  so  sei  A  ihr  Halbmesser ,  A,  Sl 

ihre  Polarkoordinaten»  wo  A  die  Hänge,  ^ — ^  ^^  Breite;  so 
ist ,  wie  in  §.  20. : 


ff=/l«8in«Ä,  <b  —  Ay  «P=log(cotg^); 


also  hat  man: 


U         AnXUSl^r- rr 5- 

X-=  — : V^l-  e«cos«w; 

A        cisino) 


(78) 


wodarch  die  einander  entsprechenden  Punkte  beider  Flächen  ge- 
geben sind. 

Zur  Spezialisirung  setzen  wir 

/(a:)=ajr— tlog/r,    f{x)=a\ 

so  ist  aus  (78) : 

et« 

.     .        «^v     •     r    .  ^eo /l— ecoso)\a"l     ,     . 

^=:ea,iog(cotg-2)=logLcotg«-^(^jqp^^-^  J-log^; 

d.h. 

uAsxnSl  .r^ 5 — - — 

m  =  - — : V  1  — e*cos*« ; 

O  SIB  10  ' 

mithin  endlich: 

26« 
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ae 


ft/l  sin  Sl 


j|f=^fl2i'i^Vi„e*co8«o).  (79) 

osino) 

Was  die  hier  vorkommenden  Konstanten  a,  k,  A  anbelangt, 
80  sollen  sie  so  bestimmt  Zierden ,  dass  fiir   Breiten  ^  —  ^y    <^'>® 

«icht  bedeutend  von  einer  gewissen  Breite  /?,   die  wir  die  Nor- 
malbreite beissen  wollen,  abweichen,  M  nahezo  gleich   1  werde. 

Ist  also  CO  der  Werth  =W — j3,   von  dem  man  ausgeht,  und  geht 

man  zu  einem  Werthe  to+Ja  über,  so  wird  Jf  zu 

Sei  nun  ^  die  Breite  auf  der  Kugel,  welche  der  Breite  ß 
entspricht,  so  ist  Sl^^-^B,  wenn  (o^k — ßl  also  erh&lt  man 
aus  der  zweiten  Gleichung  (79): 


Zugleich  wollen  wir  A  und  a  so  bestimmen,  dass  fiir 


OD — 5-  —  ß,  al80i$2=-ör — -®- 


^-*'  äi;-"'  5i^-" 


sei. 

Nun  ist 

aiir 

«i<Vl  — e*cos*w       ri^*^  .  e*co8(iosineo.tfi4sinÄ 

• >        >■          cos  1S6  ^ —  -1 

do) 

«8"»ö>                    ö«        asinwVl-c'^cos«» 

CCi^sini^V^l  —  6^COS^0>CO8ID 

osln^oo 

Die  zweite  Gleichung  (79][  giebt,   wenn  man  zuerst  die  Logarith- 
men nimmt  und  dann  differenzirt: 

aÄ  _i tt(i  -  g«) 

ow  sin  iß "~  (1  —  e*  co8*w)  sin  a>' 
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also 

dM M(i—e^)(acoB  Sl  —  cos  m) 

duD  sio(D(l-— a^cos^) 

Entwickelt  man  eben  so  g— j-  und  bemerkt,  dass»  wegen  g — =0, 

aco8<$2=co8iDflIr  ilss*  —  B,    «=j-/J; 

so  erbilt  man  daraus  noch 

(1 — e«cos«a))sin«i»= a«(l-e«).sin«Ä. 
Somit  ist: 

.     Acc  cos  JB   t 

l  =  -^^^^Vl-6«sin«/J,     «sinÄ-sin/J=0. 

(1— e«sin«j5)  cos«/J— ««(1— s«)  cos«Ä=0. 
Aufl  der  zweiten  dieser  Gleichangen  folgt 

setzt  man  diess  in  die  dritte ,  so  erhält  man: 

««(l-u«)  - 1  +  c«-  c«cosV=0. 
Man  zieht  nun  endlich  daraus: 

-      ,  ,  e^cos^g        •   i>     1  •    Ä       A «cos/J 

wodurch  er,  B ^  A,  k  bestimmt  sind. 

Um  die  ^gegenseitige  Berechnung  bequemer  zu  machen,  mSgen 
fo^nde  UOlfswinkel  eingeföhrt  werden: 

sin9>=e,  tgC=tg9>cosV>  sind  =  esin/},  tgi7  =  sini;tg/?; 
alsdann  ist: 

«=-— 1.>    smj0=coscsmp^    ^= iH-— ä» 

cos(  *      '^'  ocosocos^ 
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KM) 

*K(i+5Ä)*««(f+jfl) 

F«roer  hat  man: 


«  .  1  ^. .      jt~T~ 


^  _    _1 I cos^jg 

C08*j5  C08*/J  CO«*/J 

aUo 

cos  fi  cosJS=  cos  j?. 
Dann 

sini}Cosi»=:8in{;8in/i£=: p-sstgCaiaß; 

also 

8ini^=:tgCtgÄ 
Weiter  bat  man 

1— cosiy       cosJ? — cos  5       l-fcosj;      »irij5  +  sinÄ, 
sini;  tgCsln^  sinf  sin^sin/? 


also 


-    I        cosÄ — CO»/?  ,   1  -     tnnß+smB, 


demnach 


11.     cosjB— cos|?  8lnf;smj>     cos^ — cos|?         1^    -^ 
*«2'^«2f=8inÄ  +  sii^'  tgCsinÄ=  ainÄ+siof  =  *»2^"^ 

Weiter  ist 

^  ..     ^       cos'C  — siD*Ä 

also 

sin  C  cos  C  cos  9> = sin  9  cos^? — sin  9  sin^A , 
sin  9  sin^^=  sin  9  cos^ — sin  C  cos  C  cos  9>> 
8in9(l— 2aifi*J!) = sin  9  (1  -^2  cos^  -^  2sin£co6  (cös  7, 
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Man  hat  mithin: 
B\n^  =  e,  tgC=tg9C06^/3,  Biuß^zetAuß,  tgr^^sinCt^ß, 

COSf  '^  «C08ÄC0SÖ 

*=_«l!i«     .  ^  (8., 

IfCl  +  äBXSCj  +  ä«) 

co8i7cosJS  =  cosj3,  8ini7=tg{;tgfi, 

1  11 

tg2(/^-Ä)=tg2i?tg^J:,    eco82B=sin(2J:-9). , 

Ist  nun  ß  gegeben  9  ho  erhUt  man  t  aus  der  zweiten  die8er 
Gleichungen,  i;  aus  der  vierten,  jB aus  der  6ten  oder  Uten;  ist  aber 
B  gegeben ,  so  findet  man  nach  der  letzten  f,  dann  nach  der  lOten 
1},  Dach  der  Uten  oder  9ten  ß. 


§.22. 

3ind  die  Konstanten  cc,  A^  k  nun  bestimmt»  so  ist  es  einfach, 
Lfinge  und  Breite  auf  der  Kugel  aus  der  auf  dem  Ellipsoid  t\k 
berechnen.  Man  kann  sich  dazu  unmittelbar  der  Formeln  r79) 
bedienen.  Für  praktische  Zwecke  ist  die  Entwickelung  in  Heinen 
▼ortheilhafter,  besonders  wenn  man  die  umgekehrte  Aufgabe  löst« 
808  der  Breite  auf  der  Kugel  die  auf  dem  Ellipsoid  zu  berechnen. 
Mittelst  dieser  Reihen  lassen  sich  dann  leicht  Tafeln  berechnen, 
die,  ¥on*der  (Normal  )Breite  fi  auf  der  Kugel  ausgehend,  die  ent» 
sprechende  Breite  auf  dem  Ellipsoid  geben.  Gauss  hat  (Untersu- 
c  Dan  gen  lib  er  Gegenstände  der  höheren  Geodäsie,  Erste 
Abbandluns)  solche  berechnet,  dievonlX)^ — i2:=46^40' gehen  bis 
90O— a=58«40'  und  für  welche  i5=52<^40'  also  ö=52*'42'2"-5.32öl 
ist  Es  ergiebt  sich,  da  ^=1  ist  für  90«— Ä=52o40',  ^=1  0000024 
für  90^— i2  =  46*^40',   d.  h.  die  Vergrösserung  beträgt  bei  einem 

Abstand  von  6^  nur  ungeföhr  jTjnnjjQ'  bei  90®— Ä=50«,  also2®40' 
Abstand  vom  Normalbreitenkreis,  ist  J[f=l*00000021,  also  die  Ver- 
grösserung nur  ^ännnnn  ^^^  sieht  hieraus,  dass  bei  der  gewähl- 
ten Uebertrngiingsweise  diese  so  geschieht,  dass  die  Dimensionen 
auf  dem  Ellipsoid  und  der  Kugel,  in  nicht  bedeutender  Entfernung 
von  der  Normalbreite,  gleich  sind.  Man  sclilicsst  daraus,  dass 
eine  geodätische  (kürzeste)  Linie  auf  dem  Ellipsoid  durch  eine 
kOrzeste   Linie   (grössten  Kreis)    auf  der  Kugel  wird  dargestellt 
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werden  und  zfrar  in  derselben  absoluten  Lin^e.  Die  Abweiehnnf^ 
beider,  die  natürlich  sehr  klein  ist,  kann  in  folgender  Weise  be- 
rechnet werden. 

Sei  L  die  seodStische  Linie  auf  dem  Ellipsoid,  K  Ihre  AbLtl- 
dnng  auf  der  Kucelfläche,  F  und  G  die  Endpunkte  eines  bekann- 
ten 8tficks  von  A ;  P,  G'  die  entsprechenden  Punkte  auf  dem 
Ellipsoid,  N  ein  durch  F  und  G  gelegter  ffrusster  Kreis  der 
Kugel.  Die  Punkte  der  Linie  K  wollen  %vir  dadurch  bestimmen» 
dass  wir  den  kürzesten  Abstand  jedes  derselben  von  iV,  gleich 
y,  und  die  Entfernung  des  Fuss-punkts  dieser  Senkrechten  von  F. 
auf  der  Linie  iV  gemessen,  gleich  x  setzen,  wobei  die  positiven 
X  von  F  gegen  G,  die  positiven  y  von  S^A  nach  Noro  (von  N 
aus  gezählt)  gehen.  Dabei  seien  x  und  y  Bogen  zum  Halbmesser 
1,  also  Ax,  Ay  deren  absolute  Länge. 

Nach  dem,  was  wir  in  §.  15.  gesehen,  ist  ein  Element  voo 
M  gleich 


da  dort 


^VcosVa:«  +  8y«,, 


j^j^=-^>    8/1  = -43a;,    dq^^Ahy 


und 


18^  1  ,  .  . 

ist,  indem  (fir  ^=0: 


sein  muss,  und 


also' 


ist. 


—1       ^^  ^t\ 
10=:],     5— =  ü 


q-Ay,    »=^> 


10  =  C0S)y 


Ist*^  der  Winkel,  den  das  Element  von  K  Im  Punkte  (x,  y) 
mit  einer  durch  jenen  Punkt  gezogenen  Parallelen  von  N  macht, 
so  ist  (§.  15.): 

dx      ^  8v      1 

cotgt  =  co8yg^,    tgr/»=gi.— ; 

and  aiao  das  Element  von  K  in  diesem  Punlite: 


3SS 


Demnach  das  entsprechende  Element  von  Li 

iHcostf; 
wo  JV  die  frühere  Bedeatong  hat.    Setzt  man  nun 


so  ist 


8tt_  dp     1 

flar"^  °^     So;  cos y 


n     1 
ii  =  !og(tg(j+2Jf)) 


wenn  man  t«=0  fär  y=0  annimmt;  ist  ferner 


cosy  _ 
üf    "*"' 


80  ist  das  Element  von  L: 


und  da  L  eine  kürzeste  Linie  auf  dem  Ellipsoid  ist,  so  hat  man: 


8m 


(83) 
d.h. 

T^ö^C«  Sinti;); 

tfcos^     8ar^         ^^* 

welfehe  Formel  allgemein  gilt.  Da  aber  die  Linie  K  von  iVkaom  ab* 
weicht,  so  werden  u  und  ^  immer  sehr  kleine  "Werthe  erlatigen« 
so  dass  man 

sin^=tg^,  cos^=rl 
wird  setzen  dürfen,  und  also  aus  (83)  zieht:' 


^      ntgt=y^x+C,  (84) 


worin  man  för  n  und  u  die  Werthe  anwenden  darf>    die  in  dem 
entsprechenden  Punkt  der  Linie  K  statt  haben ,  wo  y=:0,  also 


1       dn  1   BMBy  l   BM       .   8v 

gesetzt  wird. 

Sei  allgemein  ^^-^-=^1,  ferner  ^^^  Äf^,  Iq  die  Werthe  von 

t^,  Jtf,  /  im  Punkte  F,  wo  ar=:0;  ^i,  Mi,  li  die  Werthe  dieser 
Grossen  im  Punkte  G,  wo  x=^k  (A  immer  positiv).  Al^aan 
giebt  (84): 


*^=  Wo^^'^'^-^^f'^'''  ^^'^ 


Angenommen,    /,  M  können   nach  fortschreitenden  Potenzen  von 
X  entwickelt  werden  und  sei: 

/=^,+Xia;+Ma+.....     ^  =  l+juia:+fiaa:2+ ; 

so  folgt  aus  (84'): 

tgt  =  0  +  f*i^  +  f*«^*  +  -)<g%  — 'ü^ 

und  also,  da 

tt=/tgT/;8a: 
und  t<=0  für  9=0,  d.h.  Hlr  a:=0  und  x^hi 


und  sogleich  für  x^h,  u=0,  woraus: 

tgto=  2^  +  (ß  ^1  —  i2^fh)Ä*  +( j2^ ""  24  ^»  f*i)A'+ 


uod  wenn  man  diesen  Werth  im  Obigen  ftir  tgif;  setzt  und  x=h, 
also  ^^zzfjJi  macht: 

tg*i  =—2^  -(3  ^  +  j24>f*i)**-(4  ^+  24^11*1— T2^»f*i* 
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Da 

/i=^  +  M  +  ^Ä*  +  ...,    -Wi  =  ^o(l  +  f*iA  +  f*«A« +...); 

so  wird  man  sich  leicht  überzeugen,   daas  bia   mit  auf  Glieder 
der  Ordnung  h^i 

welche  Formeln  zur  BerechnuDg  scharf  ausreichend  sind.  Die  Grossen 


V  t  -^  \^g 


wird  man  sogar  immer  gleich  1  setzen  dOrfeD. 

Was  die  Lauge  von  L  zwischen  P  und  G'  anbelangt»  so 
ist  sie 

r 

^r*cosyg^^/^8:r_^      /•* 8^ 

^    ifcos^         J    M     M.,J     l  +  fiid:  + «20:^0. 

I 

=  s;t*-  5'*^*'+4'^^3'^*'--i=7^ '      (86) 

genau  bis  mit  zu  Gliedern  der  Ordnung  A^. 

Was  die  Bestimmung  der  in  (85)  vorkommenden  Grossen  /. 
and  li  anbelangt,  so  ist  sie  die  folgende: 

Sei  a  das  Azimuth  der  Linie  N  in  irgend  einem  Punkte,  d. 
b.  der  Winkel,  den  diese  im  Sinne  wachsender  x  genommene 
Linie  mit  dem  Meridian  io  dem  fraglichen  Punkte  macht,  wenn 
man  diesen  Winkel  von  der  Südseite  des  Meridians  durch  West 
bis  360<>  zählt  Sei  femer  A  die  Länge,  ^Q^-Sl  die  Breite  des 
fiaglicben  Punkts,   so  hängt  JU  von  A  nicht  ab   (§.  2L),  also  ist 

«-j=0;   y  ist  Funktion  von  A  und  Sl^    mithin  auch  A   und  A 
Funktionen  von  y  und  als<r: 

dy  '^dSldy"^  dAdy  ""5S^' 

Ist  nun  (Taf.  IX.  Fig.  6.)  zuerst  G  ostlich  von  F,  P  der 
betreffende  Punkt  von  iV,  PQ=Adx,  QR^Ädy,  VW  der  Meri- 
dian durch  P,    W  der  Nordpol,  so  ist 

WP^iASl,    FP»r=360o-a. 

Zieht  man  RS  senkrecht  auf  WP,  so  stellt  PS  die  GrcTsse  -^AbSl 
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dar  9  da 

olenbar  gleich  der  ProjektioD  von  PR  aaf  WP^  so  dass 

— ^aß=2Oxco»(3600— a)+2<8yco8(a— 270ö)=J8jrcosa--^aysioa, 

Liegt  G  westlich  von  F,  so  ist 
und  jetzt 

— -4aÄ=i4axcos(i80<>— «)+jayco8(9(K>--«)=— i<a*co»«+2iaysin«, 

dSlz=BxcoBa — d^sincr. 
Demnach  ist 

8Ä     j    . 
^=±sin«, 

wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  G  östlich  von  F,  das  untere  im 
umgekehrten  Falle. 

Also  Ist 

1    /)ilf 
Der  Werth  von     mt'^a    findet    sich    aus    (79).      Sei    also    der 

Werth  von 

180.60»  1  dM 
'In     M  dSl 

Im  Punkte  F  gleich  k^^  im  Punkte  G  gleich  JE;«,  ferner  a  im 
Punkte  F  slelch  A^,  Im  Punkte  G  gleich  ISO«'  +  ^| ,  wo  also  A^ 
das  Azimutb  von  FG  in  F,  Ai  das  vt)n  GF  in  Cr ,  so  Ist 
in  F: 

1  8^_  .    .   j  o^         ^ 
^  ^— ±  sm^.z/fo. -jgQ^ggr  * 

11  G: 

1    SÄ       -r-    :      J    Of  ^ 

i»  S7=+'^"^^-^^"i8o:6o** 

Geht  man  von  den  Bögen  zu  Winkeln  über,  und  setzt  tg^=^,  so 
erhält  man  aus  (BS),  In  Sekunden  ausgedrückt: 
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t    • 

^  (87) 

^1  =  i:  0^(2^1  siDi^i  —  At)  sin^o)  > 

die  obern  Zeichen,    wenn  G  östlich  von  F,   die  UDtern  im  entse- 

FG 

gesetzten  Falle,    h  ist  immer  positiv ,  und  gleich  --j-* 

Aus  der  ersten*  Formel  (79)  folgt,  dass  bei  Uebertragung  der 
Ellipsoidfläche  auf  die  Kugelfläche  ein  Meridian  der  ersten  {k  kon- 
stant) immer  mit  einem  Meridian  der  zweiten  zusammenfallt  (Sl 
konstant).  Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Winkel,  den  die  Linie 
L  in  irgend  einem  Punkte  mit  dem  Meridian  jenes  Punktes  auf 
dem  EHipsoid  macht,  gleich  ist  dem  Winkel,  den  K  im  entspre- 
chenden Punkte  mit  dem  Meridian  der  Kugel  macht. 

Nun  sind  /4o,  At  die  Azimuthe  der  Linien  FG  und  GF  in  F 
und  G;  die  Linie  K  macht  dort  die  Winkel  tt/n,  ^i  mit  dieser 
Liinie. 

Gesetzt  nun  (Taf.  IX.  Fig.  7.) ,  G  lieee  ostlich  von  F,  so 
sieht  man  leicht,  dass  das  Azimuth  von  K  ist : 

in  F  gleich  A^ — %»  '"  ^  gleich  Ai—iffi; 

da  der  W^erth  von  if/o  nach  (87)  hier  negativ,  ^i  positiv  ist,  also 
die  Linie  K  eigentlich  unter  N  liegt. 

Liegt  G  westlich  von  F,  so  sieht  man  eben  so  (da  jetzt  ^p 
negativ,  ^i  positiv),  dass  das  Azimuth  von  K  ist: 

in  F  gleich  Ao  +  ifo9    in  Cr  gleich  -^i  +  ^i- 

Daraus  folgt,  dass,  wie  auch  F  und  G  geeen  einander  liegen, 
und  GF^zAh  ist,  man  als  Azimuth  der  Linie  a,  d.h. der  geodäti- 
•dien  Linie  L  auf  dem  EHipsoid,  findet : 


ia  r: 


In  G': 


Aq  —  qA(2^o  sini^o  —  Ai  sin^^i) 


Ai  —  <^A(2A'i  sin  Ji  -  kosinAo). 


Setzt  man  also 


^o=— 3Ä(2AoSinilo — kiBinAi) 

,  .     :     (870 

'^^rzz — xh(^iiB\nAi — k  ainilo) 
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in  Sekunden»  so  sind  ^^o-f^o»  Ai+tlfidie  Aziiuuthe  der  geodäti- 
schen Linien  F'G'  und  G'r^  in  den  Ponktea  F',  G\  wenn  Aq, 
Ax  die  Azimutbe  des  grussten  Kreisbogens  FG  auf  der  Kugel  In 
F  und  G  sind. 

Bei  der  Berechnung  nach  (870  braucht  man  allerdings  h  und 
Anf  Ai ;  allein,  da  '^,.,  'pi^  imnier  seiir  klein  ausfallen,  so  kann  man 
fflr  Ah  geradezu  die  Länge  F'G*  nehmen  (86),  die  man  näherunffs- 
H'eise  kennt,  indem  mit  der  geodätischen  Vermessung  ohnehin 
eine  voriäufis^e  Berechnung  der  Seiten  Hand  in  Hand  geht  Für 
Aft»  Ai  nimmt  man  geradezu  die  Azimuthe  auf  dem  fiilipsoid. 

Kennt  man  die  Azimuthe  auf  dem  Ellipsoid,  so  er|^ben  sich 
die  des  grBssten  Kreisbogens  auf  der  Kugel,  der  durch  die  entspre- 
chenden. Endpunkte  gebt»  wenn  man  bezGglich  — iffo,  '^^i  addirt 


§.23. 


Uebersiebt  man  nun  die  Resultate  der  letztenParagranhen,  soergieht 
sich  daraus  fiir  die  geodätinche  Berechnung  eines  Dreiecksystems 
innerhalb  einer  Zone»  in  der  M  von  1  nicht  merklich  abweicht, 
folgende  Vorschrift: 

Man  berechne  nach  den  Formeln  (82)  den  Halbmesser  A  der 
Kugel  (Gauss  findet  \osA=:6'6152076  in  Toisen)  und  denke  siöh 
die  in  §.  22.  erwähnte  Tafel  construirt  Man  betrachte  nun  das 
Dreiecksnetz  mit  denselben  Seiten  (grossten  Kreisen)  und  Win* 
kein  als  auf  jener  Kugel  liegend,  wodurch  die  Berechnung  dessel- 
ben sehr  leicht  iaL 

Die  Berechnung  der  Azimuthe,  Längen  und  Breiten  auf  der 
Kugel  ist  keinerlei  Schwierigkeit  unterworfen ;  man  geht  von  einem 
bestimmten  Dreieckspunkt  aus,  dc^n  man  nach  (79)  auf  die  Kugel 
überträgt;  berechnet  von  diesem  aus  vermittelst  der  bekannten 
Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  diese  Stöcke  für  alle  Sei- 
ten und  Eckpunkte  auf  der  Kugel.  Will  man  dann  untersuchen, 
ob  die  im  §.  22.  erwähnte  Korrektion  der  Azimuthe  von  Einflnse 
Ist,  so  kennt  man  Ah,  tÜiAo,  Ai  nimmt  man  die  auf  der  Kugel 
berechneten  Azinuthe;  die  Werthe  von  k  werden  gleich  anfäng- 
lich berechnet.  Die  Berechnung  der  Korrektion  der  Azimuthe  ist 
schon  desshalb  wichtig,  weil  durch  sie  die  Korrektion  der  auf 
dem  Ellipsoid  gemessenen  Winkel,  bei  Debertragung  derselben 
auf  die  Kugel  (insoferne  man  nämlich  grosste  Kreisbogen  kurz- 
weg als  Darstellung  der  geodätischen  Linien  setzt)  berechnet 
,  werden,  wie  aus  folgendem  Beispiele  von  Gauss  hervorgeht. 

Es  war  (Taf.  IX.  Fig. 8.)«  nach  TorlSnfiger  Berechnung,  die 
Breite  auf  der  Kugel: 
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Brocken:         51«46'3^      ifc=ä»l64; 
Hohehagen :  5r'26'35'',    it =0-303; 
InseUberg:      5004916^    i5:=:0-687. 

Ferner  waren  die  Logarithmen  der  Seiten  (in  Toisen): 

log  jy/=  4-6393865,    log  ^7= 4-7353929,    logÄÄ=4-5602669. 
Die  (berechneten)  Azinuthe  waren: 

ilnselsberg:         5042'22'' 
Brocken  iHohehageö:      68»49'8*       ^ 

iBrocken:         23809'2'' 
Hohehagen:    j,^^,^^,^^^^     ^^.y, 

(Uohehagen:    144<^'5r 
Inselsberg:      j^^^^^^^^  185035'21"- 

Um  z.  B.  für  BH  die  Azimuthe  zu  bestimmen,  ist 

log(2<A)  =4-5502669,    logil  =6-5152075,    *6=0.164,    *i  =0.303, 

^  =  58''49'8",    ^1=238^912" 

also 

^p=— 0-00196,    ^i=0«)238. 

Also  rouss  man  in  diesen  zwei  Punkten  den  auf  dem  Ellipsoid 
beobachteten  Azimuthen  der  Seite  i?^  beifügen  0-''0(U96,~0  '1)0238, 
vm  die  Azimuthe  auf  der  Kugel  zu  erhalten.  So  findet  man  nun, 
dam»  beigefügt  werden  muss: 

ÄJ:0-00055,    HBi-^OamS,    Jii:0a0428 
ÄZ/:0-00196,    //J:-000332,    JÄ:-0-00083. 

Hat  man  also  den  Winkel  HBJ  gemessen ,  so  ist  diesem 
beizufügen,  um  ihn  auf  grusste  Kreisbugen  auf  der  Kugel  zu 
redoziren : 

0-00196-000055=0-00141 ; 

dem  Winkel  HJB: 
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—000083  -  000428=  -  000511 ; 
dem  Wiokel  JHBi 

-000332  +000238=— 0-00094; 

wie  man  sieht,  lauter  äusserst  kleine  Korrektioneu ,  während  die 
Seiten  aussergew5hnlich  gross  sind  (über  13  Meilen  die 
grossere). 

Hat  man  sämmtliche  Breiten  auf  der  Kugel  berechnet ,  so  ge- 
schieht vermittelst  der  Tafel  die  eigentliche  Berechnung  der  Breite 
des  Dreieckpunktes  auf  dem  Ellipsoid  durch  einfaches  Aufschla- 
gen; die  Länge  auf  dem  Ellipsoid  findet  sich  durch  Division 
mit  «  (79).  , 

Wir  enthalten  uns,  hier  noch  Mehreres  über  diesen  Gegen- 
stand beizufQgen.  Das  Detail  der  Rechnungen,  deren  Gnindztige 
oben  gegeben  wurden,  findet  sich  in  den  Untersuchungen  von 
Gauss.  (Erste  .\bhandlung^  Göttingen,  1844;  Zweite 
Abhandlung,  GSttingen.    1847). 
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IJelber  die  ScbmlegnngTskiiirel  und  die 
^pbilrische  Torsion  der  Curven  dop- 
pelter Krfimmungr* 

VOQ 

Herrn  Dr.  W.  Schell, 

PriTatdocenten  der  MathematUc  an  der  Untveraität  so  Marbarg. 


1«  Je  zwei  aufeinaDderfolgeTide  Norroalebeneo  einer  Curve 
doppelter  Krömmung  schneiden  sich  in  einer  Graden,  welche  im 
Krünimungsmittelpunkte  auf  der  Schmiegungsebene  senkrech  steht. 
Diese  Linie  ist  die  gemeinschaftliche  Axe  aller  eraden  Kegel, 
welche  den  Krömroungskreis  zur  Basis  haben  and  neisst  deshalb 
die  Krflmmungsaxe.  Jeder  Punkt  in  ihr  steht  von  allen  Punkten 
de«  Kräminungskreises ,  insbesondere  also  auch  von  den  drei 
Punkten  gleichweit  ab,  welche  der  Krümmungskreis  mit  der  Curve 
gemein  hat.  Drei  aufeinanderfolgende  Normalebenen  liefern  zwei 
Krflromungsaxen,  und  da  diese  beiden  in  ein  und  derselben  Ebene, 
Dämlich  in  der  zweiten  Normalebene  liegen,  so  werden  sie  sich 
im  Allgemeinen  in  einem  Punkte  schneiden.  Dieser  Punkt  liegt 
von  vier  aufeinanderfolgenden  Punkten  der  Curve  gleichweit  ab. 
Weil  er  nämlich  in  der  ersten  Krflmmangsaxe  liegt,  ist  er  vom 
ersten,  zweiten  und  dritten,  und  weil  er  in  der  zweiten  KrQm- 
mangsaxe  liegt,  vom  zweiten,  dritten  and  vierten  Punkt  gleich 
weit  entfernt.  Er  ist  daher  «der  Mittelpunkt  einer  Kugel  •  welche 
durch  vier  aufeinanderfolgende.  Pnnkte  der  Curve  hindurchgeht. 
Diese  Kugel  wird,  weil  sie  sich  so  innig  als  möglich  an  die  Curve 
anschmiegt,  passend  die  8chmiegungskagel  genannt 

2.  Sind  nun  x,  y,  z  die  rechtwinklichen  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  der  Curve,  grösserer  Allgemeinheit  und  Sym- 
metrie wegen   als  Fanctionen    einer  vierten  Variabebi  i  gedacht, 

Thell    XIX.  2T 
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und  ^,  fj,  {;  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Schmiegungs- 
kugely  welche  an  den  Punkt  a,  y,  z  gelegt  werden  kann,  so 
müssen  i,  vi,  t  der  Gleichung  der  Normalebene  und  deren  bei- 
den ersten  Differentialgleichungen  (nach  t),  d.  h.  folgenden  Glei- 
chungen genügen: 

(£~^)*"+(i?-y)y'  +  (£:-«)i"=f'«,  (1) 

(£-0^)0:"'  -Ki?-y)y'"  +  (t-2)i^'=3f'*"; 

worin  die  Grossen  a:\  x'\  c^\  y'*J**^  tT''^  ^»  ^"^  ^5  *'>  *"  ^*®  ^^' 
rivirten  der  Coordinaten  und  des  Bogens  s  bedeuten.  Aus  diesen 
Gleichungen  erhält  man  für  die  Dinerenzen  £ — x,  V^9»  t — ^  ^'^ 
Formeln: 

9 

*  i  -  ■  - 

worin 

ist. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen  noch 

^x^-afz^—B,  (2) 

so  wird»  wie  man  sieht: 

b'o:*^— x'z'^rsÄ',  (3) 

wo  wieder  il',  Ä',  C  die  Derivirten  von  A,B^  O  bedenten.  Da- 
durch nehmen  unsere  Formeln  folgende,  etwas  gedrängtere 
Form  an: 


S9S 

. «  ,  ,  ... 

^ .  (1,-y) =-fB'  +3f"Ä,  (4) 

^.(S-2)=..,'(^+3f"C; 

a=x^A+^"B+i^C.  (Ö) 

Bezeichnen  wir  mit  q  den  Radius  der  Schmiegungslnigel »    8o  ist 
sein  Quadrat  gleich 

a-^)*+(1^-y)«+(£-^)^ 

oder,  wenn  wir  tör  { — x,  iy — g,  f— 2  ihre  aus  (4)  folgenden  Werthe 
setzen : 

^z=:^.l(5'i<'-.3f^Jj«+(i'JB'-3f"Ä)«+(f'C-3j"C)«|. 
Fahrt  man  endlich  noeh  die  Beseichninigwi  ein: 

t. 

^B'^Zi^'B^M,  (d) 

«0  erhUt  man  aus  (4)  die- Coordioaten  £,  i},  {du»  Blittdpan|Ete 
der  Schnuetgungskugel  als:. 

■        vx.  ■ 

■■■li  .  .  •■ .   »  .  •  .  ».  • 

MmA  den  RAdiüs  dieser  Kugel  als       . 

Bei  Anwendung  dieser  Fonrneln  auf  gegebene  Curven  bereeh' 
Ast.man  euerst  A,  B,  C  nach^  (2),  bildet  hievon  die  Dertv^ftieri 
A\  »,  (y;  und  erhftit  dann  aus.  (0)  X,  M^  iV,  sowie  die  GrOi^ite 
/^  ans  (5). 

27* 
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Der  durch  den  Punkt  x,  y,  z  gehende  Radios  der  Schinie- 
eungskugel  macht  mit  den  Coerdinatenaxen  drei  Winkel  l,  i^,  v, 
deren  Cosinusse  angegeben  werden  durch  die  Formeln: 


5— ar  1?— y  _t—5. 

cosX  =  -7^ ,    cos^^-;^,    cosv  =-7^  » 

9  Q  Q 

und  wenn  wir  hierin  fUr  I— x,  ^-y,  £-2,  q  die  Werthe  aus  (7) 
und  (8)  einfiSgen,  so  kommt: 

cosv  = — 


^fL*+JIP+N^ 


3.  Die  Normalebenen  einer  Cunre  doppelter  Krümmung  ersea- 
gen  durch  ihre  aufeioanderfcilgeiiden  lotersectioneo.  (KrfinimoiiBi- 
axen)  eine  abwickelbare  Fläche;  die  Hfickgratcurve  dieser  Flädbt 
ist  der  geometrische  Ort .  der  Mittelpunkte  aller  Schmiegungs- 
kugeln.  Bei  einer  sphärischen  Curve  gehen  die  Normal^enen 
sämmtlich  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  und  folglich  auch  aus 
Krummungsaxen.  Die  abwickelbare  Fläche  der  Normalebenen  Ist 
hier  also  eine  Kegelfläche  und  der  Mittelpunkt  dieses  Kegels  föllt 
mit  dem  Kugelmittelpunkte  zusammen.  Die  ROckgratcurve  redo- 
cirt  sich  auf  diesen  Punkt  In  ihn  fallcfoT  die  Mittelpunkte  aller 
Schmiegungskugeln  der  Curve.  Eine  sphärische  Cunre  hat  daher 
far  alle  ihre  Punkte  eine  gemeinschaftliche  Schmieeungskugel. 
FQr  eine  ebene  Curve  entfernt  sich  der  Mittelpunkt  des  Kegels» 
welcher  bei  den  sphärischen  Curven  die  Ruckgratcurve  der  ab- 
wickelbaren Fläche  der  Normalebenen  bildet ,  ins  Unendliche,  und 
da  er  der  Mittelpunkt  aller  Schmiegungskugeln  sein  muss ,  so  hat 
eine  ebene  Curve  gleichfalls  eine  einzige  Schmiegungskugel,  deren 
Radius  aber  unendlich  ist,  nämlich  die  Ebene,  in  welcher  sie  liegt 
Ist  aber  eine  Curve  weder  eben  noch  sphärisch,  so  sind  die  Krüm* 
roungsaxen  weder  alle  mit  einander  parallel,  noch  schneiden  m% 
sich  alle  in  eineift  Punkte,  sondern  ihre  aufeinanderfolgenden  In« 
tersectionen  bilden  eine  wirkliche  Rückgrttcurre,  weldie  der  Ort 
der  Mittelpunkte  der  Schmiegungskugeln  ist  Dadurch,  dass  nun 
jeder  folgende  Punkt  der  Curve  eine  andere  Schmiegungskugel  hat 
als  der  vorhergehende,  entfernt  sich  jeder  ftkide  Punkt  von  der 
Kugel,  auf  welcher  die  vier  ihm  vorliergebenden  liegen.  Dieser 
Umstand  begründet  eine  eigenthflmliche  Art  der  Krümmung  jeder 
Curve,  weläe  in  dem  Abweichen  von  der  sphärischen  Gestalt 
beruht  Dieses  Abweichen  von  der  sphärischen  Gestalt  wollte 
wir  die  sphärische  Torsion  der  Curve  nennen.    Legt  man  an 
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zwei  aofeinarfderfolgende  Punkte  einer  Corve  die  Schmiegungs- 
kugeln  and  verbindet  ihre  Ceiitra  mit  diesen  Punkten,  bo  Dilden 
die  Verbindungslinien  einen  unendlich  kleinen  Winkel  mit  einan- 
der,  welchen  wir  den  Winkel  der  sphärischen  Torsion 
nennen  wollen.  Das  Verhältniss  dieses  unendlich  kleinen  Win- 
kels zum  Bogeneleniente  der  Curve  soH  das  Mass  der  sphäri- 
schen Torsion  und  der  reciproke  Werth  dieses  Verhältnisses 
der  Radius  der  sphäfiseheii  Tc/rsiou  heissen. 

4.  Die  Verbindungslinie  des  ersten  Punktes  xyz  der  Curve 
mit  dem  Centrum  der  ihm  zugehurenden  Sohmicgungskup^el  bikkt 
mit  den  Axen  die  Winkel  X,  ijl,  v^  welche  durch  die  Gleichungen: 


cosX=— 


cos^= — 


cosy  = 


M 


bestimmt  werden.  Die  Winkel,  welche  die  Verbindungslinie  des 
nächstfolgenden  Punktes  und  des  Centrums  der  ihm  entsprechen- 
den Schmiegungskugel  mit  den  Axen  bildet»  sind  k  +  dk,^  fi-f  e2^» 
v+dv.  Ziehen  wir  nun  vom  Coordinatenursprung  zwei^  Linien 
parallel  und  von  gleicher  Richtung  mit  jenen  beiden  Verbindungs- 
linien und  legen  auf  jeder  von  mnen  von  demselben  Punkte  aus 
die  Linieneinneit  auf«  so  haben  die  Endpunkte  dieser  Strecken 
die  Coordinaten 

cosi»    cosfi»    cosy; 

cosi-|-<2cosi,    eoBft  +  dcobik,    cosv-fclcosv; 

md  das  Quadrat  der  unendlich  kleinen  Entfernung  beider  End- 
pmkte  ist 

(rfcosil)* + (dco»fi)*  +  (dcosv)* . 

Diese  kleine  Linie  kann  als  Element  eines  Kreisbogens  vom  Ra- 
dios =  1  betrachtet  werden  und  misst  also  den  Winkel  der  beiden 
durch  den  Ursprung  mit  jenen  Verbindungslinien  parallel  gezoge- 
nen Graden  oder  also  auch  die  Neigung  der  Verbindungslinien 
selbst  und  demzufolge  den  Winkel  der  sphärischen  Torsion.  Be- 
zeichnen wir  diesen  Winkel  mit  d^,  so  wird 

dÄ«= (dcosA)*  +  (rfcos^)^  +  (dcosv)« . 

« 

Nnn  ist  aber: 
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d.coav  = (JJ+W+mil : •*'''' 

#dbv  kfiner»  vremi  man 


setzt»  wodurch 


wird: 


LL'  +  MJU'  +  NN'=PP'  (11) 


d.cosl  = p2 ^^9 

.  -jif  P+  üf/y   ,  ■ 

a.co8ft= p,-' .dt, 

■  I 

«.C09VC;: ^ra —.IM. 

Qua^riren  wir  diese  Grc^ß^en  und  addiren,   so  erhalten  wir  zu* 
nächst 


(L^+i^f^+iv^p»+(XHi»fH^^)ip^2(LJL+il/il/-^iViV)p/>^ 


oder  zufolge  der  tiqgefiihrteu  AbfcilrauDgQQ : 

< 

i-'  +  iW+iV'«— P-« 


-dp. 


'1 1  — -A'      ' '  '»*»  "  **  ' 


dfi. 


Daher  ist  also  der  Winkel  der  sphärischen  Torsion : 

dßa»^-V^L'a  +  Jf'»  +  iV'3^/>a,  (12) 

und  das  Mass  derselben : 

^=  ^.VZ=sqrirqfÄ55z:p5,         (13) 

sowie  der  Radius  der  sphärischen  Torsion^     den    wir  mit  n  be- 
zeichnen wollen: 
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A  t'P 

Nocb  möge  liemerkt  werden,  das«  zafolge  (8) 

A 


ist;  daher  ist  alsb  auch 


A 

P--Y- 


5.    Will  man  nicht  die   GrSsse  t,    sondern  den  Bogen  «  als 
Independente  annehmen,  so  wird 

,"=0,  L=A',  M=B',  N=C,  L'=A",  M'=B".  N*z=C",  und 
man  erhält  fflr  die  Coordlnaten  desMittelpunktes  der  Schmi^ungs* 
kugel  die  Formeln: 

B' 

sowie  fSr  den  Radius  der  Sehmiegungsknj^l : 

Die  Winkel  il,  ft,  v  werden  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 


coail=  — 


V^'*  +  Ä'*  +  C^' 


c 

cosv  = ■  ■  .-■■   ■ — ^ , 

V^'^  +  Ä^  +  e« 


(• 
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Weiter  wird  der  Winkel  der  sphlriscben  Torsion,  wegen  P=9  A 

dSl  =r^  V  (A"*+B"^+C'*)iA'*+ß'*+C*)-(A^A"i-B'B"-i-CC)* 
e«A» 

# 

oder 

da 

und  folglich  die  sphärische  Torsion: 

ds—  A'^  +  ß'^+C^ 

sowie  der  Radius  der  spbilrischen  Torsion : 
A=  A'^  +  B^+C^ 


6.,  Die  aufeinanderfolgenden  Verbindungslinien  der  Mittel- 
punkte der.  Schniieguneskugeln  mit  den  ihnen  entsprechenden 
Punkten  der  Curve  werden  sich  im  Allgemeinen  nicht  schneiden, 
sondern  erzeugen  eine  windschiefe  Fläche»  deren  Gleichung  auf 
folgende  Art  erhalten  werden  kann.  Da  A,  fi,  v  die  Winkel  sind, 
welche  die  Lage  einer  solchen  Verbindungslinie  geg^n  die  AxeB 
bestimmt,  so  sind  die  Gleichungen  derselben: 

I— «= (t^*). 


COSf* 
«— y= (t— 2;) 

^^      cosv 


oder 


(S— x)cosv  —  (t— 2)cosX  =0, 

(^ — y)  CÖ®y  —  (f— 2)C0S|X  =  0  • 

Eliminirt  man  aus  ihnen  die  Grosse  t,  so  erhält  man  eine  Glei- 
chung zwischen  |,  17,*  S,  welche  die  Gleichung  der  gesuchten 
Fläcbe  ist.  Nur  in  einem  bestimmten  Fall  kann  diese  Fläche 
in  eine  abwickelbare  Qbergehen.  Eer  bilden  nämlich  das  Bogen* 
element  der  gegebenen  Curve»  das  Element  der  ROckgratcurve 
der  abwickelbaren  Fläche  der  Normalebenen  und  die  beiden  Ver- 


401 

bindungslinien»  welche  nach  den  Endpankten  dieser  Eleoi^iite  ge- 
ben, ein  Viereck >  welches  im  Allgemeinen  windschief  ist  Liegen 
nun  zaföllie  die  beiden  Bogenelemente  io  einer  Ebene,  so  fallen 
die  zwei  Verbindungslinien  in  dieselbe  Ebene,  und  die  Fläche 
wird  abwickelbar.  Die  Endpunkte  des  Bogenelements  der  Rück- 
gratcurve  sind  nun  die  Durchschlnlttspunkte  der  dem  zweiten  l^unkt 
der  Curve  entsprechenden  Krümmungsaxe  mit  den  Krümmungs- 
axen  des  ersten  und  dritten  Punktes  der  Curve;  dies  Element 
liegt  also  in  der  zweiten  Krümmungsaxe  und  seine  Richtung  steht 
senkrecht  auf  der  Scbmiegungsebene  des  zweiten  Punkts.  Soll 
es  nun  mit  dem  Bogenelemente  der  Curve  in  einer  Ebene  Heveen, 
so  niuss  letzteres  also  mit  der  Krflmmungsaxe  seines  Endpunktes 
in  dieselbe  Ebene  fallen.  Ist  diese  Beoingung  erföUt«  so  wird 
unsere  Fläche  abwickelbar.  Diese  Bedingung  ist  immer  erfüllt  bei 
den  sphärischen  Curven;  die  fragliche  Fläche  ist  der  Centralkegel 
der  sphärischen  Curve. 

7.  Besondere  Punkte  der  Curven  doppelter  Erflmmung  sind 
solche,  für  welche  die  Tangente,  die  Hauptnormale,  Krümmungs- 
axe u.  s.  w.  besonders  ausgezeichnete  Lagen  haben,  oder  auch  fiir 
welche  die  Krümmung  und  Torsion  Merkwürdigkeiten  darbietet. 
Durch  die  Einführung  der  sphärischen  Torsion  können  gleichfalls 
sich  hier  neue  Eigenthümlicnkeiten  darbieten,  die  wir  ein  ander- 
mal näher  untersuchen  wollen. 

8.  Als  ein  einfaches  Beispiel  (ür  die  Anwendung  der  im  Obi- 

gen  entwickelten  Formeln  wollen  wir  die  gemeine  Cylinderschraube 
ebandeln.    Ihre  Gleichungen  sind: 

x=^rcost,    y^^rsint,    2=zart; 

wenn  die  Axe  des  Cylinders  zur  x-Axe  genommen  wird,  r  den 
Radius  des  kreisförmigen  Querschnittes,  a  eine  absolute  Zahl  und 
t  der  variable  Kinkel  ist,  den  ein  von  dem  Punkt  der  Curve  auf 
die  Cylinderaxe  gefölltes  Perpendikel  mit  der  ^-Axe  bildet  May 
bat  durch  Differentiation: 

«'=— rsinf,  y'ss     rcost,  z' ^ar^     s'  =rV^l+a*; 

a:^=— rcos<,  y"=-rsin*,  2"=0,       i"  =  0; 

«^=     rsin<,  y^  =— rcosf,  2*^=0,       A=fl»"'; 

A  =^in^smt,  Ä  =— ar*cos<,  C  =t^; 

A'  =  aTV:o8t,  B' =     arHint,  C=Ü; 

£=    ar»  Vr+ä«.cos(,        iBT  =  ar»  VTfa«.sine,        2V^=:0, 
£'=— iir»VT+a«.sm<,      ilf' ==  ar» Vl+ä*.cos^  Ä'===0,  P'r=:0. 
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Dah«r  Werden  die  Coordiiiaten  des  Mittdpaiikte»  detf  Schtnie- 
guiig«kogei : 

t  =  ari. 

Hieraus  ergibt  sieb,  dass  die  Curve  der  Mittelpunkte  der  Scbmie- 
gungi^kueeln  selbst  wieder  eine  gemeine  Cylinaerscbraübe  ist>  für 
n^elche  die  negativen  Axen  der  x.y  die  positiven  Axen  der  17,  l 
sind.  Der  JRadius  der  Basis  des  CyliMders,  aufweichend  sie  liegt, 
ist  a^»,  ,die  Hohe  des  Schraubenganges  ist  aber  dieselbe.  Per 
Radius  der  Sebmiegungskugel  ist 

.      .  ..  • 

also  constaut  und  gleich  dem  Krümmungshalbpiesser  der  Conre. 
Die  Cosinusse  der  Winkel,  welche  diese  Grade  mit  den  Aken 
bildet  y  sind 

cpsili=— cos/y    co^=-^sin/,  ^  cosv:=0. 

Der  Radius  der  Schmiegungskngel  steht  also  senkrecht  auf  der 
Axe  des  Cylinders. 

Die  sphärische  Torsion  ist 

dSl  1 


äs       rVl  +  a^* 
uqd  der  Radius  derselben 

A  - 

also  ebenfalls  gleich  dem  Krümmungshalbroe^er.        <l  i- 


■  I 


im 


/ 
I 


i  ^^wrw-  ) 


Heller  den  Klnflus«,  welchen  4|e  Ora- 
nanfr  ^  d^i*  AusfUliranf^  der  Integra- 
tionen anf  den  ^^erth  eines  doppelten 

Integrrals  hat 

Von 

Herrtl  PrdfesBor  G.  ]>echer 

an  der  polytechnischen  Schülo  In  Angrburg. 


■■  i 


Unter  d^m  obigieQ  Titel  beflfidet  sich  in  dem  ersten  Bande 
der  „E xercicesdeMathematiques/'annöe  1^6, ein Aubats, 
worin  Herr  Gau  chy  zu  beweisen  taucht,  dass  ein  doppeltes  Inte- 
gral in  demFalle>  wo  das  gegebene  Aenderungsgesetz 
zweiter  Ordnung  ^swlschen  den  Grenzen  der  Veränder- 
Uipben  uneodlicn  werde,  einen  verseliiedenen  Wertb  er«- 
baJten  (cunne,  je  nachdem  man  zverötinB'ezug  auf  die 
eine,  oder  in  Bezug  auf  die  andere  dieser  Veränderlichen 
iotegrire.  Dieser  Satz  schliesst  sich  an  den  in  der  Einleitung  zu 
meinem  Handbuch  der  rationellen  Mechanik  besprochenen 
über  die  einfachen  Integrale  an  und  ist  eben  so  unhaltbar,  wie 
jeBer«  Ohne  mich  inaessen-  in  .eine  allgemeine  Besprechung- 
desselben  einzulassen,  da  uns  idiese  in  den  Streit  über  die  Theorie 
der  Integrale  führen  würde,  beschränke  ich  mich  einfach  darauf, 
daß  erste  von  Cauchy  In  dem  genannten  Werke,  Seite  87.,  an- 

felflbrte  Beispiel  zu  beleuchten,  weil  der  unrichtig^  Satz»  mittelst 
essen  derselbe  iür  dieses  Beispiel  die  Wahrheit  seiner  obigen 
Behauptung  darthut,  auch  anderweits  zu  Irrtbümern  Veranlassung 
geben  konnte. 

Herr  Cauchy  wählt  nämlich  die  imaginäre  Function  (eine 
reeTle  scheint  derselbe  zur  Begründung  seines  Satzes  nicht  ge- 
funden zu  haben): 
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dh -V^       

2*^— (x— a  +  (y— 6)  V^)«' 

I 

und  zieht  daraas  för  den  Unterschied  ^  in  den  Werthen  de« 
Integrals  dieser  Function,  je  nachdem  man  zuerst  in  Bezug  auf 
X  oder  zuerst  in  Bezug  auf  y  integrirt»  die  Gleichung: 

J     ^   \:r-a+(F-4)V'^^x--a+(yo--6)V^=T/' 

worin  X  und  ;rq  die  Grenzen  flir  or,  F  und  Vq  diejenigen  fltr 
y  bezeichnen.  I«iihrt  man  aber  die  Int^^alion  dieses  Ansoriickei^ 
so  wie  er  dasteht,  aus,  und  es  ist  fiir  mich  kein  Grund  denkbar, 
welcher  gegen  die  Zulissigkeit  dieser  Aosfübrong  erbobem  w«w 
den  konnte,  da  die  einzelnen  Functionen  zwischen  den  Grenzea 
der  Veränderlichen  niemals  unendlich  werden  können,  so  fin- 
det man: 

^        «    [JC-a+(yo-6)V^l][^or«+(l'-^V^ 

^  [:ro-a+(F-6) V^lJ[j:«a+(yo-6) V^ ' 

also  A^^O,  welches  auch  die  Werthe  der  GrOssen  JT,  Xq  und  o, 
F,  yo  ui^^  ^  ^<>  mOgen. 

Statt  dieser  einfachen  und  natQrltchen  Behandlung  des  obkea 
Ausdruckes,  deren  Ergebniss  freilich  nicht  mit  dem  aufeesteltten 
Satze  fibereinstimmt,  bringt  ihn  Cauchy  durch  das  Dekanats 
Mittel,  den  Nenner  rational  zu  machen,  unter  die  Form: 

1) 

yo  yo 
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leitet  daraos  durch  lotegration  den  Ansdnick  ab: 

A  = 

;+aTc  tang  yz:g+  arc  taog  j— +arc  tang  Y:z:g+  arc  taog j^— | 

QDd    nihrt   dann   weiter  fort:    »»Wenn    inaD   nun   zulässt,    daaa 

1  1 

arctangdr  denjenigen  Bogen .  zwischen  ^fc  und  — ^fc  berzeichnet, 

dessen  Taugente  x  ist,  so  hat  man  fllr  positive  Werthe  von  a:: 

arc  tangj?  -|-  arc  tang—  =  a^» 
nod  für  negative  Werthe  von  x: 

arctango;  -f  arc  tang  —  =  —  5-  jr ; 

iMin  schliesst  also  ans  dsn  vorhergehenden  Gleichnngen,  indem 
man  a  zwischen  den  Grenzen  X  und  Xq^  b  zwischen  oen  Grenzen 
Y  und  y^  liegend  voraussetzt: 

mau  findet  dagegen,  wie  man  es  erwarten  musste» 

A-0, 

wenn  die  GrSsse  a  ausserhalb  der  Grenzen  X  und  Xq^  odei*  b 
ausserhalb  der  Grenzen   Y  und  y^  liegt. 

Dieser  Schluss  ist  aber  gSnzlich  unrichtig,    weil    er  auf  der 
irrige  Voraussetzung  beruht,  dass  man  unbedingt 

arc  tang(— 0?) = — arc  tang^r 
und  zugleich 

arctang( )  =  —  arctang  - 

setzen  könne.  Untersucht  man  aber  den  Gang  der  Function  y 
SS  arc  tang  — 9  so  findet  man  als  Aenderuugsgesetz  derselben  den 

X 

Ausdruck : 

1 
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welcher  för  alle  W«rthe  von  /tr  n^ativ  bleibt»  «od  iiietiiat«  aneiid^ 
lieh  wird;  die  y  mOssen  also  für  abnehmeode  x  fortwährend 
wachsen    und    konneo    niemals    neeativ  werden;  für  jr=0 

hat  map  hisbefioBdere  ^  =  ^-»9  ^^^^^'  ^  schneidet  aLip  die 
ents[ireichendeLinieC/)£(Taf.X.  Fig.6.)  die  Achse  der  ^  in  einem 
Abstände  -qv  vom  Anfangspunkte   und  ynter  dneniL  Winkel  |^ 

gesen  die  Seite  d^r  negativen  x^  und  die  y  reichen  fSr  pegati?e 
X  m  den  zweiten  Quadranteh;  man  hat  daW  nicht 

•     ,    i  -t  ■  '  ■■ 

.    arctaog — z=— »^Ptangt:. 

"^  X  X 


sondern  vielmehr 


■  1         1 

arctang^— =2  ^+arcta]igj;»^ 


also  fiir  jeden  Werth  von  Xy  ob  positiv  oder,  negativ/) 

aro  tangd? -|- ahstang  —  cs^-fiK- fiß» 

naturlich  immer  unter  der  von  CaucÜy  gemachten Voranssetzttng, 

dass  unter  arctango;  bloss    ein  Bogen  zwischen  +0  ^  ^^^  "^  9' 
verstanden  wird. 


Die  Function: 


' 'iy = arctaftg^r + arc  tang -^  =^  ;t 


•  1      ' 


*)  Er  geht  dieM  übrigens  sehr  einfach  atfch  an«'  den  efsteii  lEii|(fla- 
•chaften  der  Wink  elf unctionen  hervor.     Denn  hat  man 

j;=tangx, 

so  ist  für  alle  Werthe  von  x 

1       .        ,1 


•.•;',  .1. 


»  Z- 


also  umgekehrt 


und  folglich 


-=taDg(^:«^z).    ^ 


zt=arctang;r» 

1  ,1 

rt^— x^arctang-^, 

^  X 


2« = arc  tangjT  +  arc  tang  — 


•:./ 
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* 

teilt  demnach  die  zur  Achse  der  x  parallele  Gerade  AB^  und 
icbt  die  beiden  getrennten  Stücke  AD  und  GH  vor^  und  die 
»erade  FH,  deren  gewöhnliche  Gleichung 

1 

st,  miisste  durch  die  Function 

y  z=z  arc  tangor  — •  arc  tang 

asgedrückt  werden.  In  dieser  Begehung  durfte  es  indessen  eie- 
anter  sein«  eine  zur  Achse  dei^  J7..panillele  Gerade  durch  die 
omogene  Function . 

iif  =  2'^(arctang-+arctang^=^/Jjr  .     . 

orzustelten;  in  diesem  t^alle  geht  die  Gerade  durch  d^n  Schnitt- 

imkt  der  beiden  Curven:-         '.  ..  /../»>.     .^.«..     «.>.'•. 

y=/3arctang—  Und  3f=::::j5  arc  tang— 

od  balbirt  immer  den  Abstand  zweier  entsprechenden  'Punkte 
erselben,  so  wie  es  bei  der  einfachen  Ketteniinie  in  Bezug 
af  die  iogarithmisch^ii  Curven 

er  Fall  und  in  Taf.X.  Fig,  6.durch  die  Grade  Xilf  dargestellt  ist. 

Kehren  wir  nun  nach  dieser  Erörterung  wieder  zu  linserm  > 
oppeltep  Integial  zurück,  so  werden  wir  dem  imaginären  Theil  . 
er  Gleichung  Xl)  die  Form  geben  mijssen: 

erclaBgjp^--arctang^^— arctang^^-^+ÄTctang^^       

[4^el|!tangjF3j— arctang^— ^--arctangj,;:^+arctingg^ 

Ob  dann  ti  und -6  zwischen  den  entsprechenden  Grenzen  X  - 
od  ;^>,    Y   und^o  liegt  oder  ausserhalb  derselben,;  man  erhält 
n^ner  (ur  jedes  Paar  über  einanderstehender  Glieder  ohne  Rück- 

idrt  auf  ihr  Zelcheii'  den  Werth  q  »r  und  daher  auch  Itnmer 

Mit  diesem  Beispiel  föftt  a^er  der^Jize  obige  Satz  von  Caocby 
Dsammen,  da  sich  alles  Folgende  aui.4ieaes  erste  Beispiel  stdtzt, 
nd  der  Satz  selbst  von  der  Art  ist»  dass.  er  zuvor  fiir  irgend  einl^ 
esondere  Function  nachgewiesen  werden  muss,  bevor  man  sieb 
1  eine  allgemeine  Untersuchung  desselben  einzulassen  f&r  noth- 
reodig  finden  dürfte.  • 
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Viitersuchiiiiseii  über  die  Anzahl  der 
kubischen  Klassen,  welche  zu  einer 
determlnlrenden  quadraUsehen  Klasse 

grehoren. 

Von 

Herrn  Dr.  F.  Arndt, 

Lehrer  an  der  Realtchnle  lu  Straltnnd« 


Im  19.  Theil  des  Archivs  S.  10  ff.  habe  ich  gezeigt,  dass  alle 
kubischen  Formen,  welche  zu  einer  gegebenen  Charakteristik 
{A,  ß,  C)  von  der  Determinante  D  gehriren,  im  Allgemeinen  in 
mehrere  Systeme  zerfallen,  so  dass  alle  Formen  des  nftmlicbea 
Systems  aus  einer  beliebigen  Form  desselben  vermittelst  der 
Wert  he  X,  F,  welche  die  Gleichung  XX--DrY=mm  eiebt, 
sich  herleiten  lassen,  wo  m  das  ^r.  g.  Maass  von  J,  2if»  V  be- 
deutet. Ich  habe  ferner  nachgewiesen  (§.  31.),  dass  kubische  For^ 
men  aus  verschiedenen  Systemen  ailcb  verschiedenen  Klassen 
.  angehören,  und  dass  alle  Formen  desselben  Systems  in  den  Ffiltea 

/>=: — jift*,  Z>>0  drei  verschiedene  Klassen,   in  den    Obriges 

Fftllen  aber  eine  Klasse  erzeugen.  Um  also  die  Menge  der  ^ver- 
schiedenen kubischen  Klassen,  welche  zu  einer  determinireato 
ojuadratischen  Klasse  geboren,  zu  bestimmen,  hat  man  nur  iBt 
Anzahl  der  verschiedenen  Systeme,  von  denen  wir  so  eben  ge- 
sprochen, zu  ermitteln.  • 

In  5.  22.  ist  der  Satz  erwiesen,  das  alle  kubischen  Formeo 
/^=(ir,  6,  c,  <i)  zur  Charakteristik  9>=:(/l,  Ä,  Cj,  wo  Ä>0  vo^ 
ausgesetzt  wird,  gefunden  werden,  wenn  man  alle  eigentlichen 
Transformationen  6,  d^  a,  c  der  Form  ^fcz:(il,  — ^,  C)  m  die  Foni 

v=(|.iii,  bb^\ac.  \cc) 
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Bstiromt.  Dies  Problem  der  Einscbliesaiins  iat  in  Th.  XUL 
105  ff.  gelöst;  die  Auflösung  beruht  auf  der  Bestimmung  einer 
ndlicben  Menge  quadratischer  Formen ,  welche  mit  ^  eigentlich 
|uivalent  sein  müssen.  Die  Anzahl  dieser  Formen  ergiebt  sich 
in  om  so  grösser,  je  mehr  Tbeiler  von  ß  es  giebt«  deren  Qua- 

rate  in  qAA  aufgehen ;  durch  eine  geschickte  Transformation  der 

orm  <p  kann  diese  Anzahl  aber,  wie  wir  nun  zeigen  wollen,  auf 
r  Minimum  beschränkt  werden. 

Es  sind  drei  wesentlich  verschiedene  Fälle  zu  betrachten. 

Erster  Fall.  Die  gegebene  Charakteristik  y=(2M,  B,  2(f) 
n  so  beschaffen,  dass  ß  ungerade  ist;  femer  sei  VI  das  gr.  g. 
[aass  von  J,  ß,t;  il=Mil',  ir=MÄ',  «=m«'.  Nach  XlH. 
.  105.  ff.  hat  man  nun  alle  eigentlichen  Transformationen  der 
orm  ^=(2il,  — Bf  2t)  von  der  Determinante  D  in  die  Form 
!J*,  ^—2  je,  2(£*)  von  der  Determinante  DB*,  oder,  was  auf 
Mselbe  hinauskommt,  alle  eigentlichen  Transformationen  der 
orm  x=(2il',  —B,  2(£')  von  der  Determinante  Dm-*  in  die  Form 

(2Mil'»,  m{B*^2£i%%  md'*) 

»n  der  Determinante  DlXt'^^iVItB')*  zu  bestimmen.  Zu  dem 
nde  ist  von  folgenden  Formeln  auszugehen: 

•  die  Werthe  von  k  nach  dem  Mod.  d^  incougnient,  P*,  Q*^  R' 
une  Zahlen,  die  Formen  x>  •2l=(/^,  Q*,  W)  eigentlich  äquivalent 
im  mfissen. 

Durch  die  uneigentlich  primitive  Form  %  sind  unendlich  viele 
dUen  darstellbar,  weiche  gegen  jede  gegebene  ungerade  Zahl 
rhi  sind,  und  zwar  auf  eine  solche  Art,  oass  die  Unbestimmten 
ifaitive  Primzahlen  werden;  folglich  kann  man,  wie  leicht  erhellt, 
e  Form  %  in  eine  eigentlich  äquivalente  Form  transformiren, 
»fen  Anfangsglied  gegen  irgend  eine  gegebene  ungerade  Zahl 
rto  ist,  und  da  zu  eigentlicn  äquivalenten  Charakteristiken  die- 
rll|fD  Klassen  kubischer  Formen  gehören,  so  kann  m&n  anneh- 
wm,  dass  J'  prim  gecen  DJXi"*  und  gegen  Vi  sei  (Dt  ist  als 
beiler  von  B  ungerade).  Unter  dieser  Voraussetzung  wird  ü' 
rfan  gegen  B*  sein,  wegen  der  Gleichung  B^—ÜX't*  =z Dttt"*. 

Dm  ViB\  SntÜ'*  durch  ^theilbar  sein  sollen,  VtB'  aber  un- 
srade  ist.  so  werden  ViB\  ntJ''  ebenfalls  durch  d  theilbar 
)in;  nun  sind  B,  Ü'  relative  Primzahlen,  folglich  ^  Tbeiler  von 
[.  Da  ferner  ntJ'^  durch  ^  theilbar,  d  aber  als  Tbeiler  von 
I  prim  gegen  Ü'  ist,  so  folgt,  dass  ^  Tbeiler  von  Vi  ist,   oder 

heil  XIX.  28 
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Hiernach  ist 

folglich  ib  durch  ^  theilbar,  oder 

wo  die  Werthe  von  /fi  nach  dem  med.  JttOB'  incoDgraeot  sein 
mOssen.    Hieraas  folgt,  dass 

« 

nnze  Zahleo  sind,  und  0"=!?'— 2il'jL,  also  S'X^'(modilO  «ri 
Q^^/>2lt'-'*(rood2H^)4  Bedeutet  t  den  Inbegriff  der  Terschie- 
denen  Wurzeln  der  Congmenz 

*«=Z>J0-«(raodWO) 

so  folgt  Q'=2(modTn9),  also  2j0i'L=B''^timQdW%  Es  gieM 
nun  immer  einen  Wertli  von  L,  welcher  den  neiden  Congmeniei 

2il'jL=Ä'— *(mod»P) 

■ 

BL=(i\mod£iO 

GenOge  leistet,  wfthrend  alle  fibrigen  Werthe  Ton  L  demsetben 
nach  dem  mod.m^il'  congruent  sind,  da  2il'prim  gegen  HP,  ß^ 
prim  gegen  Mf  ist    Ist  L=::Lo  +  Qltt9£i\  so  folgt 

i 

folglich  bat  man  nur  einen  Werth  von  L  zu  nehmen.  Indem  As 
Werthe  von  /fi  nach  dem  mod.  JXt^B'  incongruent  sein  soUeo. 

Diesen  Bestimmungen  zufolge  wird  nun  auch 

eine  ganze  Zahl  werden.  In  der  That  es  findet  sieh,  wens  Mi 
entwickelt,  und  fOr  B^L^-ft'  den  Werth  Ifi»  setzt: 
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erner 

Q^  -  Znn-«=»*— l»ll-*sO(niodni«); 

olf^lich  Ut  Q^-/nn-*  durch  die  beideo  Zahlen  AM'^,  Vt^  zu- 
^ch  theilber»  folglich  durch  deren  Produkt,  da  sie  relative Pcim- 
lahlen  sind,  d.  i.  Q'*— /nn-*^0(niod  2/^),  also  ist  R  eine  ganse 
gerade  Zahl,  und  man  hat 

X=z(^VP£L^,  B'-2M'L,  <^^—t), 

Ist  jetzt  a,  ß^  y^  d  der  Inbegriff  der  sämmtlichen  eigentli- 
Jien  Substitutionen«  durch  welche  %  in  X  übergeht^  so  ist  be- 
canntlich  die  Form  (^,  ^^o,  d^S+kf^  f^ß+ka)  der  Inbegriff  aller 
tabisehen  Formen  zur  Charakteristik  (p;  diese  Form  wird  nun, 
r«Bn  man  für  ^,  k  Ihre  obigen  Werthe  substituirt: 

st  folglich  keine  primitive  Form »  wenn  ^  nicht  den  Werth  I  hat. 
H^ir  beschränken  unsere  Untersuchung  auf  die  primitiven  ku- 
lischen  Klassen »  da  die  Anzahl  der  nicht  primitiven  Klassen  sich 
mi  die  Mengen  der  primitiven  Klassen  von  kleinern  Determinan- 
en  reducirt;  daher  setzen  jgrir  0=1 ,  und  die  Berechnung  der 
Systeme  der  kubischen  Klassen  wird  sich  mittelst  der  folgenden 
«'ormein  bewerkstelligen: 

*«=ZMn-«(midm). 
2il'£.=A'-z(modin)  and  BL^<t'[jaoAa.'), 
B'L-t' 


1] 


Oy  ß,  y,  8  die  Substitutionen  ans  %  in  X, 
fi=:(y,  «,  VHB'd  +  ky,  VHBß  +  ka). 

Die  Form  X  muss  Tor  Allem  eine  nneigentlichprimitive  sein» 
aheiiso  wie  %;  dieserhalb  sind  nicht  alle  verscbiedeneo  Wurzeln 
ler  CoDgruenz  z*^iWI"^(mod)n)  ohne  Unterschied  zulässig. 
öm  in  dieser  Hinsicht  die  nuthige  Bestimmung  zu  treffen,   ent- 


ng  ; 
iiät 


vickeln  wir  folgende,  aus  dem  Obigen  sich  teicht  ergebende  Re- 
ationen : 

P'=2Mil'«, 

2^'«Ä'=M+2pt+ar^ 

28* 
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denen  man  ohne  MQhe  Tolgern  wird,  dass  das  er.  g.  llaacte 
Vi,  z,  u  dem  gr.  g.  Maasa  von  P',  Q*,  R  gleich  ist;  nun 
(P,  Q',  /{')  eine  nneisentlich  primitive  Form  sein»  also  ist, 


aus  denen 
▼on 

adl  (P,  itf  R')  eine  äoeigentiich 

da  nt  ungerade,  (W,  2,  u)  von  der  beterminante  DW"^  eine  ei 
gentlich  primitive  Form,  und  amgeicehrt,  wenn  diese  Bedin- 
gung statt  findet,  so  ist  JIC  eine  uneigentlich  primitive  Form. 

Zwischen  der  hier  entwickelten  Theorie  und  der  Theorie  der 
Co mposition  der  quadratischen  Formen  findet  nun  ein  mert 
wQrdiger  Zusammenhang  statt.  Wir  sollen  in  dieser  Uinsleiit 
zuerst  die  Form  bestimmen,  welche  durch  Duplication  der  Form 
o=(2il',  B*,  ^CO  entsteht*).  Dabei  bediene  ich  mich  derTonn'ir 
in  der  Abhandlung  „Memoire  sur  la  th^orie  des  formes 
qvadratiques'*  (Archiv  XIII.  S.  410  ff.)  gelehrten  Methode. 

Inder  dortigen  Bezeichnung  ist  st  =:n'^,  Pss:Qz^£L\  Ms=B*, 

5=0,  T=ü=:(t»  A=l,  p  +  asei  =ro,  also  toJfL'+xB'ssi 
Man  kann  femer  />  =  !,  9=0,  9>  =  1,  ^=4rr-f  Lfo  setaen,  «ad 
alsdann  ergiebt  sich 

25  =  (4«'«,  2i?'— 4ä'L,  4(I;«— *)), 

we  die  Form 

4il'«X«  +  2(2Ä'^4il'L)  jrr+4(i«-it)  F» 

in  das  Produkt 

(2Ä';r«H  2i?'a:y  +  2« y)  X (2il'a?^  +  2B Vy  +  2«'^ 

durch  die  Substitution 

übergeht. 


.  < 


Ferner  wollen  wir  die  Formen  (2il'>,  JB'— 2il'Ir,  2(1^^  i)) 
und  (nt,  z,  u)  von  derselben  Determinante  Dffl-^*  zusamüeo- 
setzen.  Nach  XIJI.  p.  410  ff.  ist,  indem  wir  zugleich  alle  obigen 
Bezeichnungen  festhalten,  n=n'=:l,  P=2il'*,  Q=Vt»  J2=:8s 
+  pM,  S=-pm,  !r=u,  D=2(Ir«— A),  *=!.  y  =  l,  «=I, 
9=0,  r=0,  2il'^-finq  =  ];  nimmt  man  nun  die  Willkahrliche 
^=— pp,  so  kommt 

(2il^  Ä'-2il'JL,  2(I^-A))+CM,  z,  u) 
=  (2»Iil'«,  Ä'-2il'L,  2^^)=X, 


«)  Die  ZüMininensetsaDg  der  quadratischen  Formen  denten  wir  iai 
Folgenden  miljGraait  dureh  dai  Zeichen -f-  an,  wonach  alio  2c5  durch 
Duplication,  8q  durch  Triplicatioa  von  Q  enUtehc. 
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oder 

[2]      Stamm  (2«5)  +  (St»  z,  u)  =:  X'') ; 

die  Sobstitotioo ,  durch  welche  X  in  das  Prodakt  der  Formen 
Stamm  (2c5),  (Bl,  z,  u)  Übergeht,  ist  I,  — f ,  0,  ~/Z';  0»  iMf^» 
Mf  äx-f-oin»  nach  der  Gauss'schen  Bezeichnung.  Hieobel  ist 
nun  XU  beachten,  dass  X  mit  der  Entgegengesetzten  von  Ci>  ei- 
gentlich äquivalent  sein  moss. 

Zweiter  Fall.  Es  sei  9>=(2il,  2}$,  2tf),  die  Determinante 
/>=4(»«— J«)=:4A,  il=»W',  »=»!»',  «=»!€',  wo  ü',  »', 
C  relative  Primzahlen  sind.  Wir  nehmen  zu/Örderst  an,  dass 
(ß\  V,  tf)  eine  eigentlich  primitive  Form  ist. 

Um  alle  eigentlichen  Transformationen  der  Form  (ß\  —3$'» 
f)  von  der  Determinante  ASt"'  in  die  Form 

von  der  Determinante  A^^^C^SIK)^  zu  bestimmen,  muss  »an 
setzen : 

wo  Ae  £  nach  dem  med.  ^  incongruent  sein  müssen. 

Dm  durch  die  eigentlich  primitire  Form  (J^  —  9',  CO  nnend- 
Heb  viele  Zahlen  darstellbar  sind,  welche  gegen  jede  gegebene 
Zahl  prim  sind,  so  kann  man  annehmen,  dass  Ü'  ungerade,  prim 
gegen  Ain~*  und  gegen  VI  sei.  Alsdann  ist  Ü'  prim  gegen  w\ 
An  Ibnliche  Art,  wie  oben,  beweist  man,  dass 

Mm  Mtsen  ist,  und  findet 

tf'  4-  i^Ü' 
P'zzrBIoji^,  Q'=:35--il'L,  wo  L=     ^/— ' 

Die  Zahl  L  bestimmt  sich  hier  durch  die  beiden  Congruenzen 

il'L=»'— z(mod«ö), 
2»X=tf'(modilO; 


*)  Dareh  Vortetsnng  des  Wortes  Stamm  bezeichnen  wir  diejenige 
primitive  Fonn  oder  Klause,  aae  welcher  die  Form  oder  Klatte  ab- 
geleitet iit. 
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wo  X  den  Inbegrrff  der  verschiedenen  Wurzeln  der  Congmenz 

t«=AW-*(BiodlIIO) 

bedeutet;  femer  ist  lfiz= ^, Das«  R"  eine  gUM   Zahl 

wird,  folgt  ans 

femer  kommt 

f=:{9y.  »et,  »diVWi  +  Jif^Y),  »(^»'Wß  +  Ifi«) ; 
folglich  ^=1,  und  dem  Systeme  [1]  entspricht  folgendes: 

»»=AW-»(roodjn), 
il'£=B'— z(modin)  nnd  2F£=<('(modilO, 
iWL  -  it' 
[11  {       "-       A'       ' 

l=i»,  --»',  «0.  X^QXUK*,  W-A'L,  ^^). 

Da  die  Form  X,  ebeoao  wie  %,  eine  eiffentlick  pHmiliva  eeb 
miiss,  80  mu8s  die  Form  (JA^ttU)  von  der  Ueterminante  i\lRr* 
ebenfalls  eigentlich  primitiv  sein,  und  omgekehrt*). 

Durch  Anwendung  der  Theorie  der  Coropoaitioa  aoadratisoher 
Formen  finde  ich  ferner,  dass  die  Form  (J**,  H' — Ä'i,  L^^k) 
durch  die  Substitution  1,  L,  L,  k\  0,  US  Ü',  29'  in  das  Pro- 
dukt der  Formen  o,  o  übergeht,  wo 

ö=(ii',  »',  «0; 

und  dass  die  Form  (Blil'«,  »'— Ü'L,  -^^)  durch  die  Sobsä- 

tution   1,  -*p,   0>  — iZ';  Os  ü'^,  »I,  3s+^SI  in  das  Prodakt 

der  Formen    (Ü'«,   B'-Ü'L,  X«—*),  (M,  2,  ti)  fibergeht.     Da- 


*)  Dies  erhellt  ans  den  leicht  la  entwickelnden  Formeln : 
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her  ist 

2ö  =  (il'«,  )y— Ä'i^  L^k), 

[2']        2ö  +  (M,  I,  i«)=iC; 

wo  Dan  X  mit  der  Entgegengesetzten  von  »  in  eine^  Klasse  ge- 
hören H'ird. 

p  r  i  1 1  e  r  F  a  i  I.  Die  im  zweiten  Fall  betrachtete  Form  (Ü',  V,  £') 
sei  jetzt  eine  uneigentlich  primitive,  also  ü',  £'  g^erade,  Td' 
ungerade;  setzen  wir  Ü'^=2ü",  il'=2tf^  Es  sind  die  eigentlichen 
Transformationen  der  Form  (iü",  —  V\  24")  von  der  Determinante 
AM-*  in  die  Form  (4in^''^  2in(»'« - 2il''tf "),  4««''«)!  von  der 
Determinante  ^l[Xl-^2V*V(l)^  zu  bestimmen,  und  man  hat  in  dieser 
Beziehnung  folgende  Formeln: 

Ä= ^p, 

Durch  die  Form  ü'^j?' — )$'^^-fC^^  sind  nun  unendlich  viele  Zah- 
len darstellbar,  welche  gegen  jede  gegebene  Zahl  prim  sind;  wir 
können  also  annehmen ,  dass  A"  ungerade ,  und  prim  gegen  ^VX"^ 
und  gegen  Vit  sei.  Alsdann  ist  M'^  prim  gegen  V.  Da  die  Form 
(/>',  (f,  ÄO  mit  (2il",  — »',  2«")  eigentlich  äquivalent  sein  soll, 
90  mnsil  sie,  ebenso  wie  diese,  uneigentlich  primitiv  sein ,  folslirh 
F"  gerade,  oder  2mü'^  durch  ^«theilbar.  Da  nun 211«',  SWÜ'^ 
durch  ^'theilhar  sind,  so  iüt  'd'  ein  Theiler  von  2in;  da  ferner  ^ 
prim  gegen  il'^  so  ist  6^  ein  Theiler  von  21^;  also  hat  man 

2m=emp,  ^irr>B'=^v  P'=2in«ii'^, 
.     ^= :^ ' 

d»  aber  C^'  ungerade  sein  rouss,  so  ergiebt  sich,  dass  k  durch 
^  thetibar  ist,  folglich 

*=|«o,  ?!+^=:L,  Ö'=»'-2ri,  Ä^L=,](»'-i)(inodmo). 

»''Ir=«"(modÄ'0; 

wo  2  der    Inbegriff  der  verschiedenen    Wurzeln  der   Congruenz 
2*=AM-*(mod2M^).   —   Hat  man  L  durch  die  beiden  vorher 

gehenden   Congruenzen,   k^    nach  der  Gleichung  .A-^= -j^, 

bestimmt,  so  folgt  aus  Q'«-Ain-«=4il''^L«-A-<>)=0(niodin«), 
dass  R*  eine  ganze  Zahl  wird,  und  es  kommt: 
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X=(2m«^''«,  »'-2ilU,  2^^ö^), 

folglich,  da  wir  nur  primitive  kubische  Klassen  betrachten» 
^=  1.  Die  Berechnung  der  Systeme  bewerkstelligt  sich  also  nach 
folgenden  Formeln: 

2«=AW-«(mod.4»t), 


[n  {    *= 


^    J'— s)(mod2m)  und  »'Ir=«''(moAr) 


;c=(2il^  — »',  2tf'0.  X=(mM'\  W^WL.  ^^p), 

Die  Form^  (4]n,  z,  ü)  von  der  Determinante  ^in-*  moss 
hier  eine  uneigentlich  primitive  sein,  and  umgekehrt,- wenn 
sie  dieses  ist»  so  wird  X  eioe  uneigentlich  primitive  Form*). 

Durch  Duplication  von  q  =  (2il^  H',  20  findet  sich 

25  =  (4il''«  2»'-4Ä''jL,  4(1,»—*)), 

wo  1,  L,  L,  k;  0,  M",  Ü^  H'  die  geeignete  Substitution  ist; 
femer  findet  sich ,  dass  die  Form  (2P',  2Q',  2/20  durch  die  Sub- 
stitution l,  -p,  0,  — jÄ';  0,  Ü''«,  2m,  z+2Qm  in  dasProdnkt 
der  Formen  Stamm  (2c5),  (41)1,  x,  t«)  fibergeht;  folglich  ist 

[2"]      Stamm  |2S  +  l4BI ,  i,  k)  |  =  Z, 

wo  nun  X  mit  der  Entg^engesetsten  von  q  In  eine  Klasse  ge- 
hören wird. 

Alle  vorhereeheuden  Schlfisse  setzen  voraus,  dass  das  Hittd- 
glied  der  Charakteristik  q>=(A,B,C)  gnl^ser  als  Null  ist.  Wire 
es  nun.  gleich  Null,  so  könnte  man  9  durch  die  Substitution  1, 
±A,  0,  —1  in  die  eigentlich  äquivalente  Form  (/l,J:A^*  AM-f  Q 
verwandeln,  deren  Mittelglied  positiv  sein  wird,  wenn  man  der 
WiUkahrlichen  h  das  Zeicbeh  der  Zahl  Ä  giebt. 


*)  Die«  folgt  aos  den  leicht  so  entwickcloden  Relatiooen: 

P'=4J1W»,       . 
Ö'=J5'-2JU=2  +  4pW 
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lo  denFonneln  [1],  [3],  [1'],  m»  [11»  P']  i«t  nun  folgen- 
der allgeiDeiner  Lehrsatz  euthalten  (die  entgegengesetzte  Klasse 
von  Q  bezeichnen  wir  mit  — Q). 

L  Es  sei  D^l(moi4),  K  eine  gegebene  quadra- 
tische Klasse  von  der  Determinante  />;  S  die  un- 
eigentlich    primitiTe   Klasse    von    der  Determinante 

•so-,  aas  welcher  sie  abgeleitet  ist;  die  Anzahl    der 

Systeme  der  primitiven  Icubischen  Klassen»  welche 
Z.U  der  determuiirenden  Quadratischen  Klasse  K  ge- 
hören» ist  ebenso  gross  als  die  Menge  der  eigentlicli 

primitiven  Formen  fOt»    z»   tf)    von   der   Determinante 
ß 
-=p-»  welche  der  folgenden  Bedingung  gendgen: 

Stamm  (2cS)-f  (JH,  %,  m)  =— q» 

indem  nur  die  nach  dem  mod.Ot  incongruenten'Wertbe 
von  z  berflcksichtigt  werden. 

n.  Es  sei  D^O(moiA)f  K  eine  gegebene  qnadra« 
tische  Klasse  von  der  Determinante  U\  q  die  eigent- 
lich primitive  Klasse  von  der  Determinante  ^Mtf»  ^v 

welcher  sie  abgeleitet  ist;  die  Anzahl  der  Systeme 
der  primitiven  kubischen  Klassen»  welche  zu  der  de- 
terminirenden  quadratischen  Klasse  Jf  gehören»  ist 
ebenso  gross  als  die  Menge  der  eigentlich  primitiven 

Formen  (M»  z»  u)  von  der  Determinante  Arrtg»  welche 
der  folgenden  JBedingung  genügen: 

25-f  (M»  1,  k)=  — o, 

Isdem  nur  die  nach  dem  rood.lll  incongruenten  Werthe 
▼on  z  berflcksichtigt  werden. 

tu.  EsseiZ>^0(mod4),  feine  gegjobene  quadratische 
Klasse  von  der  Determinante  />;  o   die   uneigentlich 

primitive  Klasse  von  der  Determinante  Tn»*  suswel« 

eher  sie  abgeleitet  ist;  die  A^nzabl  der  Sf/steme  der 
primitiven  Kubischen  Klassen»  welche  zu  der  deter- 
nninirenden     quadratischen     Klasse    K   gehören»     ist 

ebenso  gross  als   die  Menge  der  uneigentlich  primi- 

D 
tiven    Formen    (401»   2»  tf)  von    der  Determinante -t=|§  > 

ivelche  der  folgenden  Bedingung  genflgen: 

Stamm  {^\{AVi,  z,  tf))=:— S, 
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indeni  nur  die  nach  dem  med.  401  incobgroenten  Wertbe 
von  z  berflckeicbtigt  werden. 

Gauss  hat  bewiesen,  dass  durcb  Zosammensetznng  zweier 
entgeeengesetzter  ele entlich  primitiver  Klassen  die Uauptklasse 
entsteht;  es  lässt  sien  auch  zeigen,  dass  durch  Zusammensetzung 
zweier  entgegengesetzter  uoeigentlich  primitiver  Klassen  eine 
Klasse  entsteht,  welche  aus  der  Hauptklasse  in  der  uneigentlich 
nrimitiven^  Ordniuig  abgeleitet  Ist,  d.  b.  Ci>4-( — Q)=Iipp,  oder 
ot^rom  {o  +  i — o)t=^i»j»p  9  wo  Hpp  die  Hauptklasse  in  der  ri- 
gentlich  primitiven,  Himfp,  die  HatintklasRe  m  der  uneigeotllcb 
primitiven  Ordnung  bedeutet.  —  Hiernach  iSsst  sich  der  obige 
Lehrsatz  auch  unter  folgender  Form  darstellen: 

(L)  Stamm  (3ö)+(M,  z,  tt)=J5f<«p,, 
(II)35  +  (in,  2,t£)  =  Äp;, 
(Hl)  Stamm  |3c5-f  (4)»,  z,  tf))=:lftepp. 

Scblussbemerkung.  kt  Z>^0(mod4)  und  i^  aus  einer 
eigentlich  primitiven  Klasse  von  der  Determinante   tD    abgelei- 

1 

tet,  so  hat  man  nach  (11),  da  die  Hauptklasse  (1,  0,  ^-^D)    bei 

der  Zusammensetzung  Gbeivangen  werden  kann,  3o==^ji»,  d.  h. 
zur  Klasse  K  gehSrt  in  diesem  Falle  ein  Sjrstem  primit  kubi- 
scher  Klassen,  wenn  durcb  Triplication  von  o  die  Hauptklasse 
entsteht,  während  zu  jeder  Klasse  Q,  die  der  Bedingung  3a 
=  Hpp  nicht  genügt,  keine  kubischen  Klassen  gebriren.  Das 
eine  System  macht  eine  Klasse,  wenn  D  nicht  >0,  dagegen 
drei  Klassen,  wenn  //>0. 

Herr  Dr.  Eisenstein  hat  diesen  Satz  tßr  den  besondern 
Fall  />=— 4j9  bewiesen,  wo  p  eine  positive  Primzahl  von  der 
Form^47/i4-3  ii>t  (Creile's  Journal  Band  27.  S.  103);  die  von 
ihm  angewandte  .Methode  erfordert  jedoch  die  besondere  Annahme, 
dass  — p  zu  den  regelmässigen  Determinanten  gehöre,  durch 
welchen  Zusatz  die  Allgemeinheit  des  Satzes  beeinträchtigt  wird. 
—  Auf  Seite  76  des  nämlichen  Bandes  erweitert  Herr  Eisenstein 
den  betreffenden  Satz  auf  jede  beliebige ,  aber  durch  kein  Qua- 
drat theilbare,  Determinante,  ohne  indessen  den  Beweis  hinzu* 
zufügen.  Uebrigens  ist  es  nicht  allgemein  richtig,  dass  nur  eine 
kubische  Klasse  zu  einer  gegebenen  quadratischen  Klasse  gebort, 

vielmehr  drei  Klassen  in  den  Fällen  Z>=— jm^,  Z>>0,  eine  in 

den  Obrigen  Fällen.  —  Jedenfalls  gebifhrt  diesem  ausgezeichne- 
ten Gelehrten  das  Verdienst,  auf  den  Zusammenhang  zwischen  der 
Klassification  der  kubischen  Formen,  und  der  Zusammensetzung 
der  quadratischen  Formen  zuerst  hingewiesen  zu  haben. 
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BeltrSfire  zur  Theorie  des  Integral- 

loffarlthmus« 

Von 

Herrn  Doctor  R.  Beez, 

Lelir«  der  Mathematik  und  der  Natarwiiteaechafteii  an  der  Köaiglichea 

Gewerbtchole  so  Planen. 


I. 

— dx  und    #      —  3j:* 

Die  numerische  Berechnung  einer  ganzen  Klasse  von  beatlrom- 
ten  Integralen  kann  in  letzter  Inatanz  auf  die  der  Transcendenten : 

-^to=c-.ig«+j-^jj;2+3i:2:3-4i:2Xi+-    ^> 

C=-0,  6772156(6) 


/ 


sarflckgeftihrt  werden ,  welche  mit  —  W^e"")  oder  fSr  reelle  a  mit 
— Ei(— of)  (8.  Schinmilch, .Analytische   Studien.  2.    Th. 

J».  148.)  zusamnienföllt.    In  aem  angefahrten  Werke  finden  sich 
2.  Th.  p.  196.)  die  Werthe  der  Fnuktion  Ei(— a)  für  a  bezfiglich 

n?  ly      2f     Op      ••..  lUy 

in  einer  vom  Herrn  Prof.  Bre^t  Schneider  in  Gotha  berechneten 
Tafel  zusammengestellt  Um  aber  auch  fSr  dazwischenliegende» 
hauptsfichlich  aber  fär  grossere  «  die  zugehörigen    Werthe  der 


420 

genannten  Fanktion  anf  achnellere  Weise  beiitininien  zu  kOnnen, 
als  die88  durch  Formel  I)  mSglich  iat,  suchen  wir  im  Folgenden 
eine  Beziehnngaglelchung  swiechen: 


/     dx   und   / 


herxuetellen. 

Setzen  wir  zu  diesem  Zwecice  im  zweiten  Intes^ral  etat  x, 
x-{-ß  ein,  so  werden  die  Grenzen  fibergehen  in  a  und  od  und  das 
Integral  selbst  wird: 

Da  X  das  Intervall  von  a  bis  Qo  durchläuft»  so  kSnnen  wir  unter  der 
Voraussetzung,  dass  /?<«  ist,  den  Quotienten -^  in  eine   coo- 

vergente  Reihe  entwickeln.    Mit  Berficksichtigung  also,  dass 
geben  wir  der  Gleichnng  2)  folgende  Gestalt: 


»>/ 


dx 

X 
a  +  ß 


9 


a  a  9 

Nun  findet  man  yermuge  der  bekannten  Reduktionsformel: 

/  wdx=iu  j  eSar—-    1   Su   I  t^x, 
wenn  man  u=«-"*,  e=j:-(»+^)  setzt: 


/hx        _jri._^  P— 
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und  vertauscht  man  hieriD  m  mit  m— 1: 
ferner  auf  gleiche  Weise: 

U.   8.   f. 

Da  nun  m  eine  f^anze  positive  Zahl  bedeutet,  so  pcann  man  in 
dieser  Reduktion  bis  auf 


Bx 


x^^     '^       X        J    x^ 


surfickffeben.    Dorch  Substitution  jeder  Gleichung  In  die  vorher- 
gehende erhält  man  ohne  Mffhe : 


^   /nur"      iii(m— J)*"-i^iii(i»  — l)(m-2)a;"-*"* 

(-1)— ^        J    .         (-1)»        'p0-' 
•+i«(m-l)...2TJj  +m(iii— l)....2.iy     aT**' 

and,  wenn  man  das  Integral  zwischen  die  Grenzen  «und  Unend- 
lich einschliesst: 


/CO     g-*     ^ 

9 

[JL  ^ l + _i 

jmo«       m(m-l)«"-i  ^«(m— 1)  (m— 2)o«-«"" 

••+iii(m— l)...2J.aj  "^^  m(m--l)....2.1  J       x  "" 


Setst  man  statt  m  der  Reihe  nach: 

1,  %  3, n 

und  multiplicirt  bezüglich  mit:   ' 

-/J,  +/P,  -|J»,  ......  (-l)»l!^•; 

so  kommt  mit  Wiederholung  des  ersten  Integrals: 
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/•'-?»'=/*?»-• 


-^  J  i^^'-ij  ^^*-\~ir' 


-^r^>'=^f''f^ 


ß' 


P»    e-« 


ß»e- 


1.2.3   a   ^2.3  «• 

~3  lÄ' 


+  P  J      "i5"*'*=Ei34  y     IT*"     1.2.14   «  +2.3.4  «» 

a  a 


ff 


a 


Summiren  wir  diese  sämmtlicheo  Ausdrucke  und  bedenken»  dass  (Ür 


n  =  x  : 


14./»  +    ^  4.     ^'4. 


+ 


^ 


A*M«*«*il 


=rf. 


fo^^lich: 
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1  +  1.2+  03+  1.2.3.4  + +  1.2....n     *'^     *' 

f*      ß'       -ß*  ^    _  a      1     ^ 


|'  +  g  +  ........+3£-.=.el»-(l+f +  g))1.2. 


4  +• — +4...n 

|ei»-(l+f+g+ 1^)11.2.3; 

u.  8.  r. 

so  erhalten  wir,  wenn  wir  diese  Summen  von  der  zweiten  ab  be- 
zflglinh  mit. 

bezeichnen,  die  Relation: 


«+/J 


+tffa(  .......  ., 


Bemerken  wir  ferner,  dass 


n 


so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle,  da 


Lim  an  =  LlmJ--=:0 

IC 


/3^1,  11=  OD 


dagegen: 


OD 


L.mfl.=LimJ= 

1J>1,  n=oo; 

dass  wir,  uro  ein  brauchbares  Resultat  zu  erlangen,  ß  nicht  grösser 
als  die  Einheit  annehmen  dflrfen.    Vereinigen  wir  mit  dieser  Be- 
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dingung  die  iweite,  das«  a^I»  so  haben  wir  nicht   nSthig  die 
ConTCMMis  der  Reihe: 


r-w^i 


noch  besonders  sa  erweisen. 

Um  nun  wenigsten«  an  einem  Beispiel  die  Brauchbarkeit  der 
Formel  5)  zu  zeigen»  sei  zunächst  /3  =  1,  dann  sind  die  Cofficienten : 

a^=  2e — Ö, 
«,=  6e  — 16, 
04=246—66, 


zwischen  welchen  Im  Allgemeinen  folgende  Rekursionsgleichung 
stattindet: 

a,|i=(r-f  1)09— 1. 

In  diesem  Falle  lässt  sich  eine  noch  stärkere  Convergenz  obiger 
Reihe  erzielen,  wenn  man  zu  ihr  die  Identität: 

0=-lg(l  +  J)+-i-2i  +  5i-3ji+. 


hinzufügt,  deren  Richtigkeit  sofort  erkannt  wird,  als  man  lg(t-f  i)> 
d.  he  den  natürlichen  Logarithmus  von  l-f~>  in  eine  nach  stei- 
genden Potenzen  des  ächten  Bruchs  -  geordnete  Reihe  entwickelt 
Hierdurch  geht  5)  fiber  in: 


WO  nanmehr  die  Werthe  der  Coefficienten  sind: 

6i  =0,28171  81715  4096.... 
«,=0,06343  63430  8190.... 
^=0,02364  23625  7906.... 
64=0.01123  61160  8291„.. 
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6,=0,006]8  05849  1450.... 
*6  =0,00375  01761  5426.... 
Är=0.00244  17092  7034.... 
6,=0,00167  65313  0550.... 
6»  =  0.00119  98928  6151.... 

Sei  z.  B.  a=9,.8o  ergibt  sich: 

6.      hu 

■   98"^   94  +••••» 

d    wenn    man    mit   gewuhnlicheo   siebenstelligen    Logarithmen 
chnet : 

T     10 

Lg-o 

«„=1,7182818(3)        -.--=0,1053603.. 

Lgc 

1^=0,0313020(2)  ^=a0007831(6) 

*|= 0,0000324(3)  ^=0,0000017(1)  ^ 

^,=0.0000001(0)  ^,m\^i' 


1,7496164 
0.1061452 


Lg  1,6434712       =0,2157622... 

Lg  9:^  =0.7028126-6 


»•  .- 


—  aar  -  /**— Sa;=N.  (Lg=0,9185748-6)=O,000008290387.- 

X  ^  X 


10 

e  Rretschneidersche  Tafel  gibt: 

/**^a:r=0,000012447354  ...• 
9 

/**^  3x= 0,000004186889.... 

10 
ren  Differenz 

0,000006890365 

leil  XIX.  20 
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also  erst  in  der   eilften  Declmale  von  dem  durch  die  Formel  be- 
rechneten Werthe  abweicht. 


n. 

Ueber  die  Summation  der  Transcendenten  Ei( — x). 

dx   filr  ein 

a 

wachsendes  o  sich  immer  mehr  der  Null  nähert «  also  die  Tran- 
sceodenten : 

eine  abnehmende  Reihe  bilden,  so  liegt  der  Gedanke  nahe»  eine 
San>mation  derselben  zu  versuchen. 

Nun  ist  allgemein,  wenn  r  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet: 

ra  a 

wie  man  sich  leicht  fiberzeueen  kann,  wenn  man  wieder  rx  ait 
X  vertauscht  und  derogemäss  die  Grenzen  des  Integrals  verändflit; 
folglich  wenn  man  statt  r  successive 

J,2,  3 n 

setzt,  und  die  einzelneu  Gleichungen  addirt: 

a  Sa  Sa  na 

—  Bs+J    —Ss  +  J     _aa:+...+/l^^. 

a  a  a  a 

Wegen  der  gleichen^  Integrationsgrenzen  rechts  kann  man  diese 
Integrale  in  ein  einziges  zusammenfassen  und  mit  Anwendung  des 
8ummenzeichens  £  auch  schreiben: 

'  ^   .  I  V8*=  /  ^^     ^''• 

ra  a 

Bemerkt  man  aber,  dass 

e*"*,  e""**,  e"** 
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eine,  nach  steigenden  Potenzen   von  er*  geordnete  g^ometrUcbe 
Progression  darstellt ,  so  ergibt  sich  deren  Summe  sofort: 


1  — c~*  * 


Führt  nan  diesen  Ausdruck  statt  der  entsprechenden  Summe  ein, 
so  erbfilt  man: 


»    C/"?'-/'t^' 


ra,  a 


-    Für  wachsende  n  nShert  sich  das  zweite  Integral  der  rechten 
Seite  ohne  Ende  der  NoH.    Denn  da  a  stets  >0  sein  muss,  tn- 

dx  unendlich  ist,  so  wird  auc)i  der  kleinste 

a 

Werth,  den  x(e' — ])  in  dem  Intervall  von  jr=ff  bis  afotob  an^ 
Bebmen  kann,  eine  eodlicbe  Grösse  >0  sein  müssen.  Bezeich- 
nen wir  diese  mit  Q,  den  grossten  Werth  dagegen,  den  xie*  —  }) 
in  dem  eben  angefährten  Intervall  erlangen  kann,  mit  P,  so  ist 
offenbar 

g-nx         y-HMT         e-"^ 


foiglich ,  ohne  Rucksicht  auf  die  Vorzeichen : 

nQ  J   x(e^ — 1)  nP 


Für  jedes  beliebige,  positive  j?>0  aber  ist,  weil 

Q>0,  i^=OD: 


ibl^ch  auch  das  dazwischenliegende: 


(«=00) 
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tiod  ebetiso. 


a 

Mit  Berücksichti^ng   dieses  Grenzwerthes  können  wir  jetzt  die 
Gleichung  1)  einfacher  schreiben: 


ra 


Wiewohl  es  tnit  Anwetiduiig  der  Fourierschen  Reihen  nicht 
schwer  halt,  das  vorliegende  Integral  zu  bestimmen,  so  ziehen 
wir  es  doch  vor,  eine  von  der  Theorie  jener  Reihen  unabhSogige 
Ableitung,  die  freilich  etwas  wettläufiger  ausfallen  muss,  zu  ee* 
ben.  Da  die  neue  Funktion  von  a,  wekhe  gegeben  ist  durch  m 
Gleichung : 

a  1 

.1. 

sich  auf  keibe  der  bekannten  Transcendenten  zurflckfflhren  llsit 
so  entwickeln  wir  den  Bruch 


«*— 1 


in  eine  unendliche  Folge  von  Partiaihrfichen»    Durch  eine  Iriclb 
Transformation  erhalten  wir  nSmIich: 


Ä-^Ä      « 


da  aber: 


^  +  e    *ä2coS2  V"--] 


J-e"'»=-.2V^8in|V^; 


so  wird 


^)      MF=--i)=L^>^^<>^^-'') 
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ir  ein  beliebige«  u  gilt  ferner  die  Entwickelung: 

cotii=--  2ii(;^r:^-i+  2i;^ü:i?+  ps*=:^+  -> 

(M,  8.  Caucby  cours  d'analyBe  p.  575.) 
tzt  man  hierin  u=^  V^—  1  und  divtdirt  durch  2a:,  eo  erhfilt  man: 

-c«tfV:^=VZi,_i,-J(_U,  +  _J 

1 


0  schliMsiich ,  wenn  man  noch  wegen  4)  den  Faktor  V — 1  hin- 
tigt,  und  üz  subtrahirt: 

i^^~ ^~2i+^^2«»»+«»  +  4«»»+«»+  ehfi+x*'*'-^  '^^ 

Itiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  dx  and  integrirt  vorlinfig 
ih  ohne  Rficksicht  auf  die  Cireozen,  so  ergibt  sich,  weil  all- 
Mio 


[arctanig^] 

B   vieldeutige  Funktion  von  x  \si,   die,  wenn   arctan-^-p  die 
inete  derselben  darstellt,  auch  ausgedrfickt  werden  kann   durch: 
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[arctan^]  =r«  +  arctan  £-  • 
Nimmt  man  ab  obere  Grenze  ß^  als  ttntete  er  an,  so  kommt: 

a 


in  welchem  Ausdrucke  die  eben  angezeigte  Vieldeutigkeit  wieder 
verschwunden  ist.  Sei  nun  ß=2m7t  und  wachse  m  ins  Cnead- 
liebe  y  so  finden  wir  als  nächste  L5sang  der  uns  gestellten  Anf* 
gäbe: 

a 

+  £»"«=*»"£+ 3+*^ 

WO  dio'  beständige  Grdsse  K  gegeben  ist  dureh  einen  noch  ss 
ermittelnden  Grenzwerth,  nftmlich: 

1  1  1  in 

8*)      jK=Llm{*-Ä"lg2mw+— (arctaom+5-arctan^ 

+ jarctan  j-  + ......  +-  arctan—)) 

fft=QC^   7t;=Q0. 

Zur  Bestimmung  diesßs  Clrensausdruckes  ist  es  vor  Alleil 
noth wendig,  das  Verhältnisse  in  welchem  die  beiden  wachsendeo 
Grossen  m  und  n  zu  einander  stehen»  scharf  aufzufassen.  Es  wärt 
nn^erechtfertiet,  da  beide  unabhängig  Ton  einander  sind,  irseod 
welche  Beziehung,  mr=zf{n\y  zwischen  ihnen  anzunehmen.  Alan 
wijrde  sonst  fdr  jede  derartige  Substitution  ein  anderes  Resultat 
erhalten,  von  denen  keines  den  wahren  Werth  des  obigen  Limes, 
angäbe.  Vielmehr  Ist  es  klar ,  dass  m  gegen  n  als  konstant  an- 
zusehen ist,  und  somit  ffir  ein  noch  so  grosses  m 

Lim^=0.  (0 

Dann  kommt  jedenfalls,  sobald  wir  m  als  ganze  Zahl  betraft 
ten,  unter  den  Werthen  von  n  auch  einer  =m  vor,  wodurch  die 
Reihe: 
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arctannt-f-a  arctan-^  +  0  arctan  0  + +  -  arctao-  =  S,„      10) 

»  Zoo  n  n 

zunächst  10  zwei  Tbeile  zerföllt: 

—  arctanl  H — r-5  arctan  — r-f  +  — t^  arctan — r«  + .... 
m  'm+1  m+l      w+2  »1+2 


....  +  —arctan— :=  Ä  ..      11) 


und 


arctanm  +  «arctan-s  +  öarctan  «  + + — ^^arctan— ;;;^=Äj..12) 

die  wir  beide,  abgesondert  von  einander ,  betrachten  wollen. 

Die  Reihe  in  11)  ist  convergent  und  ihre  Summe  iS|  nähert 
sieb  ehiem  bestimmten  Werthe,  der  zwischen  0  und  1  liegt,  so 
das« 

l>Si>0; 

denn  ee  ist  för  positive  2: 

2>arctan2>0,, 


also; 


->  — arctanl  >0 , 
m     m 


Ml+^' 


i~  ^  — rrarctan  — ri>0 » 


>  ZTTo  arctan — r5>0. 


^    '  mr 


>  -arctan- >0.«. 


IM'— ^* 


SuBOiirt  man  alle  diese  Ungleichungen,  so  erhall  man 

^=»1       1 

,=om  r 

^    '  mr 
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Das  Zeichen  27  gebt  aber,  weon  m  unendlich  gross  wird,  in  das 
Integralzeichen  /  über,  und  es  ergibt  sich  mit  Rficksicht  auf 
Gleichung  9): 


/"(Tfe-.>^>»' 


und  da 


"^         J     (l+:r)--m-.l 


Iflr  ffl=2: 


1  >  Si>0. 


wie  behauptet  ward«.    Entwickelt  man  nun  die  einzelnen  Glied« 
▼OD  S\  in  convergente  Reiben,  so  kommt: 

-arctanl= -  (l-  3+  g  -  ^+...,..)  , 
1  III     _  1  1  1_  1__ 


m'  m'         '       m 

1 


+i-""> 


_JL.arctan^?^-  ^  r-^- ^—  +        ' 

„  +  2-»-%+2-«.Q,     2^,      3(1  ^l)*"^  6(1+1). 


I?t  Ift  fll 

l 


v-> 


7<»+ä) 


1       ,     m      ^  1  1.1  1      .       ^ 

-  arctan  -  =  /^ + 1-„....^ 

"      V^«     3(^)*     ßÖ«     7(>  } 


m  ^m  nr  i»' 


Man  erkennt  sofort,  mit  BerOcksichtigungvon  13),  dass  slnmt- 
Üche  Verticalcolonnen  dieser  unendlichen  Doppelreihe  convergesi 
sind  und  dass  nicht  minder  die  aus  ihnen  gebildete  Reihe 
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1     32+5«      7« +9« 


sich  einer  bestimmten  Grenze  nShert.    Es  ist  daher: 

Lim  Äj  =  l— 25  + gä— ^  + p— ....        14) 

Uro  weiter  die  Sammati on  der  Reihe  S^  bewerkstelligen  zu 
können 9  benatzen  wir  die  Gleichung': 

a — b 
arctaua  —  arctan6  ==  arctan  ti — i  • 

Wird    hierin    a  =  — ,  6=     ,  4  gesetzt,  so  folgt: 

m  ,        tn  .  m 

arctan arctan  — r-r  =  arctan 


r  »•  +  1  r(r+I)  +  ni* 

oder 

arctan — rr  =  arctan arctan  —, — .  fv  ,  ^g - 

r  +  1  r  r(r+l)  +  m' 

Nehmen  wir  r  der  Reihe  nach 

=  1,2,  3,  (m-2) 

und  dividiren  beziiglich  durch 

2,3, (m-l), 

so  ergibt   sich,    wenn  wir  das  erste  Glied  der  Reihe  S«  hinzu* 
ziehen : 

arctanm=arctaniii , 

1      ^     m     1       .  1       .  m 

2 arctan ^^  ^  aretanm  -  ,j »'ctan j^qp^ , 

l^ml^  \       .  m 

garctan 3  =  3  aretanm  -- 3  arctan^^^^^^ 

1       .  m 


9 


m 


r(i-  +  l)+».' 


<" 


m 1 


.«•  —  (m— 2)(iii  - 1)  +  m'     ^'  ■' 
nach  mit  112,  a«.  etc.  niultiplicin 


'(»>-2)(i.-l)+i» 


■s  +  fl4«*  + OM-ie«-ll 


■'— l=(".+  "j+«4+- 


1.2      3  .      m~2 
=  ä  +  3+4+-S=T<™- 


1  det  NnlJ. 
die  ( 

'ff 

2J1 


^arctanj 
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1     ^         t»  1       .  m 

4  2.3 +m*      4  3.4 +  m* 


1  ,         1 

arctan 


m-1 


m — 1       m« — 1 
1  ^         m 


arctanm  —  — — i- arctan 


m— 1 


1 


•••• 


m-1 
1 


arctan 


m 


m-1 


arctan 


(m— 3)(»»— 2)  +  m« 
(m— 2)(m  — l)+m»' 


wobei  das  Fortschreitungsgesetz  tod  selbst  klar  ist. 

Addiren  wir  diese  sfimmtlichen  Ausdrücke  und  setzen: 

1  +  2+3+ ^i^=*'i' 


2+3  + 


•    •     •     • 


3^=0,, 


'4.  -i--« 

3+  •  •  •    m-l""» 


m— 1 


so  kommt: 


—  4-tt»-iaretan 


m 


(m— 2)(in— l)+iii» 


15) 


folglich,  weno  wir  vorläafig  das  subtractive  Glied  in  15)  mit  S'^ 
bezetchneo : 


5s= ai  arctanm —  S'^. 


15)* 


Mögen  nan 


h»  %>  *»  *■»— 2 


Grössen  bedeuten »  die  zwischen  0  und  1  liegen,  so  ist/  weil 
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"      i<l 


ist 


r(r  +  l)+m 


m m  I 

8rctanj-2qj.^a-  i.2  +  m«""  Sm»^^' 

m m 1 


w m 1 

^^^^^  (m— 2)(m-l)+m2 ""  (m  — 2)(m  - 1)  +  iii«"~  Sm^ ''""'^ ' 

also,  weDD  wir  der  Reihe  nach  mit  02,  Os»  ^^^'  multipliciren  und 
addiren : 

16)        Ä ^^aa j^-5  +  «32^+75?+  - ^-^*  (m-.2)(m-l)+ni« 

1 

—  3^t«a%+«8«»  +  flA+ Ofli-ie«-!). 

bt  non  8  ein  Mittleres  der  Grössen  £2,  fs»  £4 Cm-i»  d.  h.  liegt 

£  ebenfalls  zwischen  0  nnd  1,  so  kann  man  nach  einem  bekann- 
ten Satze  schreiben:  «.. 

es  ist  aber 

12      3.      jii-2 


'9 


+  08  +«4+  —  <*«-*  =  2  +  3  +  4  +  --„|_l  < 


folglich  nähert  sich: 

f&r  wachsende  m  ohne  Ende  der  Null. 
Entwickelt  man  weiter  die  Quotienten : 

mm  m 


I.2  +  111«'    2.3  +  m«'"-^(m-2)(jn— l)+m» 
nach  steigenden  Potenzen  von : 

1.2      2.3         (i»-2)(iii-l). 


in*      m*  III 


so  ergibt  sich: 
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Ä«=       ~(fl«  +  «8  +  ff4+    -..«m-l) 


—  --iri.2fla  +2.3<7s  +  3.4flr4  +  „..  (»- 2)(iii  —  l)a„^i) 


m* 


+  :;J5(1«  22(i^+2«.3«£F3  +  3«.42a4+..(m-2)«(iii-l)«£F„-i)  17) 


m* 


+  ,7,s^a*-^^*«a+2*.3*a3  +3*.4*ri4+ ....  (j|i-2)*(m  -  l)*am-i). 


Es  hat  keine  Schvi'ierigkeit  den  Grenzwertb  des  allgemeinen  Glie- 
des uk  dieser  Doppelreihe  zu  bestimmen.  Vermöge  einer  sehr 
einfachen  Transformation  nämlich  ist,  wenn  wir  statt  a^,  Og,  etc* 
wiederum  ihre  Werthe  setzen: 

«=^iTi)i*^+-J+ +;;~i)+2*-3*(5 +J+ —i) 

1 


+....(m-2)*(m-l)» 


IM  — 1 


=  -iFij^l*2*+5(l*2*+2*3*)+j(l*2»+2*3*  +  3U»)+....      18) 

+  -;;^(1*2*  +  2*3*  + (in-2)*(m  - 1)») 

Offenbar  liegt  der  Werth  des  letzten  Ausdrucks   zwischen  den 
beiden  andern: 

«'*=i^!^-2"+jC2"+3")+j(2»*+3»*+4«)+... 

+;;jrT<2"+3**+.-(«-l)**)j 

19)     <nnd 

«''*=j^Ti!3-l"+j(*"+2'')+i-(J"+2'*+3«)+... 

....  +  ,;^a**+2» +....(« -2)»)^  . 

weiche  fflr  ein  wachsendes  m  gegen  dieselbe  Grenze  convergiren. 
Denn  es  ist: 
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Lim(tt't— M*t)=L'">»^in{2*''-H3»-'  +4"*-»  +  ....(m-l)«-ij 

,.        1     ,1.1.  Ij^         1     , 

Man  hat  aber  nach  eioem'  hekannten  Satze : 

Ort,         ,.    Pt-i  +  2«*-^  +  3»*-»  +  ....  +  (m -  l)«*-t       1 
20)         Lira j;^ =  ^ . 

folglich  auf  der  Stelle: 

21)        Ltm^^{2«*-i+3«*-i+4«*-i  +  ....  +  (m-l)^-M=^0. 

Ebenso  ist,  wie  man  leicht  sieht: 

L'">»  ^^isDRä  G  +  3 + 4 + ;;rri)="  • 

also 

Lim(u'»-i«^)=0, 
woraus  sich  das  Behauptete 

Lim  u'k  =  Umu''k 

TOD  selbst  ergibt.  Da  es  nun  gleichgültig  ist,  welchen  dieser 
beiden  Grenzwerthe  wir  bestimmen,  so  wählen  wir  den  beque- 
meren Lim  ufh  Hiebei  beziehen  wir  uns  auf  eine  Abhandlung  des 
HerrnProf.  Schlumilchim  Archivf.  Math.  Th.XlV.p.452.ff. 
wo  unter  Formel  6)  die  Relation  aufgestellt  wird: 

(8  +  I)*H;_      «        Q^  4.1mV  — —  • 

welche  Rlr  jedes  positive  m  gültig  ist    Sonach  ist  allgemein: 

folglich,  wenn  wir  mit  r-fl  dtvidiren: 

^  r 
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WO  Cr  wiederum  eine  Grosse  bedeutet,  die  zwischen  0  und  )  Hegt 
Setzen  wir  hierin  der  Reihe  nach  fflr  r 

1,  2,  3,  ....  (m— 2), 


so  erhalten  wir: 

oat         1 

— S- 1«* 

2ifc+1^2' 

2lTT>ä(i"+^^ 


(«—!)«* 


2« 


^ik  +  l 
>2Ä+1 


2A+1  *>  ' 
3«_i 


2>t4^1 


«»  ' 


(»1—2)«    (wi-2) 


2FFt->;i^^^'*+^+ ••+<"'-'>"»  2A+1         2it;i  '-»• 

Summiren   wir    diese   sämmtUchen  Ungleichungen   und   dividiren 
durch  m**+*,  so  kommt: 


2ife  +  lV. 


*  +  3**  +  4«*  +  ....  +  (m-I) 


m^+i 


1      ^P*  +  2^+3«*+....+{m— 2)^*^ 
5it  +  ll.  m«*+i  J 


^>.- 


t> 


wo  €  ebenfalls  ein   achter  Bnioh  ist    Mit  ROcksicht  nuf  20)  und 

21)  er«  " 

flbergel 


21)  ergibt  sich   sofort,    wenn  wir  zur  Grenze  fflr  wachsende  * m 
shen : 


(äHT?^''™"''*^iäMä? 


d.  b. 


Liniu''A=: 


(24+1)»' 


also  auch: 


Dareh  SpecTaKsirung  dieses  allgemeinen  Ausdruckes  nach  Mass- 
gabe der  Gltlobung  17)  ergibt  sich  auf  der  Stelle : 
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Lim  Ä'a  =  1-^  +  ^  -  ^  +  ••••  =1-»«  *!  (»•  Gleichung  14)).     23) 

Fassen  wir  jetzt  Gleichung  14),  15)*,  22)  zusammen ,  so  wird 
8*)  einfacher: 

K=him[-'^\g2mn+  ^(1  +  2+ g-  +  -.^^)arctaniii) 
Fflr  ein  unendliches  m  ist  aber: 


arctanm  =  ^  ' 


also 


A'=Liml— ^  lg2n+  ij(l  +  2 +3 +--^^i::jf— lg»»)! 

=  -|(Ig2«  +  C),  23) 

wo  C  die  bereits  im  Einsänge  erwähnte  Constante  des  Integral- 
logarithmus bedeutet.  \Vir  können  somit  als  endliches  Resultat 
schreiben 


1  />_^I   .  1,   3 

=  ~B^+«  +  2*»2i 

-2(2^arctan|^+  j^^arctan;^  +  ...•)       24) 

Ist  a^2^,  so  lassen  sich  die  arctan  in  convergente  Reihen 

entwickeln,  deren  Summe  ebenfalls  einem  endlichen  Werthe  sich 
nähert    Man  findet  ohne  Möhe: 

25) 

x(e*--l) ""     2^"^a"*"2'S^  ""2»«  ■»"  3.2»»*  "  5.2»««  ■*" "- 

« 

wo 

*tii  =  l+2S;+3ä«+pS+53«  + 

Fflbrt  man   die   Bernoulli sehen  Zahlen    ein  und    bedenkt,   das« 
allgemein: 


oder 
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(    _v2»"-'£^«-irt*« 
*"~    Ü3....(2«) 


2*.-i«a»— 1.2.3..  (2n)' 


so  haben  wir  die  einlache  Formel: 

26) 

,/     x(e'  —  1)  -  ~  2  ^  +  a  +  2 '»  2»  ""  1 .2  +  3  1.2.3  ~  5  1.2..6 + "• 

a 

Zugleich  ergehen  sich  noch  einige  andere  Summen  i  die  nicht 
ohne  loteresse  sind.    Man  indet  leicht  >  wenn 

f(a)  +/|;2a)  +  ftßa)  +....=  F(aj 

gesetzt  wird^  die  ebenfalls  gQltigen  Gleichungen: 

A«)  +f&a)'if&a)  + =  F(a)  -F(2a)  ...        27) 

/(a)  -/(2o)  +/(3a)— /(4a)  + = /Vi— 2fX2a) .  28) 

So  lange  nun'  a  reell  und,  wie  wir  stets  vorausgesetzt  haben«  posi- 
tiv ist;  fällt 


/ 


— ^8a:  mit  —  Ei(— o?) 


zusammen >  und  wir  kOnnen  unter  dieser  Beschränkung  schreiben: 
Ei(^«)  +  Ei(-  2«)  +  Ei(-3«)  + ...  ±=  -y*"-^i5-^ 

a 

-in     '       L„±.l^     f!_*^.H?    ^»_  QQ. 

~  2  *^""«  ~  2*^2«  +  1 1.2~  3  1.2.3.4+  5  r2r..6"       ^' 

Ferner  ist  mit  ROcksicht  auf  27) 

/• Bx /•• Bx      _    P"      Bx  P»      Bx 

«(«*— 1)     J     xie^—\)—J    x{e'-l)'^J     «(«*«— 1) 


a  2a 


—  /      a;(e*— e-')' 


folgli<^  ergibt  sich 
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Ei(-«)+Ei(-3«)+EI(-6«)+..=-  (/'^ij  -f'^T^ 


=-/ 


a  Sa 


■""^2«'"2'^^'"       1.2       +      L234     ""      1.2..Ö      +'' 


Da  endiich 


/*      Bx  /*»      dx  P*     dx  /*• dx^_ 


a 

/•      aar 


so  kommt 

31)        Ei(— «)  —  Ei(-2a)  +  Ei(— 3«) — Ei(— 4«)  + .... 


""       Cy     xie'-^^^J    x(e'''l)) 


=-/ 


Bx 


Me'+l) 


—  ""2  ^  +  2'S» 15        +        1.2.2.4 


1.2  ...6      "^ 


L/l8st  man  a  imaginär  werden,  so  erhält  man  mit  geringen 
M odificationen  ganz  analoge  Ausdrücke  fflr  die  Summen .  sowohl 
das  Integralcosinus  Ci(cO>  als  das  Integralsinus  »Si(a),  von  denen 
ber«lts  eine  mit  Hfilfe  Foarier'scher  Reihen  :Vom  Herrn  Professor 
ScblOmiich  im  Archiv  der  Math.  Bd.  XI.  p.  389  ff.  entwickelt 
worden  ist  Eine  weitere  Auseinandersetzung  dieses  Gegen- 
stapdes  behalten  wir  uns  jedoch  i&r  eine  andere  Abhandlung  vor. 


Theil  111.  90 
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Heller  das  Oesetz  der  Primzahlen. 

Von 

Herrn  Dr.  Burhenne, 

Lekrer  der  MathcmBtik  an  der  hohem  Gewerbtchole  ta  C«teeL 


l)a  bis  jetzt  keine  allgemeine  Formel  filr  die  Primzahteo  be- 
kannt iat,  60  sind  die  folgenden  Behrachtangen  vielleicht  nicht 
ohne  Interesse. 

Wird  die  Fanction 

nach  steigenden  Potensen  von  x  entwickelt,  so  entsteht  die  Reib« 

Man  iberseagt  sich  hier  leicht,  das«  in  jedem  diede  dieser 
Reihe  der  Coeflieient  so  viele  Einheiteo  hat  als  der  Exponent  IH- 
vlsoren.  Der  Exponent  der  Glieder,  welche  den  Coelficienten  8 
haben»  Ist  eine  Primzahl»  and  alle  Primaahlen  treten  suoeessive 
auf.  Diese  Reihe  wird  schon  von  Lambert  in  seiner  Architec- 
tonik  beiläufig  erwähnt,  Ist  aber  nicht  weiter  benutzt  wordeOi 
Im  Folgenden  strebe  ich ,  darauf  allgemeine  zur  Theorie  der  Zab* 
len  gehörige  Formeln  zu  grQnden. 

Der  i7te  CoefBcient  der  vReibe  (2^  Ist  gleich  der  Anzahl  der 
Divisoren  der  ganzen  Zahl  n.    Wir  drücken  diesen  Coefficientei 

allgemein  aus ,  wie  die  Maclaurin'sche  Reihe  lehrt.    Wenn  -s — 3 

kurz  durch  fXa:)  bezeichnet  wird,  und  JP^(0)  den  itten  Differential- 
quotienteil  von  FXx)  bedeutet,  wo  d?=0  gesetzt  Ist,  so  drOckt 


uz 


®       ülzndr^^'  '^^  f^')=T^  «-*. 


den  nten  Goeffidentefi  der  Reibe  (2)  aas.  Dieee  Formel  (3)  ist 
ein  allgemeiner  Ausdruck  för  die  Anzahl  der  Divisoren  einer  je- 
den ganzen  Zahl  it.  Wird  dieser  Ausdruck  gleich  2  gesetzt  >  so 
bat  man  die  allgemeine  Gleichung  für  jede  Primzahl  n,  nftmlich 

welche  Gleichung,  wie  die  Betrachtung  der  Reihe  (2)  lehrt,  fOr 
alle  Primzahlen  und  nur  fOr  solche  gilt,  also  für  die  Primzahlen 
charakteristisch  ist.  Nur  ist  dabei  die  1  ausgeschlossen,  weil 
dies  die  einzige  Primzahl   ist,  welche  keine  zwei  Divisoren  hat. 

Fflr  ft = 1  wird  natörlicb  f^^-^  F*(0) — 1  • 

Es  wäre  nun  die  Formel  (3)  weiter  zu  entwickeln.     DjeteMk 
wenden  wir  uns  zur  independenten  Darstellung  des  itten  Difterentiah* 

qnotienten  der  Funetkm  -r* — ij »    welchen   wir  '  dnrch  F^s)   be- 

zeichnen.  Die  dazu  nuthigen  Formeln  finden  sich  in  Sohncke's 
Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Differential-  anil  JnlegralreolH 
nung.    Man  erhält 

f&r  ein  ungerades  ki 


+(«  +  l)«») 


+<-'')"+^-=T7^-  Z.  .Ir   .     .        2H.    ,^>W 


j*  •  -  v^o.-2^?j^+0' 


flir  ein  gerades  k: 

i^.) = <- 1).*. .  !^-Cij^  -  (j^) 

■ 

wobei 


80* 
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co84>t  ^  — 7" — ,    8in<Pft^ 


zii  setzeD  ist 


Es  ist  nun^  am  F»(0)  zu  erhalten ,  iii  den  AusdrOcken  (5) 
und  (6)  ^=0  zu  setzen.    Dann  ^ird'^ 


also 


-  2Ajr        .  ^         .   2A«, 

cosu^ir: — cos-r* »     «in<P*=sfn  r-jr-; 


2ÄÄ 


felgUch 

•  ■  1  ■  •  .  ■       . 

1 1  ■  ■  ' 

I  .  •  •  I 

so  dsss  «ich '«rgiebt: 

m.  « 

I 

für  ein  ungerades  ki 

^.  i^/Ax      1.2.3...n  .   L2.3...fi      «        2n*«. 

(7)  F«(0)  =  — ^p-  +  -,—  ^^  cos-j-; 

ffir  ein  gerades  kx 

•  • 

(8)     F'lfi)'^ — j (l-(-l)"+*)+-T ■£  C08-T-. 

:      ?* 

Substttuirt  man  diese  Formeln  (7)  und  (8)  in  (3),  so  erhält 
man  den  entwickelten  Ausdruck  Ifir  den  nten  Coeracientea  der 
Reihe  (2),  AtoBch 


UJZiiL^^)':^ 


1.8       a       2n*» 
1  7  +  7  ^-y   cos— T- 

(+k-(-i)-*')+|  i  «»^ 
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WO  flir  i  jede  ungerade  Zahl,  die  nicht  grosser  als  n  y  und  filr  p 
jede  gerade  Zaiil,  die-  nicht  grösser  ab  n  ist,  zu  setzen  wäre. 
Diese  Formel  (9)  drückt  die  An^h!    der  Divisoren  einer  jeden 

fanzen  Zahl  n  aus.     Es  folgen  eitifge  Beispiele,  wobei  wir  die 
ormel  (9)  kurz  durch  XX]  bezeichnen. 

Farn=list-rC7=j_^Q_^^)j=l 
FCIrn=.2  ist  2:17=1  ^{  +  Jj=2 

För  n  =  3  ist  ZV^X  3^3    J=2 

0+0 

4       \ 

3 —  3 

Für  n=4  ist -Sü=^   ,       ,    >=3 

2+  2 

Für  11=5  ist  i:C7=  j  15  ■*"  15  J  =2 

(    0+0 

123       7 
15  +  15  ,      , 
1  ^ 
F  +  6 

tt.  s.  w. 

Uehrigeas  zei^t  sich  die  Formel  (9)  in  ihrer  wahren  Elnfach- 
belt,  wenn  ijMin  die  einzelnen  Substitutionen  fflr  t  und  p  separirt. 

)e  +  <o    \ 

Zum  Beispiel  sei 


«=7, 


dann  ist  fflr 


<=1;  V  +fc=l+0 
p=:2;ri+tOi=:0+0 

f=3;  r  +ti^,  ==3*^3 
j9=i4;  i;j+fO|==0  +  0 


also 


Es  sei 


dann  ist  ftir 


4lA 


£s  sei 


dano  Ist  für 
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l^spQ;  »1  + Vi. »=0  +  0 

16 
<=7;  ©  +fo=^  +  -y 


<=1;  0  +10  =1+0 
p5=2;ri+fri  =  l+0 

(=3;  r  +tp  =3—3 
p=4;  ri+Wi=^  +  2 

<=>7;..  ü  +10  =y  —  ^ 
p  =  8;  t>i  +  iei=4+4 


f  t^i+«Oi  I 


n=9, 

<=1;  V  +t»=:l  +  a 

pss2;  t^+t0i3rO+& 

1      2 
<==3;  r  +ti>=3+ 3 

ps=4|  üi+fO|3=0  +  0 


447 

p=s6;  ei-t-*O|^0-f  0 
.     -,        .  1      * 


als» 

^t   "  +  «'    j=5 

O.   8«   W. 

Dl»  Formet  (9)  enth&lt  Summen  von  Cosiftus,  deren  Bogen 
eine  ^  aritbmetiscbe  Prot^ression  bilden.  Nun  Ut  aus  der  Gonio- 
metrie bekannt,  dass  die  Summe  der  Reihe 

(10)  eosa  -f  co82a  -|*  eoeSa  -f ...  -f-  cosma 

8m(m  +  s")o  —  sin^a 


äsiuna 


iat*  Dia  aber  drese  Summenforroei  in  dem  Falle  nnbraucbbar  er- 
acheiDt,  wo  der  Nenner  zu  Null  wird,  indem  »a  ein  ganzes  Viel' 

facbes  von  9S  wird,  so  lässt  sie  sich  niebt  in  unsere  Formet  (9)  sub* 
stkiiiren,   wie  wir  gleicb  näber  sehen  wollen.    Setat  man  in  def 

GMcbuttg  (10)  ff="7" »  «"d  "■=~2""'  *^  ^''* 

^«       2nhn         1 
-^     cos— T— =— ö". 

WeiM  daeegen  #  in  n  aufgebt  (oder  gleich  n  ist),  so  erscheint 
NaII  im  Nenner  des  Bruche»  (10),  aber  es  sind  dana.  alle  Glieder 
der  Summe  gleich  1 ,  also 

~  «       2nhic      <-l 

-?     cos — ;—  =r  -TT-  • 

Ä=i  <  2 

2ii9r  I 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (10)  a= »  und  mr=-^p— 1,  sowird 
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^      cos = 5(l+C08IWr) 


mroe,  wo  p  eine  gerade  Zahl  bedeutet ,  hat  also^  wenn 
igerade  ZanI  Ist,  den  Werth  Noil;  wenn  n  eine  gerade 


Diese  Summe 

n  eine  un^ 

Zahl  und  nicht  durch  p  theilbar  ist,  so  ist  diese  Summe  gleich 

—  1 .    Ist  dagegen  n  durch  p  theilbar  (oder  gleich  p),  so  erscheint 

Null  im  Nenner  des  Bruches  (10),  aber  es  sind  dann  alle  Glieder 

der  Summe  gleich  1,  also 

cos-^=2p-J. 

Man  sieht,  dass  die  in  der  Formel  (9)  vorkommenden  Sunn 
men  von  Cosinus  vielfacher  Bogen  immer  rationale  Werthe  haben. 

Beschränkt  man  die  Formel  (9)  auf  ungerade  Zahlen  n, 
wobei  alle  Primzahlen  eingeschloRsen  bleiben  (ausgenommen  die 
Primzahl  2),  so  vereinfacht  sich  diese  Formel.    Nämlich  das  dritte 

Glied  — (1 — (— 1)*+*)   wird,  wenn  n  ungerade  ist,  zu  Null.    Auch 

das  vierte  Glied  wird  hier  immer  Null,  wie  wir  eben  gesehen 
haben.  Demnach  geht  die  Formel  (9),  wenn  n  ungerade  ist, 
über  in 


WO  i  jede  ungerade  Zahl  von  1  bis  it  Cinclnsive)  bedeutet. 
Diese  Formel  (11)  drückt  die  Anzahl  der  Divisoren  (ur  jede  un- 
gerade Zahl  n  aus. 

WircK  die  Formel  (11)  gleich  2  gesetzt,  so  hat  man  die  Glei- 
chung der  Primzahlen  "N 


WO  t  jede  ungerade  Zahl  von  1  bis  iV  (inclusive)  bedeutet 
Diese  Gleichung  gilt,  wie  aus  dem  Anfange  der  Entwickelnng 
erbellt,  fCir  alle  Primzahlen  iV  und  nur  für  solche.  Dabei  sisl 
die  Primzahlen  1  und  2  ausgeschlossen,  weil  I  die  einzige  Prim« 
zahl  ist,  die  keine  zwei  Divisoren  hat,  und  2  die  einzige  gerade 
Primzahl  ist  Man  konnte  die  2  noch  in  die  Gleichung  aufnehmen, 
aber  es  wäre  unzweckmässig,  weeen  .dieser  einzigen  Zahl  der 
Gleichung  noch  einen  Zusatz  zu  geben. 

Die  Gleichung  (12)  aller    Primzahlen  von  3  ah,  die  wir  kurz 
durch    2?(o-|-to)=2   bezeichnen,  zerlegt  sich  nun  in  folgende  Ei- 

genschaften : 
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(a)  Fiir<=l    Utp  +  w  =  l+0=l. 

(b)  För  <=^  Ut  ^  +  ^=if+JJ'^- 


=1. 


(c)    Für  alle  übrigen  ungeraden  Werthe  von  t  iwischen 
1  und  N  ist 

'^J         2Nhn         1 


aUo 


'  .  2,     1       ^ 


Die  erste  und  zweite  dieser  Eigenschaften  findet  nicht  blos 
Ar  Primzahlen  N,  sondern  för  alle  ganzen  Zahlen  n  Statt  Die 
dritte  Eigenschaft  ist  fiir  die  Primzahlen  charakteristisch.  Also 
die  Primzahlen  N  von  5  an  sind  dadurch  ausge'leichnet ,  dass 

^*       2m7c 
2    cos — T— 

den  Wertli  — ^  hat,  für  jede  ungerade  ganze  Zahl  i  zwischen  1 

und  iV.    Die  Anzahl  aller  ungeraden  Zahlen  zwischen  1  und  der 

iV— -3 
ungeraden  Zahl  lY  beträgt  — o— •     Man  kann  also  die  Gleichung 

der  Primzahlen  N  von  6  an  auch  in  folgender  Form  schreiben: 

^       a       2ZV»«      3— iV 
2    2    cos — T—  =  — T— * 


wo  %  jede  ungerade  Zahl  zwischen  1  und  N  bedeutet 

Bemerkung.  Ich  halte  mich  verpflichtet  so  bemerken,  daii  aoch 
Herr  Prof.  Scherk  in  Crelle't  JoarnalThl.  IX.  S.  162.  18St. 
einen  Aufsatz  über  die  Larobert*8che  Reihe  und  ihren  Zuianiinenhang 
mit  den  Primxahlen  geliefert  hat.  Mit  dietehi  Aofsatie  hat  aber  der 
obige  Anftfsts  nichte  gemein ,  ond  «ein  Verdienst  kann  dadurch  nicht  ge- 
schmälert werden. 

Der  Berautgeber. 
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Heber  eine  sewüsse  Oattungr  ffcometrl« 
'  scber  Aufgraben  fiber  HaiJma 

und  Minima. 

Ton 

Herrn  Dr.  Seh«!!, 

Privatdocenten  an  der  UniTertitat  xu  Marhorg. 


TIele  i^eom^triscbe  Aufgaben  Terlanffeii,  einen  Punkt  aaf 
einem  ebenen  oder  räumlichen  Gebilde  so  zu  bestimmen,  dass 
eine  von  seiner  Lage  und  anderen  gegebenen  Bedingungen  ab- 
hängige Grvsae  ein  Maximum  oder  Minimum  werde.  Vür  die 
Losung  derselben  soll  im  Folgenden  eine  allgemeine  Regel  ent- 
wiclcelt  werden,  welche  sie  auf  das  Problem  der  Berührungen  za- 
rOcIcfahrt.  Um  jedoch  einen  möglichst  synthetisehen  Gang  einza- 
halten,  beginnen  wir  mit  einigen  specieHen  Fallen,  durch  d^ren 
Verallgemeinerung  wir  leicht  zu  jener  Regel  gelangen  werden. 

,  i  . 

L  Das  System  zweier  congruenter  Kreisbogen  ASB  und 
AS'B  (Taf.  X,  Flg.  1.) ,  welche  sieb  in  denselben  zwei ,  festen 
Punkten  A  und  B  endigen ,  bildet  in  der  Ebene  den  geontefriscfaeii 
Ort  der  Scheitel  S  aller  Winkel  ASB  von  constanter  Grosse, 
deren  Schenkel  durch  die  Punkte  A  und  B  gehen.  Die  constante 
GrOsse  dieser  Winkel,  die  wir  mit  a  bezeichnen  woHen,  ist  gleich 
dem  halben  Winkel,  unter  welchem  sich  die  Kreisbogen  treffen^ 
und  hängt  von  der  Länge  dieser  ab,  so  dass,  wenn  6  die  Länge 
eines  von  ihnen  und  r  ihr  gemeinsamer  Radius  ist,  die  Gleichung 
besteht  ^ 

b 

2.  Das  System  der  beiden  Bogen  theilt  die  Ebene  in  zwei 
Räume,  einen  inneren  von  ihnen  begrenzten  und  einen  äusseren 


4SI 

t  lu  begrenz  teil  ■  Ersterer  Zierde  mit  ff,  letzterer  mitK'  bezeichnet. 
Für  alle  Punkte  5  ilea  iiiiiereo  Hnumes  li  ist  ^ASIf>u,  für 
alle  Punkte  dts  üiiHserrn  Kaunivd /£'  aber  <a,  und  iiur  auf  den 
Umfange  der  l'ißor  \et^ASB=a.  —  Ziehen  wir  durch  die  Punkts 
A  uitd  B  «ine  tirade,  »o  ist  insbesondere  für  alle  Punkte  S, 
welche  auf  derselben  zwischen  A  niid  B  liegen,  ^ASB=n,  für 
alle  Punkte  ^  dieser  Graden  aber,  welche  auaserhalb  dieser 
Strecke  lie^jen  ,  ^0:  für  einen  Puukt  S,  welcher  mit  A  nder  B 
;nfiillt,  wUd  ^ASB=«. 


3.  Lässt  man  die  Figur  um  die  Grade  AB  rotiren,  so  ent- 
steht eine  HingHache  (4ten  Grades),  welche  gleichfalls  die  Eigen-j 
Fchaft  hat,  dass  lür  jeden  in  ihr  gelegenen  Punkt  S  der  Winkd 
ASB  gleich  uwird.  Diese  Fläche  tlieilt  den  Kaum  in  zwei  Theile, 
einen  inneren,  vna  ihr  unischloasenea  und  einen  Süsseren  unbe-, 
grenzten.  Ersterer  werde  wieder  mit  R,  letzterer  mit  R'  ho*, 
seichuet.  Für  alle  Punkte  >S  des  inneren  Haunixs  nird  ^^Sü^cr,; 
fOr  alle  Punkte  ä'  des  Süsseren  <a.  Für  die  Punkte,  welche, 
Btrf  der  Graden    AB  liegen,  gilt    dasselbe,   was  unter  2.  bemerkt 

4.  BerQhrt  nun  unser  System  zweier  Kreisbogen  oder  {iber< 
haupt  ein  Kreis,  welcher  durch  die  beiden  Punkte,^  und,£^eht, 
irgend   eine  in    seiner   Ebene   liegentle    Curve  in  einem  Punkte  S 

STaf.  X,  Fig.  ü.)  und  gehilren  die  zu  beiden  Seiten  von  S  liegen- 
en  Nachbar|innkte  der  Curve  ein  und  demselben  Räume  R  oder 
H'  dn,  so  wird  für  diese  Lage  des  Punktes  ,S  auf  der  Curve  der 
Winkel  ASB,  dessen  Schenkel  durch  die  beiden  festen  Punktet 
und  B  gehen,  ein  Maximum  oder  ein  Minimum.  Das  erstere  tritt 
ein,  wenn  die  Nnch barpunkte  von  .$  dem  inneren  Räume  It,  das 
letztere,  wenn  sie  dem  äusseren  Räume  W  unsehOrcn.  Ist  nJim- 
Qch  S'  ein  solcher  Nachborpunkt,  !«o  ist  zufofgo  2.  der  Winkel 
AS'B<.ASB,  wenn  S'  dem  Räume  R-  angehört,  und  AS-B^^-ASB, 
wenn  S'  in  den  Kaum  R  faul. 


S.  Wir  erhalten  daher  folgende  luei  Sätze,  welche  sur  Auf- 
suchung der  Punkte  S  auf  Curven  und  Flüchen,  ftir  welch«  der 
Winkef  J'SA  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,   brauchbar  sind; 

1.  Bewegt  sich  der  Scheitel.$  eines  Wi  nko  Is  <4.Sg. 
dessen    Schenkel    durrh    zwei    fexlc  Punkte    A  und    B 

febcn,  aufirgend  einer  mit  J  und  fi  in  derselben  Ebene 
legenden  Curve,  8«  kann  der  \Vinkel  einen  icrasstea 
Oller  kleinsten  Werth  erreichen,  wenn  er  mit  eineni 
Pankte  zusammentrifft,  in  welchem  ein  durch  dia 
Punkte  A  aniß  gelegter  Kreis  dieCurve  berührt,  und 
«war  tritt  das  ersfere  ein,  wenn  die  zu  beiden  Seiten 
von  S  gelegenen  N acbbarp unk  te  der  Curve  dem  äusse- 
ren Räume  des  Kreises  angehören,  das  letztere  dage- 
gen,  Henn  sie    in  den  innere  n  Kaum  desslben  fallen. 

ir.    Bewegt    sieh    der   Scheitel    £   eines    Winksls 
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ASB,  dessen  SeheDkel  durch  cwei  feste  Punkte  A  and 
B  geben»  auf  ireend  einerCorve  oderFläche  imRaum, 
80  kann  der  Winkel  einen  erOssten  oder  kleinsten 
Werth  erreichet),  wenn  er  mit  eln^m  Punkte  xaaani- 
uentrifft,  in  welchem  eine  durch  die  Punkte  A  und  B 
ffebende  RingHäcbe,  deren  Axe  die  Grade^li?  Ist»  die 
Curre  (oder  Fläche)  he  röhrt,  und  zwar  tritt  das  erst  ere 
ein,  wenn  die  zu  beiden  Seiten  von  5  liegenden  Nach- 
barpunkte der  Curve  (oder  die  rings  um  S  liegenden 
Nachbarpunktc  der  Fläche)  in  den  äusseren,  letzte* 
res,  wenn  sie  in  den  Inneren  Raum  der  Ringfläche 
fallen. 

6.  Schneidet  die  Grade  Aß  -die  Cnrve  oder  die  Fläche,  auf 
welcher  die  Punkte  <$  liegen,  so  liefern  die  Durchschnittspunkte 
absolute  Maxima  oder  Minima  fSr  den  Winkel  ASB,  Es  ist  nSni* 
lieb  fOr  €»nen  solchen  die  GrßsMe  des  Winkels  n  oder  0,  je  nach- 
dem dieser  Punkt  zwischen  A  und  B  liegt  oder  nicht. 


7.    Wir  wollen  nun  die  Sätze  L  und  II.  zur  Losung  einiger 
Aufgaben  benutzen. 


1. 

In  *einer  Ebene  sind  gegeben  eine  Grade  G  und 
zwei  Punkte  A  und  B  (Taf.  X.  Fig.  3),  man  sucht  auf  G 
die  Punkte  S,  fflr  welche  der  Wlnxel  ASB  ein  Maxi« 
mum  oder  Minimum  wird. 

Liecen  A  und  B  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  6,  so 
liefert  der  Durchschnittspunkt  S  dieser  Graden  mit  der  Graden 
AB  ein  absolutes  Maximum  ^ASB^=^n.  —  Liegen  aber  A  und 
B  auf  derselben  Seite  von  G,  so  lege  man  durch  diese  Punkte 
die  beiden  die  Grade  G  berChrenden  Kreise.  Die  Berfihmngs. 
punkte  S  und  iS'  liefern  die  Winkelmaxima  ASB  und  AS'B.  Es 
liegen  nämlich  die  Nachbarpunkte  von  jS'  und  S'  in  den  äusseren 
Räumen  R  der  Kreise  (s.  oben  2.).  Der  Dorchschnittspunkt  S' 
von  G  jnit  AB  liefert  das  absolute  Winkelminimum  AS^B=ii. 

Die  Punkte  •$  und  iS'  findet  man,  wenn  man  einen  beliebigen 
Kreis  durch  A  und  ß  leet,  an  ihn  von  S"  ans  eine  Tangente 
S^a  zieht  und  mit  dieser  Länge  um  denselben  Punkt  einen  Kreis 
beschreibt.  Die  Durchschnitte  desselben  mit  der  Graden  G  sind 
alsdann  die  Punkte  S,  S*,  Es  muss  nämlich  zufolge  der  angege- 
benen Construction  S'S^:=:S"S'^=S''A,S^'B  sein,  und  da  auch 
S'a^-S^A .  5^  ist,  so  wird  S^  =  WS'  =  S"a . 

Co  roll.  Die  Punkte  iS,  S'  liegen  auf  der  Graden  G  zu  bei- 
den Selten    von   •$"  und  zwar  in  gleichem  Abstände  von  diesem 


I*t|iikt«.  Da  nun  ille  Coimlniction  von  iler  Neigung  der  Graden 
('  ^egen  AB  nnabhänpg  ist,  so  folgt,  dass  die  Puidtte  der  Win- 
Icelmaxima  lilr  alle  Graden,  «reiche  durch  den  Punld  S"  gezogen 
vrerden  krinnen,  in  einem  um  S"  b eise hrtelie neu  Kreise  Üeeen, 
dessen  Kadius  das  geometrische  Mittel  aus  den  Segmenten  S'A, 
S"B  ist.  Int  C  der  Mittelpunkt  einen  Slralenhüschels,  so  liei;en 
nuf  jeden)  Stral  dec^selhen  zwei  Punkte  des  Winkelmaximums. 
Die  (ieBammtheil  aller  dieoer  Punkte  bildet  eine  Curve  vierten 
(irades.  nelche  in  einen  Kreis  uhereeht,  sobald  der  &littel|>unkt 
des  Stral enbfischtlfl  in  die  Grade  Aät,  aber  nicht  zviischen  A  und 
8  fiillt.     Die  l'uiikte  A.  H.  V  gehören  der  Curve  an. 


in  einer  Ebene  Rind  gegeben  «•in  Kreis  K  und  /ivei 
Punkte  A  und  B,  man  sucht  auf  dem  Umruiige  deg 
Kreises  die  Punkte  S,  far  welche  der  Winkel  ASB  ein 
Maiimum  oder  Minimum  wird. 

Liegen  beide  Punkte  ausserhalb  des  Kreises  (Taf.  X  Fig.  4.), 
f(o  sind  nach  dem  Obigen  die  gesuchten  Punkte  die  Hen'ihrungs- 
punkte  pS,  S"  zneier  durch  A  und  B  iiehender  Kreise  mit  K. 
Von  diesen  Kreisen  berührt,  TalU  die  Ltuie  AB  den  Kreis  Ä' 
nicht  schneidet,  der  eine  K  von  aussen,  der  andere  umschliesst 
K\  der  Berührungspunkt  ,$  des  ersleren  liefert  daher  ein  Winkel^ 
naximuni  ASB,  der  Berührungspunkt  S'  des  aiveiten  ein  Win* 
kelmininium  ASB.  Schneidet' aber  die  Linie  AB  den  Kreis  K 
in  den  beiden  Punkten  />,  D',  so  berühren  beide  Kreise  K  von 
anuen  imd  ihre  Berti hrunpspunkte  liefern  zwei  Winkelmaxima, 
die  Punkte  li.  !)■  aber  znei  Minima,  nnmlich  Null.  Berührt 
die  Grade  AB  den  Kreis  K.  fallen  also  die  Punkte  D.  IJ-  in 
einen  einzigen  zusammen,  so  geht  der  eine  der  beiden  von  aussen 
berdhrenden  Kreise  in  die  Grade  Alt  selbst  Aber,  welche  in  die* 
Bern  Falle  als  ein  Kreis  eu  betrachten  ist,  welcher  K  umschliesst 

Liegt  der  Punkt  ^  ausserhall),  £  innerhalb  K,  so  sind  keine 
berührenden  Kreise  mriglich,  aber  von  den  Uurcbschniltspunkten 
D,  D-  der  Graden  AB  mit  K  liefert  der  auf  der  Strecke  AB  lie- 
gende ein  Winkelniaiiniuui  te,  der  andere  ein  Winkelminimum 
Null. 

Liegen  beide  Punkte  A  und  ff  innerhalb  K,  sn  erhält  mau 
vier  Minima,  swei  liefern  die  beiden  durch  A  und  B  gehenden 
K  berührenden  Kreise,  die  beiden  anitern  die  Uurcbschnitle  />,  D", 
der  Graden  AB  mit  Kr 

Die  Berührungs[iunktc  S,  S'  zweier  Kreise,  welche  durck 
A  nnd  B  geben  .  mit  einem  dritten  Kreise  K  lindet  mau  leicht, 
wenn  man  bedenkt ,  dasa  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  aller 
Kreise,  welche  durch  A  und  B  gehen  und  K  schneiden,  durch 
'  ^t^  festen  Punkt  F  der  Linie  AB  gehen.    Legt  man  also  vou 
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diesem  Punkte  an  K  die  beiden  Tangenten,  so  sind  deren  Be- 
rflhrungspunkte  die  Punkte  iS,  S^. 


III. 

Es  seien  gegeben  eine  Ebene  £  und  awei  Punkte  A 
und  B^  man  sucht  in  der  Ebene  E  die  Punkte  i^,  fOr 
welche  der  Winkel  ASB  ein  Maximum  oderMinirooa 
wird. 

Liegen  A  und  B  auf  derselben  Seite  von  E»  so  sind  dem 
Obigen  zufolge  die  gesuchten  Punkte  die  Berührungspunkte  von 
Ringflächen,  welche  durch  A  und  B  gehen  und  die  Grade  AB 
zur  Rotationsaxe  haben,  mit  der  Ebene  £.  In  diesen  Punkten 
haben  die  RingÜächen  und  die  Ebene  gemeinschaftliche  Normalen. 
Nun  schneiden  alle  Normalen  einer  Kotatioosflftche  die  .4Lxe;  es 
kennen  daher  die  gesuchten  Punkte  der  Ebene  £  nur  solche  sein^ 
in  denen  die  Normale  der  Ebene  die  Linie  AB  trifft.  Alle  solche 
Punkte  liegen  aber  in  der  Durohschnittslinie  G  einer  durch  AB 
zu  £  senkrecht  gelegten  Ebene.  Hiedurch  ist  die  Aulgabe  auf  I. 
zuruckgefOhrt  und  man  hat  nur  nuthig  durch  A  und  B  zwei  die 
Grade  G  berfihrende  Kreise  zu  legen;  ihre  Berührungspunkte 
5,  S'  sind  die  gesuchten  Punkte.  Beide  Winkel  ASB  und  A»B 
werden  ein  Maximum,  da  die  Nachbarpunkte  ihrer  Scheitel  den 
äusseren  Räumen  der  Riogflächen  angenureo.  Die  Punkte  S^  Sf 
liegen  auf  en^egengesetzteo  Seiten  des  Durchschnittspunktes  D 
der  Linie  AB  mit  der  Ebene  £  und  stehen  von  D  gleichweit  ab. 

Liegen  A  und  B  auf  entgegengesetzten  Säten  von  E,  so 
liefert  der  Durchschnitt  der  Graden  AB  mit  £  ein  Winkelmaxi* 
mnm  ic 

Coro  11.  Dreht  sich  die  Ebene  £  um  eine  durch  D  gebende 
Grade  um,  so  ist  der  Ort  aller  Graden  G  eine  Kegelflflcbe  zwei* 
ten  Grades,  auf  welcher  die  Punkte  S,  S'  einen  sphärischen  Ke- 

Selschnitt  zeichnen.     Dreht  sich  die  Ebene  £  um  irgend  eine  nicht 
urch  B  gehende  Axe>  so  ist  der  Ort  der  Granen   G  fkü  ein- 
fiushes  Hyperboloid*). 


IV. 

Es  sei  gegeben  eine  Kngelfliche  K  und  awei 
Punkte  A  und  J^,  man  sucht  auf  «If  die  Punkte  S9  tut 
welche  der  Winkel  ASB  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum wird. 


«)  S«  Chatlei ,  Aoalorie  entre  \t%  pmpetitioiit  de  O^em^trie  plaae 
et  de  G^om^trie  k  trtii«  dimeatlea«  im  Jennitl  des  nalhem*  T.  I.  p»  SM. 
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Liegen  beide  Puokte  im  ini^eren  oder  im  äusseren  Raum  der 
Kugelflicbe,  so  sind  dem  Obigen  zufolge  die  Punicte  iS  BerOh- 
runespunkte  zweier  Ringfläcben»  wekhe  durdh  A  und  B  geben 
und  J^  zur  Aze  haben,  mit  der  Kugel  In  diesen  Punkten  müs- 
sen nun  die  Kinsflächeu  mit  der  Kugel  gemeinschartliche  Norma- 
len besitzen.  iMe  Normalen  der  Ring6ächen  schneiden  aber  die 
Axe  AB  and  die  Normalen  der  Kugel  gehen  durch  deren  Mittel- 
punkt Die  gemeinschaftlichen  Normalen  liegen  also  in  einer  durch, 
die  Axe  AB  und  den  Kugelmittelpunkt  gelegten  Ebene;  daher 
können  die  Punkte  S  nur  auf  dem  Umfange  aesjenigen  grussten 
Kreises  liegen,  in  welchem  diese  Ebene  die  Kugel  schneidet« 
Hiednrch  ist  diese  Aufgabe  auf  die  Aufgabe  II.  zurückgeRlhrt. 

Liegen  beide  Punkte  A,  B  ausserhalb  der  Kugel,  so  erhält 
man,  jenachdem  die  Grade  AB  dieselbe  schneidet  oder  nicht 
«ckneidet,  zwei  VVinkelmaxima  oder  ein  Maximum  und  ein  MI» 
nimum. 

Liegen  beide  Punkte  innerhalb  der  Kugel,  so  erhält  man  zwei 
Minima.  ■  Ffir  die  Durchschnitte  der  Graden  AB  mit  der  Kugel 
^It  dasselbe,  wie  oben  unter  U. 

Liegen  A,  B  auf  einem  Durchmesser  der  K'^^el,  so  genfigeu 
alle  Punkte  eines  gewissen  Sphärenkreises  der  Aufgabe,  dessen 
Ebene  senkrecht  auf  AB  steht. 


8.  Bei  den  im  Vorstehenden  behandelten  Aufgaben  hing  die 
Grosse  des  Winkels  ASB  ab 

1.  von  der  Natur  des  Gebildes  Cr,  auf  welchem  der 
Scheitel  S  lag; 

2.  von  der  Lage  der  beiden  Punkte  A  und  B  gegeo  ein- 
ander und  gegen  G;  es  sollte  der  Scheitel  S  gefun- 
den werden,  so  dass  der  Winkel  ASB  unter  diesen 
unveränderlichen  Bedingungen  einen  grussten  oder 
kleinsten  Werth  annehme«  Wir  losten  diese  Aufga- 
ben dadurch,  dass  wir 

1.  den  Ort  der  Scheitel  iS  suchten,  ffir  welche  ASB 
einen  constanten  Werth  a  annahm  und  dann 

2.  diesen  Constanten  solche  Werthe  beilegten,  fiBr  welche 
der  Ort  das  Gebilde  G  berfihtt« 

• 

Es  war  alsdann  die  Mdelichkeit  vorhanden,  dass  die  Berfih* 
rungspunkte  ein  Maximum  oder  Minimum  des  Winkels  ASB  lie- 
ferten. Damit  dies  wirklich  eintrete,  war  erforderlich,  dass  die 
zu  beiden  Seiten  eines  solchen  Berührungspunktes  resp.  rings 
um  ihn  liegenden  Nachbarpunkte  des  Gebildes  G  gleichzeitig  ent- 
weder in  den  inneren  oder  äusseren  Raum  des  Ortes  fielen,  in 
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welche  der  anendliche  Raum  durch  denselben  getheilt  wird.  War 
diese  Bedinguns  erfüllt,  so  hing  die  Entscheidung,  ob  ein  Maxi- 
mum  oder  ein  Minimum  vorliege,  nur  davon  ab,  m  welchem  «die- 
ser Räume  die  Nachbarpunkte  gelegen  waren. 

Es  ist  nun  leicht,  diese  Betrachtungen  dahin  zu  verallgemei- 
nern, dass  an  die  Stelle  des  Winkels  ASB  eine  beiiebige  geome- 
trische Grosse  tritt.  Zu  dem  Ende  mOge  folgende  umfassendere 
Aufgabe  gestellt  werden: 

Es  sei  gegeben  ein  geometrisches  (lineare«  oder 
Flächen-)  Gebilde  G  und   irgend  welche    andere  Ge- 


bWde,  welche  eine  feste  Lage  gegen  G  haben, 
soll  die  Punkte  S  auf  (? finden,  ffir  welche  eine  ge 
trische  Grosse  u,  die  von  der  Lage  des  PunKt 
und  den  übrigen  Gebilden  abhängt,  einMaximum 


haben.    Mao 
:eoroe 

im  oder 

Minimum  werde. 


Zur  Losung  dieser  Aufgabe  führen  folgende  Betrachtungen. 
Sucht  man  den  Ort  aller  Punkte  5,  fflr  welche  düe  Grosse  u 
einen  constanten  Werth  k  annimmt,  so  theilt  dieser  Ort  den  Raum 
in  zu'ei  Theile  R,  R\  von  denen  der  eine  (R)  alle  Punkte  S, 
fär  welche  ti^/b,  der  andere  aber  alle  die  Punkte  5  enthält,  fSr 
welche  u<^k  wird,  während  auf  dem  Orte  selbst  u^k  ist.  Be- 
rührt nun  ein  solcher  Ort  u=:k  das  Gebilde  G,  so  krmnen  die 
Berührungspunkte  solche  sein ,  die  der  Aufgabe  entsprechen.  Sie 
sind  es  allemal  dann,  wenn  ihre  Nachbarpunkte  alle  in  den  Raum 
R,  oder  alle  in  den  Raum  R'  fallen.  Im  ersten  Falle  wird  uein 
Minimum,  im  zweiten  ein  Maximum. 

9.  Um  die  Anwendung  dieser  Methode  noch  an  einem  ein- 
fachen Beispiel  zu  zeigen,  werde  folgende  allbekannte  Aufgabe 
nach  ihr  gelost 

Auf  einer  Graden  G  einen  Punkt  S  so  zu  bestim- 
men, das  die  Summe  der  von  ihm  nach  zwei  festen 
Punkten  A,  ß  gezogenen  Straten  ein  Minimum  werde. 
(Taf.  X.  Fig.  6). 

Hier  ist  u  =  SA+  SB  und  der  Ort  ui^k  eine  Ellipse,  deren 
Brennpunkte  A  und  B  sind.  Der  Punkt  <S  ist  also  der  Berüh- 
rungspunkt einer  Ellipse  mit  der  Graden  G,  die  A  und  B  zu 
Brennpunkten  hat 

Ist  D  der  Durchschnitt  von  G  mit  der  Graden  AB  und  N 
der  Durchschnitt  der  in  iV  errichteten  Normalen,  so  sind  A,  Jf, 
/>,  N  vier  harmonische  Punkte.  Sobald  iV  gefunden,  liefert  ein 
Perpendikel  aus  diesem  Punkte  auf  G  den  Punkt  & 
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lieber  eine  Torzfi^lich  zur  AnwendungT 

bei  geodätischen  Messungen  ^eeitrnete 

Methode  zur  Bestimmungr  der  PoihShe 

oder  greoflrraphischen  Breite. 

Von 

dem    Heraasgeber. 


In  meiner  früher  erschienenen  Schrift: 

Versuch  einer  neuen  Methode  zur  Bestimmung  der 
Poihuhe  oder  geographischen  Breite  bei  geodätischen 
Messungen.  Von  Johann  August  Grunert  Leipzie. 
1844. 

habe  ich  eine  Methode  zur  Bestimmung  der  Poihuhe  oder  geo- 
graphischen Breite  empfohlen  und  ausluhrlich  theoretisch  ent- 
wickelt, welche,  mit  völliger  Beiseitesetzung  einer  Uhr  und  eines 
genauen  Hohenkreises  am  Theodoliten,  bloss  die  Anwendung  eines 
Tonugsweifse  zur  Messung  von  Horizontal  winkeln  geeigneten  Theo- 
doliten in  Anspruch  nimmt,  wie  er  sich  in  der  Band  -eines  jeden 
Geodäten  beflndet  oder  wenigstens  befinden  sollte.  Diese  Me- 
thode besteht  darin,  dass  man  sich  drei  ihren  Positionen  auf  der 
2»phäre  nach  genau  bekannte  Sterne  aussucht,  die  zu  der  Zeit, 
wo  man  die  Beobachtung  anzustellen  beabsichtigt,  bald  nach  ein^ 
ander  gleiche  Hohen  erreichen,  wobei  man  sich,  anderer  Mittel 
nicht  zu  gedenken ,  zweckmässig  eines  Himmelsglobus  bedienen 
kann.  Indem  man  nun  das  Fernrohr  des  Theodoliten  in  einer 
dieser  Hohe  ungeföhr  entsprechenden  Hohe  am  HOhenkreise  des 
Theodoliten  unveränderlich  feststellt,  fasst  man  jene  drei  Sterne 
nach  einander,  wenn  sie  die  Hube,  in  welcher  das  Fernrohr  fest- 
gestellt worden  ist,  erreichen,  in  den  Mittelpunkt  des  Fadenkreu- 

Theil  XIX.  81 


£      ^. 


458 

zes»  was  leicht  durch  sanfte  Fortbewegung  des  am  Uoheokreise 
festgestellten  Fernrohrs  mittelst  der  Mikronietersch raube  am  Ho- 
rizontal- oder  Azimiithal- Kreise  des  Theodoliten  seschehen  kann, 
und  misst  auf  dem  letzteren  Kreise  die  den  in  Rede  stehenden 
drei  gleichen  Hüben  der  drei  Sterne  entsprechenden  beiden  Azi- 
muthaldifferenzen  derselben.  Dann  hat  man  alle  Data»  welche 
zur  ßestimnuiiig  der  Polhohe,  und  ausserdem  noch  anderer  astro- 
nomischer Elemente,  erforderlich  sind.  Ob  diese  in  ihrem  Prin- 
cip  und  ihrer  Anwendung  einfache  Methode,  die  nur  den  Gebrauch 
des  in  der  Hand  jedes  Geodäten  betiiidlichen  Azimutbai- Theodo- 
liten voraussetzt,  schon  praktische  Anwendung  gefunden  hat, 
weiss  ich  nicht ;  dass  sie  bei  c^russeren  Messungen  in  Chile  too 
dem  eine  Auswanderungsigeftellschaft  dorthin  begleitenden  Geo- 
roeter  angewandt  werden  snUte,  ist  mir  geschrieben  worden;  ob 
dies  aber  wirklich  geschehen  ist,  darüber  hin  ich  gleichfalls  noch 
)b  Vocewissheit    Um  die  Methode  wieder  in  Erioneruns  su  brin* 

Eep,  da  sie  sich  namentlich  auch  zum  Gebrauche  für  Lehrer  aif 
5lierea  IJoterrichtsan&talten  eignen  dfirfte,  die  jetat  üftetn  im  Bt« 
sitz  guter  vorzugsweise  zur  Messung  von  Horizontal  winkeln  geeig* 
neter  Theodoliten,  aber  nieht  augleich  im  Besits  guter  Ubres  sIm« 
80  will  ich  hier  eine  von  der  in  der  oben  erwähnten  Schrift  ge* 
gebenen  verschiedene  analytische  Auflösung  des  dieser  Methode 
zum  Grunde  liegenden  astronomischen  Problems  geben,  indem  ich 
mich  rflcksicbtlich  der  weitern  Betrachtungen  fiber  die  Genauig- 
keit der  Methode,  über  verschiedene  bei  deren  Anwendung  zu 
beobachtende  Vorsichtsmassregeln,  u.  s.  w.  auf  die  obige  Schrift 
beziehen  muss. 

^Vir  wollen  den  Mittelpunkt  der  SphSre,  d.  h.,  weil  wir  es 
hier  bloss  mit  den  Fixsternen  zu  thun  haben,  das  Auge  des 
Beobachters,  als  den  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordinateosy- 
Sterns  der  a:yz  annehmen.  Vom  Anfange  der  Coordinaten  an  sei 
der  positive  Theil  der  Axe  der  a:  nach  dem  Nullpunkte  der  Ali- 
mutke,  der  positive  Theil  der  Axe  der  w  nach  dem  neunzigsten 
Grad^  der  Azimuthe,  der  positive  Theil  der  Axe  d^r  z  nach  dem 
Zenith  des  Beobachters  hin  gerichtet,  so  dass  also  die  Ebene  des 
Horizonts  die  Ebene  der  o:// ist. 

Dlei  durch  die  als  bekannt  vorausaesetzten  DeclinatioDen  der 
dreijSterne  unmittelbar  gegebenen  Polardistanzen  derselben  seie« 
CO,  Q%  i^";  die  Azimuthe,  in  denen  sie  beobachtet  worden  sind, 
seien  ou  «',  »"\  ihre  gleichen  Hohen  seien  A,  A,  A;  und  <p,  ^,  2 
«eieo  die  drei  180<^  nicht  übersteigenden  Winkel ,  welche  der  fiber 
dem  H4»ri4onte  liegende  Tbell  der  Weltaxe  mit  den  positiven 
Thellen  der  Axen  der  or,  9,  z  einschliesst. 

Dies  vorausgesetzt,  haben  wir  nach  bekannten  Lehren  der 
analjjrtischen  Geometrie  offenbar  die  drei  folgenden  ganz  allgemein 
gültigen  Gleichungen: 

r  coso  =;  costDcbaAcos^  -f  sIncocosAcosjf  -f  sinAcos^, 

1)        <  cosö'  =:cosa>'cosAcos7  +sUiu'cosAcos^  -f  sin^cosx, 

\  cos9''=seo8oi''co8Acos9-f  slnn^cosAcos^-fsinAcos^; 
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zu.  denen  dann  noch  die  bekannte  Glelcbnng 

kommt. 

Da  es  nun  hier  ganz  willkuhrlich  ist,  von  welchem  Punkte 
an  die  Azimuthe  gezählt  werden,  und  die  Beobachtungen  die 
Azininthaldifferenzen  zwischen  der  ersten  und  zweiten  und  zwi- 
ecben  der  zweiten  und  dritten  Beobachtung  liefern,  so  können 
offenbar  die  drei  Azimuthe  o,  n\  ob''  aU  bekannt  angesehen 
werden 4  und  die  obigen  vier  Gleichungen  reichen  daher  zur  Be- 
stimmung der  vier  unbekannten  Grössen  A>  <p,  if;>  %  gerade  hin. 

Aus  den  drei  Gleichungen  1)  folgt  durch  Subtraction: 

cosS  — co8c5'  =(cosw  —  cosooOcosAcos^^-  (sino) — sinoDOcosAcostf;» 
cosS'—  cosc5"=(cosa)' — coscs'OcosAcos^-f  (sino/ — sina>'0<^os^<^<^s^  • 

V 

also 

(ein©'— sina)")(cos5 — coscS')  —  (sinoi — 8ino>0(cosc5' — cosö") 
=={(cosa)— cos(ö9(«*lnc»'-— sinw'O— (co8»'-^oa(o'')(sina)---sin(ii)')lcosA^®«9» 

(eoscD'  —  co8a)'0(cosS*-<co8c50 '-  (oosoo  -^  cos(oO(cos€Ä'— «coscS'O 
'r= — {(cosflo— coß(o')(sinw'— sin«") — (cosa?' — co8oo'0(sinoi — sinwOlcosAcost/;. 

Es  ist  aber: 

(cos» — co8a)')(sina)' — sinoD'')  —  (cosco'  —  cosoo^OC^i^^''' ""  aincoO 
= —  8in(a>  —  od') — sin(a)'—  w") — sin((ö"— ») 

==:--2sin|(»-.a)'0co85(»^2w'+«'0— 28in2(<»''— c»)cDsJ((»''-- 
=     2sin  2(w"^ß>)l  cos^^Cdo— 2flB'+  w'O  --  coSgCoo"—  m)  \ 

=     4sin  2(0»-^«')  ß*»  2^«'  —  w'^in^  (o"  —  w) ; 
femer 


31^ 
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(«Inw'  — 8ina)'0(co8c5-r,co85')  —  (sinco— sinoOCcosS' — cosS") 
s=     (sinoo' — sinco'OcosS  ^(mn*'  —  sin(o)cosS'-f(8in(o— sincoQcosQ'' 
SS — (co8c5' — co85")«inflj — (co85"— co85)8iDa)' — (coscS— co8til')8ina»" 

=     28mö(fl>''—a>'0<^o85(cd'-f  ^'0^08(3 

1  1 

+  2810  o  (to"—  »)  co82(w"+  w)co8S' 

+  2  8iog- (o)  —  w')co8'2(<»  +  «Oco85" 

s=     2  8in  j(5' — 5>iD^(ö'+  S'Osinc» 

•f  28iD  g  (c5''  —  0)8in^(c5"  -|-  c5)8in»' 


+  2810  5-  (ü — o08io  5-(ö  +  öO«>n« 


und  ganz.ebeoso: 
(coso)'  —  cosfo'OC^^^^  — cosSO  —  (coso)  — co8(o')(co8(d' — cosS") 

=:      (Cp8(0' — C08(0*^C06Q-{'(C08(»**—C0Sm)C0SQ'-{-(C0Sai — cosid')co85" 
=— <Ce85' — G08€5'')C080)^(C08€5''— C08C5)C08a)'-*-(C08Q-— cosS^^^^M*' 

= — 2810  2  (co'  —  c»'08iOö-(w'  +  fo^cosS 
—2810  2  {(o" —  w)  sios" («>"  +  a))co85' 

11- 

—  2810  2  ((0  —  o»')6io  o  («  +  w')<^Bö" 
=     2810  2  (B'  -  S>io2  (ö'  +  5")co«» 
+  2810^  (ö"  —  c5)8io2  (5'*+ 5)co8(»' 
+  28ing-  (5  —  5')8io2  (5  +  öOcosco". 
Setzeo  wir  also  der  Körze  wegeo: 

3)         M=     8102  (w'—  «'Ocoss- (»'+  a)")cos5 

+  8102  («"—  a))co82  (***"+ **>)c^*ö' 

1  1  • 

+  8iog-  (co  —  aOcosgj-  (a  +  (o')co8c5'' 
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=     «In  j(ö' — Q'Osin;^  (5' + ö")»! 


Binm 


+  ßHij(ö''— o)siD  ^((d" + Q)aina' 

+  8io5-(a"  —  a))siD  s" (»''+  »)co8Ö' 

11- 

+  aiDo  (a — aO«*o  ^  (w  +a)')co«o" 

—  ßin5-(5"— 5)flin  2(€5"4-q)co8o' 

iV=—  g^{8in(«  — ©O  +  sinC»'— «'O  +  8ln(a)''— id)| 

aben  wir  nach  dem  Obigen  die  zwei  folgenden  Gleicbangen:* 

AI '=:  iVcosAcoa^; 

denen  die  Producte  cosAcos^   und  cosAcoa^  geltindeo  wer- 
kunnen. 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

8inAco8x=co8Q  —  co8fii>co8Aco89>  ^ainiocoaAcoa^ , 


siQAcoa;^  =s  coao  —  -^  co8q>  —    jy  sin« 


iV8inAco8}f=iVco8Q  —  ifcoao — ilf'8inoi 
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—  ^  +  sin  5-(<d"  —  w)  co8T(ß>''+*»)co85'  V  cosa> 
•f  sin  5- (oft -*  o')co8  ^0) -f  i»')eo8€5" 

8in  Ä(a>'  —  co'O  8102(0'+  (0'0co8€S 

—  ^   +  sin  ö(ö)"  —  a)  8in;/(ö"+  fi))cö8l5'    >  8ino 

+  8*105  (^  —  äO^'O  2^o>+  «0^08«" 

f  —  cos  (or-wg- (»'  +  fi>^) 

1  1  - 

— sina  (00  —  »')  co8^-^(a)— <io')co8ö" » 


cosu 


1 


und  weil  nun 

2sin5(w— w')sinn(o)"— «)— C08(cio — ^(co'+w")) 
=2sin  -  (a>— a)')sio  öCw"— i»>-^e()«fe{«*^  ®0  —  ö  («>"— »)) 
=  sinjT-  (»— «0  sin  2  (»"—»)— tioSrtCw—wOcos  ^  (w^* — äi) 
=— C08g-(w'— «'0 


ist^  so  ist 


1  1       •  :. 

iVi5ioAcos;i[= — sin  ^  (©'—  co")co8j  (»'— ©'Ocoso 
— 8in  2  (w*'—  o)cosä-  (w" — o>)cosc5' 
—  sin  5"  (w  —  »Ocos  o  (w  —  o')cosc3" 
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Setzen  wir  also 

7) 

M"=—ä{  «io(»'— «/OcMÖ  +8ln(«»''— »)co«5'  -f  8ili((Dv—  a>')cosS" ) , 

ao  bt 

8)         J!f"=iVsiDÄco8Xf 

mittelsit  welcher  Gleichung  das  Product  sinAcos;^  gefunden  wer- 
den kann. 

Wir  hahen  jetzt  also  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

iüf =:  iVcosAcosg)  9 
JU'  =  iVcosAcostf; , 
J!f"=:iVsinAcosx; 
ans  denen  sieh 

^^>     ^^=^^^5531'  ^^*=i9c5iA'    ^^==7VsE3r; 

also  wegen  der  Gleichung  %  die  Gleichung 

r 

"^         iV^cosA«  ^Z^inA«—* 

ergtebt 

Bezeichnen  wir  die  absoluten  Werthe  ven  M"  und  iV  durch 
(JU**)  und  (iV),  so  können  wir  vermöge  der  vorhergehenden  Glei* 
ebung,  wenn  u  einen  swischen  0  und  90^  llegenoen  Winkel  be- 
zeichnet,  so  dass 

0<i»<lK)o 

ist, 

12)        cosii=--^^^^  ,   s.„u=^^^, 
also 


.  V  3J^+M^      .  .  .         (ill") 

COSACOSK  = T^r ,    SinAsintl=  "Tyyr 

setzen.    Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Addition  und 
Subtraction: 
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co8(A— m)  = vy. 

13)      ;  , 

c«s(A-f  tt)  = j^ r  — ; 

oder  auch,    wenn  (M)   noch  den  absoluten  Werth   von    lU  be- 
zeichnet : 

und  hat  man  mittelst  dieser  Gleichungeo  A  —  u  und  h-\-u  gefun- 
den» 80  erhält  man  auch  leicht: 

15)         h=\(h+u)  +^(A-i«).t*=,2  (h  +  «)-J(*-«)- 

Es  sind  hierbei  aber  nun  noch  die  folgenden  Bemerkungen  zu 
machen. 

Weil 

0<A<yO«,  0<M<90« 

ist,  so  ist  offenbar 

— 90o<A-M<+90o, 

0<A  +  t«<18(K>. 

Ist  nun  6  der  zirischen  0  und  90^  liegende  Werth  von  A*— i^ 
welcher  der  Gleichung 

cos(A  -  w)  = ^ 

genügt,  so  ist 

A  — «=±0. 

Und  ist  Ol  der  eine  zwischen  0  und  180^  liegende  Werth 
von  h-\-u,  welcher  der  Gleichung 


cos(A  +  m)  = ^ 

genügt,  so  ist 
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h  +  u^ßi. 
Durch  Verbindung  der  Gleichungen 

mittelfit  Addition  erhält  man : 

2A=öi  +  ö,  also  A=^-. 
Ist  uon 

00  ist^  weil  offenbar  d<d]  ist: 

o<^*^<«oo, 

nnd  es  giebt  also  flir  A  zwei  Werthe,  nämlich 

A=— 2—  ^ 

Ist  dagegen 

900  <öi<  1800, 
so  ist  immer 

d>Öi-180o, 
weil  6  positiv,  d|  — I80o  negativ  ist;  also  ist  immer: 

Öl  — 6<180o, 
imd  folglich,  weil  öi— ö  auch  positiv  ist: 

0<-^^<90o, 


daher  Immer 

A= 


_d,— ö 


2     • 
Der  Werth 

.     Öi+Ö 

i«l  aber  in  diesem  Falle  nur  dann  zulässig  >  wenn 
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st. 


Wenn  es  zwei  Werthe  yon  A  giebt,  so  wird  man  aus  den 
Beobachtungen  selbst  den  Werth  von  A  doch  gewiss  immer  so 
nahe  kennen,  dass  kein  Zweifel  bleiben  kann,  ^reichen  der  bei- 
den Werthe  von  A  man  iu  dem  vorliegenden  Falle  zu  nehmen  hat. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Polhuhe  durch  O,  und  den  Winkel, 
welchen  die  Projection  der  von  dem  Anfange  der  Coordinaten 
oder  dem  Auge  nach  dem  Pol  gezogenen  Linie  auf  der  EUiene 
des  Horizonts  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  einschliesst, 
indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
X  an  durch  den  rechten  Winkel  (xi/)  hindurch  von  0  bis  360* 
zählt,  durch  i^;  so  hat  man  offenbar  die  folgenden  Gleichangen: 

COS9 = cos  lAcos^l^ , 

C0S1/; = sinilcos  <^ , 

co6x=8in<P; 


also  nach  9): 


Gosi2cos<I>= 


sin.Qcos<P= 


iVcosA ' 


ans  denen  sich 


.16)      »n9=^-^'    »••^=iVcosAcos«»'   ^°"^  =  iVeasAcasg> 


oder  auch 


ergiebt,  mittelst  welcher  Formeln  man«  nachdem  man  A  gefunden, 
O  und  Sl  immer  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmen  kann. 

Durch  den  W^inkel  Sl  wird  offenbar  die  Lage  der  Mlltags- 
linie  gegen  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  bestimmt,  und 
da  man  oo,  co',  oo''  kennt,  so  wird  man  nun  auch  leicht  die  wirk- 
lichen Azimuthe  der  drei  Sterne  zu  den  Zeiten  der  drei  Beob- 
achtungen, d.  h.  ihre  Azimuthe  in  Bezug  auf  den  SQdpnnkt 
als  Anfang  der  Azimuthe  bestimmen  kCnnen.    Dann  werdeo  sich 
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aber  aus  den  bekannten  Azimutben  und  DeclinatioDen  der  drei 
Sterne  und  der  Polböhe  auch  leicht  ihre  Stundenwinkel  zu  den 
Zeiten  der  drei  Beobachtungen  berechnen  lassen,  und  kennt  man 
nun  noch  die  Rectascensiouen  der  drei  Sterne,  so  lassen  sich  auch 
auf  bekannte  Weise  die  den  Momenten  der  drei  Beobachtungen 
entsprechenden  Sternzeiten  bestimmen ,  was  hier  nicht  weiter  er- 
läutert zu  werden  braucht. 

Man  braucht  bei  dieser  Methode  zur  Bestimmung  der  Polhuhe 
nicht  einmal  im  Besitze  eines  Theodoliten  zu  sein.  Ein  Reiss- 
brett, das  sich  durch  drei  Stellschrauben  horizontal  stellen  lässt, 
und  eine  Kippregel,  wie  man  sie  bei  den  Messungen  mit  dem 
Messtische  gebraucht,  überhaupt  ein  Fernrohr,  das  sich  über  der 
Schärfe  eines  Lineals  tn  einer  Vertikalebene  bewegen,  und  mit* 
telst  einer  Schraube  in  verschiedenen-  Hüben  feststellen  lässt» 
können  schon  ausreichen.  Man  stellt  das  Reissbrett  horizontal, 
legt  die  Kippregei ,  an  welcher  man  das  Fernrohr  in  einer  gewis- 
sen Höhe  unveränderlich  befestigt  hat,  darauf,  bringt  durch  Ver- 
schiebung des  Lineals  der  Kippregel  auf  dem  Reissbrett  nach  und 
nach  den  ersten,  zweiten  und  (Tritten  Stern  in  den  Mittelpunkt 
des  Fadenkreuzes,  und  zieht  jedesmal  an  der  Schärfe  des  Lmeais 
auf  dem  Reissbrett,  dessen  Lage  natürlich  nicht  verrückt  werden 
darf,  mit  einem  etwas  harten  Bleistifte  eine  feine  Linie.  Dann 
sind  die  von  der  ersten  und  zweiten,  zweiten  und  dritten  Linie 
eingeschlossenen  Winkel  die  beiden  Azimuthaldiferenzen  der  drei 
Sterne,  die  man  dann  durch  hinreichend  bekannte  graphische 
Methoden ,  etwa  mit  Hülfe  eines  genauen  tausendtheiligen  Maass- 
stabes, genau  messen,  und  daraus  die  Polhuhe,  die  Lage  der 
Mittagslinie  und  die  Zeit  nach  der  im  Obigen  gegebenen  Anwei- 
sung berechnen  kann.  Es  scheint  wir  wünschenswerth,  dass  Lieb- 
haber astronomischer  Beobachtungen,  die  sich  nur  den  vorher 
erwähnten  äusserst  geringen  Instrumenten- Apparat  anzuschaffen  im 
Stande  sind,  sich  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Methode 
zur  Bestimmung  der  Polhube,  des  Meridians  und  der  Sternzeit 
bedienen  mochten,  und  auch  Lehrer  an  höheren  Unterrichtsan- 
stalten dürften  dieselbe  zu  zweckmässigen  Uebungen  vorge- 
rückterer und  fiir  solche  Dinge  sich  Interessirender  Scnüler  sowohl 
im  Beobachten ,  als  auch  im  Rechnen ,  benutzen  können ,  nament- 
lich auf  Lehranstalten  wie  die  höheren  Bürger-  und  Realschulen, 
welche  das  Hauptmittel  der  Bildung  ihrer  Schüler  mit  Recht  in 
der  Mathematik  suchen  und  suchen  müssen. 

Noch  will  ich  bemerken,  dass  sich  die  Formeln  13)  auf  fol- 
gende Art  durch  Einführung  einiger  Hülfswinkel  zur  logarithmi- 
schen Rechnung  bequem  einrichten  lassen.  Aus  der  ersten  dieser 
beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  auf  der  Stelle,  dass  die  positiven 
Grössen 

— m —  ""^^"(iv)- 

beide  kleiner  als  die  Einheit  sind,  so  dass  wir  also 
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cos6= — j-^^ —  -c^  V  ^\m)  ' 

«etzen  können.    Setze'i  wir  dann  noch 

tangF=:-^ 

und  nehmen  F  zwischen  —90^  und  -\-W^\  so  haben  wir  zur  Be- 
rechnung der  HulfswiDkel  F,  6\  H  die  folgenden  Formeln: 

18)        tangF=-jj^,    cosG=T^.secF,  cobH=z~~\ 

und  zur  Bestimmung  von  h--u  und  A-f-u  die  Ausdrucke: 

cos(A  —  ii)^cosG + cosH, 

cos(A  +  ti)  =  cos  Cr —  cosH; 
also  die  Formeln: 

cos(A  -  ti)  =    2cos  z^(G+  H)co8  ^(G—H), 

I«)     ^  11 

cos(A  +  1«)=— 2sing-  (G  +  Ä)sin2-(C— Ä); 
welche  zur  Rechnung  mit  Logarithmen  sehr  bequem  sind 
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Problemata  quaedam  ireometrica. 

Aactore 

Christiano  Fr.  Lindman, 

Lectore  Strengte«. 


1. 

Sectione  conica  data  una  com  puncto  quodam  ib 
piano  ejus  sito,  per  quod  punctum  ductae  rectae  Sectio* 
Bern  conicam  seoent;  invenire  locum  georoetricum  pun- 
ctorum,  ubi  eae  rectarum  partes,  quae  intrasectionem 
conicam  sint,  in  duas  partes  aequales  dividantnr. 

Notissima  est  aequatio  ' 

y^=z2px^qa:^  (l) 

in  qua  sectiones  conicae  omnes  continentur«  si  axis  abscissarum 
est  axis  per  verticem  transiens  et  origo  in  vertice  jacet.  Sit  a 
=abscissae,  /3=ordinafae  puncti  dati  et  9)=angulo,  quem  recta  per 
punctum  datom  transiens  cum  axi  abscissarum  constituit :  aequatio 
rectae  cujusvts  per  punctum  datum  ductae  erit 

y-|5  =  (;r-a)tg9  (2). 

Ex  bis  aequationibtts  inveniuntur  coordinafae  (=.Ti,  ffiyJ^n,  gn) 
punctorumy  ubi  recta  (2)  sectionem  conicam  (l)  secet.  Si  enim 
posuerimus 

Ä=  V/i«-2p(P-.«tg9)  tg(p  +  9(/3-«tgg>)» 
eliroinando  babebimus: 


■V 
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_ptgy--y(/3~tttgy)4  gtgtp  , 
_  ;?— (/?— gfgy)  tg<p  —  Ä 
_  p  tgy  --  y  (/3— tt  tgy )  —  g 


Positis  coordinatis  piincti ,  ubl  cborcta  in  duas  partes  aeqaales 
dividatur,  =|,  17,  habeuiroas: 

g|  4-  J^n  _  p  -  «^-cetgy)tgy  ^ 

yi  +yn^ptgy---y(P->-fttgy) 
'  2  tg*9)~7 

Ut  locus  quaesitus  ioTeiiiatur,  ex  bis  aequationibus  exterminaada 
est  tg9>.  Exterminatio  hoc  modo  facilliine  fieri  videtur.  Si  ab 
utroque  membro  aequationis  (3)  sabtrabitur  a,  invenimus»  reda- 
ctione  facta: 

p  +  ya  —  ftgy 
tg«9  — 7 

qaae  aequatio»  per  (4)  divisa«  dabit: 


Qnde  iDvenitur 


^         (p+ jr«)tgg}  -  j/5 ' 


vel ,    c = — ? —  posito , 
p  +  qoi  *^ 

Substituto  c  aequatio  (4)  in  banc  abit: 

g(tg<p--cy) 
^     c(tgV-"y) 

qaae,  valore  nuper  inveDto  ipslna  Im  substitoeDdo,  rite  coDcinnäta 
et  divislone  a  ractoribas  17,  1 — irg  utrique  membro  communibos 
liberata  dabit 


I., 
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C1J«— cfl«— ejhy— (^-2cj«)H-«(|S-<cf«)=0. 

Divisione  porro  per  c  (acta  et  valore  ipstaa  c  aubstitoto,  ba«> 
bebimua  tandem 

fl^-^S'-ßtl-(p-9^H+pct^0,  (6) 

quae  est  aequatio  loci  auaeMiti.  Quia  hnic  aeqimtiooi  aatiafacinnt 
coordinatae  puncti  dati,  locus  quaesitos  per  boc  punctum  trauseat« 
necesse  est*). 

Aequatio  inventa  est  sectionis  conicae,  quippe  quae  sit  se- 
cuodi  gradus.    Quia  genus  curvarum,  quae  id  aequatioue  generiUi 

Ay^  +  ßxy  +  Cr«  +  Dy  +  Ex  +  F=0 

continentur,  a  valoribus  coöfBcieDtium  A,  B,  C  ita  pendet,  ut  sit 
Ellipsis  aut  Paraboia  aut  Uyperbola,  proat  sit 

< 

> 

et  boc  loco  est  -4  =  1,  Ä  =  0,  C=  —  g,B^ — iAC=:iq,  sequitur, 
ut  ait  locus  inventus  Ellipsis  aut  Paraboia  aut  Hyperbola,  prout  sit 

9=::0.  A  quantitate  q  eodem  modo  peodet  genus  sectionis  coni- 
cae datae,  quaroobrem  locus  inventus  ejusdem  est  generis  ac  Sectio 
couica  data. 

Posita  ^  =  —  l,  curva  data  abit  in  circulum,  cujus  radius  eat 
=p.  Tum  initium  coordinatarum  in  puncto  extremo  cujusvis  dia- 
netri  sumere  licet  et  convenientissimum  vldetur  iy-axem  paral- 
lelma  diaroetro  per  punctum  datum  transeunti  ducere.  Ita  fit  « 
=p  et  aequatio  (5)  baue  sibi  induit  formam: 

quae  est  aequatio  circuli,  cujus  centrnm  in  diametro  circuli  dati 
proxime  citato^  jacet  cujnsque  peripberia  per  punctum  datum  ei 
centnim  circuli  dati  transit.  Si  punctum  datum  extra  circulum 
datum  jacet»   circulus  datus  ab  invento  birariam  secatur.    Rectis 


♦)  Potito  ^=0,  Infeoitur 

nndo  Hqaet,  loeoro  qnaesitnm  ab  ail  abtcifltnmm  in  dqobat  panctlt  te- 
cariy  tl  Q  non  est  =0,  allat  wm  nisi  in  «no,  acilicet  eo,  ob!  jperpendica- 
larit  a  pnacto  dato  dacta  axem  absciMaram  secat  St  g  non  eat  =0, 
enrra  habet  centnim,  per  qaed  hmc  cata  loorn  qaaetilae  Iraaeil. 
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a  puncto  dato  ad  haec  puncta  interaectionis  dacti«,  ambae  tan- 
gentes,  quae  a  puncto  dato  duci  possunt,  inveniuntur^  id  quodusu 
qnoquo  veoity  8i  circuli  quotcunque  dato,  cooceotrici  acribuntar*). 
Quod  theorema,  quamquam  in  libris,  quibus  uti  mihi  licet ,  inte- 
iure  non  potni,  notum  arbitror.  At  vero  quuni  hoc  theorema  ex 
problemate  tractato  faclle  eraatur,  probabile  videtur,  eandem  pro- 
prietatem  cunctis  sectionibus  conicis  esse  communem,  quod  doc 
modo  facillime  demonstratur.  Aequatione  (1)  differentiata  bi* 
venimus 

dx  9     ' 

qnamobrem  aequatio  tangentis,  per  punctum  datum  transeuntls,  est 

ubi  Xy  y  sunt  coordinatae  puncti  contactus ,  quae  ex  hac  et  prima 
aequatione  deterroinari  possunt  quaeque  pro  |,  ri  in  (5)  substitutae 
huic  satisfacere  debent.  Quod  tarnen  lacere  opus  non  est,  quia 
aequatio  (6)  concinnata  auintam  reddit,  si  o:,  ^  uro  $,  ri  substitu- 
untur.  Itäque  si  punctum  datum  extra  curvam  (1)  situm  est»  haec 
curva  in  duobus  punctis  secatur  a  curva  (5),  in  quibus  curva  (1) 
a  rectis  per  punctum  datum  ductis  tangitur,  id  quod  usu  quoque 
venit,  si  sectiones  conicae  quotcunque  datae  similes  atque  concea- 
tricae  scribuntur.  Rectae  quoque  per  punctum  datum  ductae  et  has 
sectiones  secantes  a  curva  (5)  in  duas  partes  aequales  dividiintor. 


II. 

Centro  intra  angulum  datum  sito  et  axi  transverS'o 
dato,  invenire  sectiooepi  conicam,  quae  crura  angnli 
contingat. 

Hoc  problema  in  Comment.  Acad.  Petropol.  Tom.  IV.  pag.  46  olim 
solutum  est  a  Jac.  Herrn  anno,  qui  1.  cit  elegantem  constructio- 
nem  dedit,  sedde  Ellipsi  tantum  locutus  est.  De  problemate  suo 
Hermann  US  dicit,  id  in  libris  novem  Philippi  de  la  Hire,  qut 

firoblemata  de  sectionibus  conicis  tractant,  non  inest*e  neque  so- 
utionem  ejus  insigni  illi  geometrae  occurrisse.  Interventu  Varigno- 
Uli  ad  eximinm  geometram  nescio  quem  missum  est,  qui  solutionem 
ope  caiculi  analytici  statim  nactus  in  aequationem  biquudraticam 
incidisse  dicitur,  quae  Hermanne  judice,  siraplicissima  solutio 
sit,  quae  hac  ratione  sperari  possit.  Quia  hoc  Judicium  verissi- 
mum  mihi  visum  est,  aliam  solutionem  invenire  conatus  suro,  iis- 
dem   fere   atque  Hermann i    nixam   principiis,    quae    tamen    uno 

3uasi  ictu  problema  generalius  solvat.  Hanc  solutionem  suppe- 
itat'  theorema  cognitumt  „circulus,  cujus  radius  aeaualis  est 
semiaxi  transverso  sectionis  conicae,  e  centro  ejus  aescriptns 
tangentes  ejus  in  genere  in  duobus  puDctis  secat  et  foci  jacent  hi 

*)  eslra  qaos  tanisa  paaetam  datan  jacet. 
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rectisy    quae   per   haec  pancta  ad  tangeotes    dacuotur    perpendi- 
Gulares." 

Sit  jam  Tab.  X.  Fig.  7.  BED  augulua  dahis,  O  centnim  et  mit 
semiaxis  datus.  Circulus  e  O  descriptus»  cujus  radias  est  =zmnt 
crura  anguli  in  A,  B,  C,  D  secat.  Rectis  ad  crura  augiili  per- 
pendicularibus  per  haec  puncta  ductin,  puncta  f,  f,  F,  F'  habebi- 
musy  e  quibus  iiaec  sunt  foei  Hyperbolae,  illa  foci  Ellipsis.  Quia 
jara  Situs  axis  transversi  et  magnitudo  excentricitatis  innotuit,  con- 
structio  sine  ulla  difficultate  fieri  potest. 

Facillimo  usque  negotio  valorem  [excentricitatis  reperire  licet. 
Posito  enini  mn  =  a,  et  OE=iky  quum  O  origiDem  coordioatarum 
orthogonalium  et  OE  axeni  abscissarum  facimus,  habemus  aequa* 
tionem  circuli  ABDC  * 

et  aequationem  rectae  per  E  ductae  et  OE  sub  angolo  co  secantis 

y  t=  (ar-Ä:)  tgw, 

Si    haec    recta   circulum    secat >   coordinatae   punctorum    ioterse- 
ctionis  sunt 

y= — k  SinoCosoo  dt  Siuw  Va^ — Ä^Sin^eo. 

Ponendo  BEO=a,  DEO=ß  et  faciendo  prius  o}  =  1800-«. 
deinde  g)=J?>  et  brevitatis  caussa 

Va«— A2Sin2a=^a,       V^i*-Ä*Sin«?  =  ^^ , 

babemas  coordinatas  punctorum 

A  ...  .  {x=^kSin^a  +  QaCo8a,  y=Ä:SinaCosa — ^aSiua; 

B. .  . ,  {a:=ASin*a— ^oCosa,  y=Ä:SinaCo8a  +  ^aSiDa; 

C . . . .  U=:Ä  Sin«|5  +  Qß  Cosft  y = -  *  SinjJ  Coaß  +  Qß Sin/S; 

D ta:=  A  Sifl«i5— ()^  Cos/? ,  y=-k  SinjJ  Cosß—Qß  Sin/?. 

Faclllime  jam  reperiuntur  coordinatae  punctomm 

^^^       Siüia+ß)  lJ:«=-^i; 

/  .<  *    t  '  "] 

y»^""        Sin(a+i5) 
Theil  XIX  32 
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^g  Sinj3 —  Qß  Sin« 

l^^*""  Sin(a+jJ) 

Exceatricitas  EllipsU  jam  est 

et  excentrieitas  Hyperbolae 

=    V  Qa*+Qß*+2QaQß Cos(a  + jJ). 

Si  angulus  a-f-/?  est  obtusus,  hie  valor  est  excentricitatis  Elli- 
psis,  nie  excentricitatis  Hyperbolae.  Itaque  ponere  licet  exceutri- 
citatem 

==   V  Qa^  +  Qß^'f^QaQßCosia+ß), 

ubi  Signum  superius  yalet  pro  Ellipsi  et  inferius  pro  Hyperbola, 
81  est  a+ß^^,  inferius    contra  pro  Ellipsi»    superius  prd  Hyper* 

MF 

bola,  81  est  c^+ß'^n- 


III. 

Rectangulo  dato  Rhombuni  datae  magiiitudini8(=il) 
inscribere. 

Posito  (Tab.  X.  Fig.  8.)    latere  Rboinbi   a8=a:,  AAad=fp, 
/\aSY=^9  Aß=ui,  BC==hf  habebimus  aequationes: 

-4=ar*Sinif;, 
0=0;  tCos(i^— g)) -f- Cosg)) , 
b=x  |Sin<p  +  Sin('^ — 9)). 

Ex  formulis  notissiniis  seqmtnr,  ut  aequationes  posteriores  io 
has  transeant:        / 

1  I 

a=2a:  Cos  jtp  Cos(9— g-^), 

/>=2a:  Sin^^Co8(9-*i^) ; 
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aaruin  divisiwne  eruitur 

sl  angalum  ^  esse  constantem,  quippe  qui  a  magnitudine  Rhombi 
on  pendeat.    Jam  obtinemus 

Sin  3-11;= -7===,    rftg--t/i=  — ; 


leoque 


^d!^  «""-l*)=V"rl 


Quia  unitas  est  maximus  valor,  quem   Cosinus  habere  potest^ 
scesse  est,  sit  niinimum  ipsius  A^=s^O,  cui   valori  respondet 

1 


IV. 

Invenire  locum  geometricum  punctoruni»  in  quibas 
B  mutuo  secant  rectae,  qaae  per  extremarectae  datae 
Hncta  ducuntur  et  ejusmodi  angulos  cum  data  fa- 
uut,  ut  Tangens  unius  sIt  aequalis  Cotangenti  aut 
inui  alterius. 

Ponamus  rectam  datam  =2a  eanique  axeni  coordinatanim  ortho* 
Malmm  sutnamus.  Initio  abscissarum  in  medio  ejus  collocato  po- 
ti»qne  =9,  ^(9>>^)  angulis,  quos  rectae  per  puncta  eztreoia 
BBseontes  faciunt,  habebimas  aeqaationes  rectarum 

y=(a:-a)tg9,    y=(x+a)tg^, 

Si  priüs  tg^=Cot^  posuerimus,  inveniemus 

lae  est  aequatio  Hyperbolae  aequilaterae.  Facile  patet,  hoc  esse 
m  nisi  casum  specialem  theorematis  de  angulis  chordarum  8up> 
ementarium. 

Posito  jam  tg^;  =  Sin^ ,  habebinius 

y*=ziax 

A  Parabolaro ,  quae  per  origineni  transit  et  parametruni  =  4a 
ibet.  Puncta  extrenia  datae  rectae  sunt  focus  et  id  punctum, 
H  directrix  axerti  secat. 
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XXXIV 


Uebuni^  -  Aufgraben. 


Zwei  Aufgaben  von  Herrn  Dr.  Wilh.  Sehe II ,    Privatdocenten   an  der 

Universität  zn    Marburg. 


1.  Es  seien  drei  feste  Punkte  A,  B9  C  gegeben,  ein  vie^ 
ter  Punkt  M  soll  sich  so  im  Räume  bewegen,  dass  die  kurpe^ 
liehe  Ecke  M  der  vierseitigen  Pyramide  ABCM  eine  constante 
Grosse  bleibt.    Welches  ist  der  Ort  der  Spitze  ilf  ? 


2.  Es  sei  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  bezogen  auf  da;s  Sy- 
stem der  Hauptaxen  und  Xy  y,  z  die  Coordinaten  eines  Punktes 
üf  derselben.  Ferner  seien  A,  J^,  C  irgend  drei  feste  Punkte 
im  Kaume;  mau  zieht  von  diesen  nach  einem  vierten  Punkte  if 
die  drei  Strecken  X,  (i,  v.  Auf  welcher  Fläche  liegt  JU',  wenn 
X=:Xf  |x=:y,  v  =  z  sein  soll?  * 


/ 
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Lehrsatz  xu  beweiien. 


(Au«  den  Nouvelles  Annale«  de  Mathematiqne«,  Journal  etc.  r^digö 
par  Terqnem  et  Gerono.     Septembre.     1852.     p.  324.), 

Si  r^quation  da  troisi^me  degr^  a  une  racine  de  la  forme 
a  -f  y/b ,  a  et  6  etant  des  norobres  comroensurables ,  les  quanti- 
tes  conteoues  80us  le  radical  dans  les  formules  ordinaires  d^vien- 
nenC  des  cubes  parfaits. 


Lehr«atz    zu  beweisen. 

Tout  nombre  entier  qui  n'est  pas  compris  dans  la  formule 

4/im — m  —  n 
est  necessairement  compris  daos  la  formule 
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XXXV 


i  8  c  e  J  1  e  n. 


Ein  Billardj^obleni. 

Von  Herrn  Dr.  Aagutt  Wiegand,    Oberlehrer  an  der  Bealsrhnle 

in  Halle. 

Ein  Spieler^  welcher  an  der  kurzen  Bande  AB  (Taf.  IX. 
Fig.  9.)  eines  Billards  steht,  will  einen  vor  dem  rechten  Eck- 
loche B  stehenden  Ball  durch  seinen  a  main  beOndlichen  Ball 
quadrupliren ;  wo  hat  er  seinen  Ball  hinzusetzen,  und  in  welcher 
Richtung  niuss  er  stossen? 

Bezeichnet  die  gebrochene  Linie  EFGHB  die  Bahn  des  Bal- 
les, 80  handelt  es  sich  offenbar  nur  um  die  Bestimmung  der 
Punkte  E  und  F.  Zu  dem  Ende  setzen  wir  EB^^w,  BF=^x, 
CG=y,  DH=Zf  so  ist,  wie  sich  leicht  ergiebt ,  wenn  wir  ^A=a 
und  ^C=z2a  setzen, 

ar        2a— ar  z  2a— z' 

Da  wir  vier  unbekannte  Grossen,  aber  nur  drei  Gleichungen  haben,  ' 
so   ist  die  Aufgabe  unbestimmt.    Eliminiren  wir  aus  den  vorigen 
Gleichungen  ;/  und  z,  so  bleibt  die  Gleichung 

iaw 


2o  +  fo' 

oder  w6nn  wir  die  lange  Bande  mit  A  bezeichnen  ^ 

2Aw        ,  ^ 
A+w        ^  ' 
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Es  geht  hieraus  hervor,  dass  sich  der  Spieler  entweder  den  Aus- 
satzpunlct  uählen  kann  und  den  Anschlagepunkt  F  zu  suchen  hat, 
oder  aber  dass  er  den  Anschlagepunkt  wählen  kann  und  den 
Aussatzpunkt  suchen  muss.  Stellte  er  z.  B.  den  Spielball  an  das 
Loch  A ,  so  wäre 

1 


W=:a=:^A, 


and  also 


Aus  der  Gleichung  (a)  ersieht  man  ferner,  dass  x  das  har- 
monische Mittel  zwischen  A  und  w  ist;  man  wird  deshalb,  wenn 
der  Punkt  F  gewählt  ist,  zu  den  drei  Punkten  J?,  F  und  C  den 
dem  Punkte  C  zugehörigen  vierten  harmonischen  Punkt  K  zu 
suchen  und  BE=^BK  abzutragen  haben ,  um  den  Aussatzpunkt 
des  Spielballs  für  den  gewählten  Anschlagepunkt  F  zu  finden.  Es 
bedarr  wohl  kaum  der  Erwähnung,  dass  oer  Spielball  nicht  gerade 
nach  E,  sondern  nur  nach  einem  beliebigen  Punkte  der  Linie 
EF  gesetzt  werden  muss. 


Errata  in  Tomo  XVll. 

V 

-      1  ■ 

Pag.  455  lin.  6  ab  imo  pro  Sin"^  legas  SioTtj?.  ,    . 
455    „  5      „  „   ««-1     ^       Wii-i. 


99 


99 


t» 


»» 


456  '„  8    a  suiD.    „   (m— 4)»-*  legas  (/i— 4)'-'J . 

458  „6  ab  imo    „   (it-2p)'»-i    „     (n-.27?)«-i. 

459  >,  2  a  8um.     „  Xm — 1  legas  a:""— ^. 


,,    460    5,  5       „         „     /      —-—dxlegnsj      — ^— iir=x, 

„    460    ,9  9      „         „    unaequaeqoe      „    unaquaeque. 
9,    461    ,»  3  ab  imo   ,,    habet  legas  habeat. 


Druckfehler. 
Tbl.  XIX.  Z.  12.  Statt 

8r      ^  8i  "■  a*         ,                  Or      ^  81  ""^  8i 
gT=: Q, setze  man      gr  = ^ 
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liiterarliselier   Serlelit. 


C^chichte  der  mathematlk  und 

Physik. 

Wir  machen  die  Leser  des  Archivs  auf  eine  am  27.  MSne  1852 
zur  Torfeier  des  dreiundiieunzitrsten  Stiftungsta^es  der  KSnigl. 
Baierischen  Akademie  der  Wissenschaften  von  Herrn  Geheimrath 
Friedrich  Thiersch  gehaltene 

Rede  über  die  wissenschaftliche  Seite  rein  prakti- 
scher Thätigkeit 
aufmerksam,  welche  in    den   Gelehrten   Anzeigen,  heraus* 
gegeben  von  Mitgliedern  der  Kunigl.  Baierischen  Aka- 
demie.    1852.    Nr.  64.  ff.  abgedruckt   ist. 

Diese  schon  an  sich  durch  ihren  Gegenstand  höchst  interes- 
sante und  lehrreiche  Rede  enthält  die  Lebensbeschreibungen 
zweier  Männer,  in  denen  tiefe  wissenschaftliche  Bildung  und  gros- 
ses praktisches  Talent  in  einem  so  vorzüglichen  Grade,  wie  man 
dies  selten  antrifft,  vereinigt  war,  nämlich  Georg  von  Rei- 
chenbachs (geboren  am  24.  August  1772  zu  Durlach,  gesWben 
den  21.  Juni  1826)  und  Joseph  von  Fraunhofers  (geboren 
den  6.  Mai  1787  zu  Straubing,  gestorben  am  7.  Juni  1824.).  Ausser- 
dem enthält  diese  Rede  eine  Menge  fSr  jeden  Mathem«itiker  buchst 
interessanter  Notizen  über  die  berühmten  mechanischen  und  opti- 
schen Institute  zu  München,  und  biographische  Mittheilungen 
über  die  berühmten  Mechaniker  und  Optiker:  v.  Utzschneider, 
Liebherr,  Traugott  Lebrecht  Ertel,  dessen  Sohne  Georg 
und  Gustav  Ertel,  Georg  Merz  und  dessen  Sohne  Ludwig 

Band  X1\.  73 


926 

und  Sigmund  Merz,  Mahl  er  und  Andere.  Auch  zeichnet 
Herr  Thlersch  in  sehr  interessanter  Weine  den  zwar  nicht  durch 
Schriften,  aber  durch  andere,  namentlich  eeodätische  Arbeiten 
als  trefflichen  Mathematiker  bekannten  Benediktiner  Ulrich 
Schiegg,  geboren  am  3.  Mai  1752  zu  Gosbach  an  der  Filz  bei 
Wiesensteig,  gestorben  am  4.  Mai  1810,  der  mehreren  der  oben 
genannten  Männer,  namentlich  Reichenbach,  stets  mit  seinem 
wissenschaftlichen  Rathe  beistand,  und  fast  täglich  in  Reichen- 
bachs  mechanischem  Institute  gegenwärtig  war.  Wir  wüssten 
keine  Schrift,  in  welcher  manaufverhältnissmässiü: kleinem  Räume 
so  viele  interessante  und  lehrreiche  Mittheilungen  über  die  be- 
rühmten mechanischen  und  optischen  Institute  zu  München  bei- 
sammen fände,  als  obige  Rede,  fiir  welche  daher  alle  Mathema- 
tiker mit  uns  sich  Herrn  Thiersch  zu  um  so  grosserem  Danke 
verpflichtet  fiihlen  werden,  da  das  wissenschaftliche  Fach ,  in  wel- 
chem derselbe  sich  vorzugsweise  berühmt  gemacht  hat,  bekannt- 
lich nicht  die  Mathematik  ist.  Kein  Mathematiker  wird  diese  Rede 
ohne  lebhaftes  Interesse  lesen  und  -ohne  grosse  Belehrung  aus 
der  Hand  legen.  Dieselbe  liefert  jedenfalls  einen  sehr  guten  Bei- 
trag zur  Geschichte  der  Mathematik. 


Von  des  Königs  von  Baiern  Majestät  ist  bei  der  Konigl. 
Baierischen  Akademie  der  Wissenschaltcn  eine  besondere  natur- 
wissenschaftlich- techni^scheCommission  eingesetzt  wor- 
den, bestehend  aus  den  Herren  v.  Fuchs,  Lamont,  v.  Her- 
mann, V.  Kobell,  SchafhäutI,  Ohm,  Buchner  jun.,  Fet- 
ten kofer  und  Seidel,  welche  sich  vorzüglich  naturwissenschaft- 
lich-technischen Arbeiten  zu  widmen  haben  wird,  eine  Einrichtung, 
die  gewiss  allgemeine  Nachahmung  verdient.  Zur  Ausführung  ihrer 
Arbeiten  und  Versuche  ist  dieser  Commission  jährlich  die  ansehn- 
liche Summe  -von  5000  Gulden  aus  der  Allerhöchsten  Kabiuets- 
kasse  zugewiesen  worden. 


Aritbmetfk« 


Das  Neueste  und  Interessanteste  aus  der  Loga* 
rithmotechnik  und  der  Anwendung  der  Logarithmen 
auf  das  Leben.  Nach  den  englischen  und  francr»8i- 
schen  Schriften  von  Byrne  und  Koraiek  übertragen 
von  A.  Lorey,  Director  der  Secundar-  und  ersten  Bür- 
gerschule zu  Eisenach.  Weimar.  Voigt.  1852.  8.  20Sgr. 

Diese  Schrift  Ist  der  Beachtung  aller  derer,  welche  sich  fär  die 
numerische  Berechnung  der  Logarithmen  interessiren ,  da  sie  nicht 
wenige  neue  Rechnungsvortheile  enthält,  zu  empfehlen,    und  der 
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Herr  Uebersetzer  bat  sich  durch  deren  Uebertraffuiig  auf  deut- 
schen Boden  ein  Verdienst  erworben.  Auch  manche  historische 
Bemerkungen  und  einige  Tafeln  enthält  dieselbe. 


Physik. 

Die  Elemente  der  Physik  von  C.  Cabart,  Repetent 
an  der  polytechnischen  »Schule  in  Paris.  Deutsch  be- 
arbeitet zum  Gebrauch«  bei  Vorlesungen  an  Universi- 
täten, polytechnischen  und  Gewerbeschulen,  Real- 
und  Miiitairschulen,  so  wie  zum  Selbstunterrichte, 
als  Vorbereitung  fürs  Examen  für  angehende  Medici- 
ner  u.  s.  w.  Mit  Ober  200  in  den  Text  gedruckten  Ab- 
bildungen.   Leipzig.    A.Abel.    1852.    8.    1  Thlr.  10  8gr. 

Eine  Vorrede  giebt  uns  über  Zweck  und  Veranlassung  die- 
ser CJebersetzung  eines  französischen  Elementarlehrbuchs  der  Phy- 
sik keine  Auskunft^  auch  hat  der  Uebersetzer  sich  nicht  genannt. 
Das  Buch  enthält  nur  die  Elemente  der  älteren  Physik  in  einer 
einfachen  und  leicht  verständlichen  Sprache,  durch  gute  Holz- 
schnitte erläutert ,  wobei  wir  aber  den  Leser  bitten ,  das  vorher 
gesperrt  gedruckte  Wort  „älteren"  wohl  zu  beachten.  Denn  in 
etwas  auffallender  Weise  enthält  das  Buch  fiber  die  neueren  Fort- 
«cbritte  der  Physik  gar  nichts,  sieht  nicht  einmal  eine  Notiz  von 
denselben  bloss  dem  Namen  nach.  Eis  enthält  daher  (etwa  mit, 
Ausnahme  von  §.  338  )  nichts  über  Elektromagnetismus,  elektri- 
sche Telegrapbie ,  nichts  über  Polarisation ,  Interferenz,  Beugung, 
doppelte  Strahlenbrechung,  u.  s.  w.,  woraus  unsere  Leser  schon 
sehen  werden ,  in  wie  fern  das  Buch  zu  dem  auf  dem  Titel  an- 
gegebenen vielfachen  Gebrauche  geeignet  ist  oder  nicht.  Wer 
aber  bloss  die  Lehren  der  älteren  Physik  in  kurzer  Zeit  übersicht- 
lich kennen  lernen  will,  mag  immerhin  in  dem  Buche  seine  Rech- 
nung finden,  namentlich  dann,  wenn  er  an  die  mathematische  Begrün- 
dung, die  in  demselben  ziemlich  schwach  ist,  keine  besonderen 
Ansprüche  macht.  Freilich  aber  haben  wir  dergleichen  Bücher  in 
Deutschland,  und  zwar  manche  sehr  gute,  schon  genug,  und  das 
vorliegende  Werk  wäre  daher  nach  unserer  Ueberzeugung  besser 
unfibersetzt  geblieben,  wenn  auch  die  Uebersetzung  nicht  gerade 
Schaden  bringen  wird.  Wozu  soll  aber  Deutschland  so  sehr  mit 
Uebersetzungen  überschwemmt  werden!  Allerdings  scheinen  manche 
frühere  Uebersetzer  in  ihrem  Uebersetzungseifer  in  neuerer  Zeit  etwas, 
oachgelassen  und  sich  mehr  aufs  Resensiren  verlegt  zu  haben; 
indess  muss  es,  nach  vorliegender  und  anderen  Proben  doch  wohl 
immer  noch  Leute  genug  geben ,  die  bei  dem  Uebersetzen  mathe- 
matischer und  physikalischer  Schriften  des  Auslandes  das  Ge- 
schäft jener  Herren  mit  Vortheil  glauben  fortsetzen  zu  können. 
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Die  elektriscbeo  Telegraphen.  Gemeinfasttlielie 
Erläuterung  über  die  Prineipien  und  Apparate  der 
neueren  Telegraphie.  Mit  21  Abbildungen  in  Holz- 
schnitt.   Stuttgart.    Kneller.    1852.    8.    6  8gr. 

Eine  zwar  kleine ,  aber,  ivie  es  scheint,  recht  instructive,  ganz 
populär  gehaltene,  und  daher  für  jeden  Laien  verständliche  Schrift, 
der  wir  müglichste  Verbreitung  wünschen,  weil  allgemeine  Be- 
griffe über  ihren  so  höchst  wichtigen  Gegenstand  jeder  Gebildete 
sich  gewiss  gern  aneignen  wird.  Dieselbe  ist  übrigens  ein  be- 
sonderer Abdruck  eines  Aufsatzes  in  Her  in  demselben  Verlage 
erscheinenden:  Neuen  illustrirten  Zeitung. 


Astronomie- 

Mittlere  Oerter  von  12000  Fixsternen,  für  den  An* 
fang  von  1836',  abgeleitet  aus  den  Beobachtungen  aut 
der  Hamburger  Sternwarte  von  Carl  Rümker.  Vierte 
Abtheiinng.  Zweite  Hälfte,  die  22ste  und  23ste  Stunde 
enthaltene!.  Hamburg.  Perthes,  Besser  und  Mauke. 
L852.  4. 

Mit  dieser  Abtheilung  ist  dieser  vortreffliche  Stemcatalo^ 
die  mühsame  Arbeit  vieler  Jahre,  dessen  vorhergehende  Abthei- 
lungen  im  Literarischen  Berichte  angezeigt  worden  sind,  so  viel 
wir  wissen,  vollendet,  wozu  wir  dem  verehrten  Herrn  Verfasser 
und  der  Wissenschaft  von  Herzen  Glück  wünschen.  Möge  der- 
selbe recht  vielfach  gebraucht  werden  und  zu  recht  vielen  neuen 
Untersuchungen  Gelegenheit  geben. 


W  a  u  t  i  k. 

Leitfaden  zum  Studium  der  Marine  •  Artillerie. 
Nach  den  besten  Quellen  bearbeitet  von  F.  Haus- 
knecht, Marine-Artillerie-Hauptmann  (zu  Triest).  Hit 
5  Kupfertafeln.  Wien.  Gerold.  1852.  8.   3  Thlr.  24  Sgr. 

Dieses  Buch  ist  fSr  das  kaiserlich  Osterreichische  Marine  •  Ka* 
detten  -  Kollegium  bestimmt,  um  als  Basis  des  Unterriehts  in  der 
Marine-Artillerie  dienen  zu  können.  Es  enthält  deshalb  natürlich 
alles  dahin  einschlagende  Technische  in  der  nothigen  Vollstftn- 
diffkeit,  was  aber  nicht  in  den  Kreis  dieser  literarischen  Berichte 
genort,  wenn  wir  auch  nicht  unbemerkt  lassen  wollen,  dass  wir 
manche  allgemeiner  interessante  Abschnitte  mit  Vergnügen  gele- 
sen haben,  und  durch  die  Einfachheit  und  Deutlichkeit  der  Darstel- 
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lung  seht  befriedigt  tvorden  sind.  Eririilinunf;  musaten  nir  aber 
dieses  geniss  in  mehreren  lIcKiehungeri  Tcrdiensllicbeii  Uuchs  des- 
halb tbun,  weil  sieb  im  dritten  Abschnitte  des^selbcii  (S.  185.  ~ 
S.  279.)  eine  recht  f;ute  elementar-matbeniatiscbe  Bebandlung  der 
Ballistik,  überall  mit  gebührender  Rüclisicbt  auf  das  Praktische, 
findet,  die  auch  Mathematiker  mit  Interesse  lesen  werden.  Der 
dritte  Abschniir  ist  ülierscbrieben:  „Vom  Schiegsen  und 
Werfen"  und  euthlitl  nach  einer  Einleilun;;  über  die  betreffen- 
den allgemeinen  Begriffe  fünf  Kapitel,  nämlich:  /.  Knpitel. 
Von  der  Bewegung  der  KGrper  im  luftleeren  Uaume. 
//  Kapitel.  BeweeuDB  der  Kürper  im  wid  erstehenden 
Mittel.  ///.  Kapitel.  Von  den  Elevalinnen  und  Seiten- 
richtungen der  Geschütze,  welche  die  Abmessungen 
der  Rapperte  und  Stückpforteii  erlauben.  IV.  Kapitel 
Berechnung  der  Scbusstafetn.  V.  Kapitel.  Von  den 
Rftketeu. 


Mathematisch-nstronomiscfac  Section  bei  der  Ver- 
sammlung deutscher  \aturtorsctier  und  Aerzlc  zu 
Gotha  vom  l8ten  bis  24sten  September  1851. 

Bei  der  im  vorij^en  Jahre  in  Gotha  slatigefundenen  Versamm- 
lung deutscher  Naturforscher  und  Aerzle  hatte  sich  eine  beson- 
dere mathematisch-astrotiomische  Section  gebildet,  welche  ziem- 
lich zahlreich  vertreten  war.  Deshalb  ersuchte  ich  Herrn  Profes- 
sor Bretschneider  in  Gotha,  der  den  Vorsitz  bei  dieser 
Section  geführt  hatte,  mir  gelnlllgst  einen  Berieht  über  die  Ver- 
handlungen derselben  zur  Einruckung  in  den  literarischen  Be- 
richt des  Archivs  zu  übersenden,  welcher  Bitte  Herr  Professor 
Bretschneider  auch  bereitwilligst  in  sehr  daiikenswerlher  Weise 
entsprochen  hat.  Indem  ich  nun  diesen  Bericht  des  Herrn  Pro- 
fessor Bretschneider  den  Lesern  des  Archivs  milzutbeilen 
tuir  erlaube,  knüpfe  ich  durno  zugleich  den  Wunsch,  dass  auch 
bei  der  in  diesem  Jahre  in  Wiesbaden  statllindenden  Versanim- 
loDg  deutscher  Natiirfoiscber  lind  Aerzte  sich  die  deutschen  Ma- 
thematiker nieder  niüiilichst  zahlreich  betheiligen  machten,  was 
für  viele  leichter  ausführbar  sein  nird.  als  für  den  an  die  äusser- 
ste  Grenze  des  deutschen  Vaterlandes  verschlagenen,  und  mit 
sehr  verschiedenartigen  Amts-  und  anderen  Gesch.^ften  gerade 
jetzt  sehr  tiberladenen  Herausgeber  des  Archivs.  Sollte  aber  des- 
sen Wunsch,  dass  sich  bei  der  diesjährigen  Versammlung  wieder 
eine  besondere  Scciion  für  Mathematik  und  Astronomie  bilden 
müchte,  nitlilich  in  ErMllung  gehen,  so  wird  derselbe  sehr  er- 
freuet werden,  wenn  ihm  von  dem  dereinstigen  Vorsitzenden  die- 
ser Section,  auch  ohne  besondere  Aufforderung  von  seiner  Seite, 
ein  Bericht  über  die  stattgehabten  \'erhandlungen,  elwa  in  der- 
selben Weise,  »ie  der  folgende  Bericht  des  Herru  Professor 
Bretschneider,  eingesandt  wird,  der  dann  gewiss  sogleich  in 
dem  Archiv  abgedruckt  werden    wird. 


Es  folgt  nun  der  Bericht  di 
der    über   die  Verhandlungen    der 
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Section  der  Veraanimlung  deutscher  Naturforscher  and  Aerzte  lu 
Gotha  im  Jahre  1851. 

Grnnert 


Die  im  yorigeo  Jahre  vom  ISten  bis  248teD  September  in 
Gotha  abffehaltene  Versammlung  deutscher  Naturfor- 
scher unaAerzte  war  von  IMatheinati  kern  so  zahlreich  besucht, 
dass  der  noch  nicht  hHufic  vorgekommene  Fall  eintrat,  dass 
eine  besondere  mathemati8ch*astronomi8che  Sektion  gebildet  wer- 
den konnte,  vrelcbe  in  der  That  vier  Sitzungen  hielt.  Da  über 
die  Verhandlungen  der  Versammlung  und  der  von  ihr  gebildeten 
einzelnen  Sektionen  zur  Zeit  noch  nichts  «"iffentrich  bekannt  wor- 
den ist,  so  wird  es  den,  Lesern  des  Archivs  wohl  nicht  aninte- 
ressant sein,  hier  wenigstens  über  die  Vorträge  der  astronomisch 
mathematischen  Sektion  eine  kurze  Notiz  zu   erhalten. 

Als  Theilnehmer  an  den  Versammlungen  der  gedachten  Sektion 
hatten  sich  eingezeichnet: 

1)  Professor  C.  A.  ßr«tschneider  aus  Gotha. 

2)  Uofrath   P.  A.   Hansen,    Direktor  der  Sternwarte 

in  Seeberg, 

3)  Professor  Stieffei  aus  Carlsruhe, 

4)  Professor  Riecke  aus  Hohenheim, 

5)  Dr.  J.  G.  H.  Swellengrebel  aus  Utrecht, 

6)  Professor  G.  J.  Ohm  aus  München, 

7)  O.  Sittig,  Privatgelehrter  aus  Gotha, 

8)  Professor  Dr.  Ungar  aus  Erfurt, 

9)  Professor  Dr.  Schl5milch  aus  Dresden,  • 

10)  Dr.  Drechsler  aus  Dresden, 

11)  Professor  Dr.  Kern  aus  Coburgs 

12)  C.  A.  Seh  ei  bn  er,  Bankbuchhalter  aus  Gotha, 

13)  Lieutenant  Dr.  v.  Bruch  hausen  aus  Munster, 

14)  Privatdocent  Dr.  Schaeffer  aus  Jena, 

15)  Pfarrer  Fleischhauer  aus  Warza  bei  Gotha, 

16)  Dr.  Scheibner  aus  Gotha, 

17)  F.  G.  E.  Gressler  aus  Langensalza, 

18)  Direktor  Dr.  Eberhard  aus  Coburg, 

19)  Professor  Dr.  Stegmann   aus  Marburg. 

Nachdem  die  Mitglieder  sich   als   Sektionsversammlung  con- 
stituirt  und  den   Professor   Bretschneider   zum  Vorsitsenden, 
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den  I>r.  Scheibner  zum  Schrißffihrer  erwält  batteo,  iTurdeo 
die  Verhandlungen  durch  einen  V^ortrag  des  Lieut.  von  Bruch- 
hausen über  speculative  Physik  eröffnet.  Der  Redner  suchte  auf 
philosophischem  Wege  eine  Ableitung  der  in  der  Natur  wirkenden 
kräfte  aus  mechanischen  Principien  zu  geben  und  deutete  dabei 
an«  dass  die  Mathematik  die  beweise  für  die  ausgesprochenen 
Behauptungen  oder  Resultate  in  der  Art  zu  übernehmen  habe, 
dass  die  mechanischen  Gleichungen,  wo  sie  unbestimmter  oder 
diophantischer  Natur  seien,  durch  Einführung  der  Lebenskräfte 
vervollständigt  werden  uiiissten.  Da  der  Vortrag  nichts  war  als 
ein  Conglomerat  abstruser  Philosopheme  und  gänzlich  vager  Be- 
hauptungen, die  aller  und  jeder  strengeren  Begründung  entbehr- 
ten, so  begnügte  sich  die  Versammlung  ihn  eben  anzuhören  und 
lehnte  jede  Discussion  desselben  ab.  Es  folgte  hierauf  Professor 
Schlömilch  mit  einem  Vortrage  über  die  Methode  der  unbestimm- 
teo  Coefficienten,  in  welchem  die  bekannten  Mängel  derselben  noch- 
mals hervorgehoben  und  nach  Lagrange  und  Cauchy  eine  stren- 
gere Begründung  der  Reihenentwickelung  mit  Hülfe  der  Betrachtung 
des  Restes  des  Taylor'schen  und  Maclaurin'schen  Theorems 

gegeben  wurden.  In  Folge  dieses  Vortrages  entspann  sich  eine 
Debatte  über  die  pädagogischen  Rücksichten,  die  man  bei  Be- 
handlung der  Lehre  von  den  Reihen  zu  nehmen  habe  und  ver- 
einigten sich  die  Stimmen  sämratlicher  anwesenden  Schulmänner 
dahm,  dass  es  endlich  wohl  an  der  Zeit  sei,  in  dem  mathemati- 
sehen  Unterrichte  auf  tiymnasien  anstatt  der  weitläufigen  and 
höchst  zeitraubenden  Reihenentwickelungen  der  sogenannten  Ana- 
lysis  endlicher  Grössen  die  Elemente  der  Differenzialrechnung  ein- 
zufiQhren,  da  man  mit  geringem  Aufwände  von  Kraft  und  Zeit  bis 
zum  Taylor'schen  Theorem  gelangen  könne  und  somit  dem  Schü- 
ler einen  weit  tieferen  und  klareren  Einblick  in  die  Analysis  ver- 
schaffe, als  dies  auf  dem  bisher  betretenen  Wege  möglich  sei. 

Der  folgende  Vortrag  des  Professors  Ohm  betraf  eine  Inter- 
ferenzerscheinung  bei  schief  geschnittenen  Planten,  die  bisher 
noch  nicht  scheint  beobachtet  worden  zu  sein.  Der  Vortrag  ward 
durch  Anstellung  des  bezüglichen  Experimentes  erläutert  und  da- 
bei nachgewiesen,  dass  die  elliptischen  Figuren,  welche  bei  einer 
bestimmten  Stellung  der  Krystalle  erscheinen,  durch  die  Theorie 
genügend  erklärt  werden. 

Nachdem  ferner  Dr.  Drechsler  der  Versammlung  eine  Anzahl 
Exemplare  seiner  „Scholien  zu  Christoph  Rudolphs  Coss"  über- 
reicht und  dabei  auf  die  Wichtigkeit  des  historischen  Studiums 
der  Mathematik  hingewiesen  hatte,  hielt  Dr.  S  tief  fei  einen  Vor- 
trag über  „Witterungscharakteristik",  der  im  Grunde  sich  mit  der 
Darlegung  der  Principien  beschäftigte,  nach  denen  der  Redner 
seine  Witterungspropnezeiungen  zu  geben  pflegt.  So  bereitwillig 
man  auch  das  ungemeine  Geschick  anerkennen  musste,  mit  wel- 
chem der  Sprecher  das  ungeheure  Material  fünfzigjähriger  umfang- 
reicher meteorologischer  Beobachtungen  auf  kleinem  Räume  über- 
sichtlich hatte  zusammenzudrängen  verstanden,  so  war  doch  nicht 
zu  verkennen,  dass  wissenschaftliche  Resultate  aus  diesem  rei- 
chen Schatze    zur  Zeit   nicht  gezogen  worden  waren,    und  dass 
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dem  Wetterprophezeien  reiner  Empiriaroos  zu  Grunde  liegt,  der 
schliesslich  das  bekaoDte  y,post  hoc  erga  propter  hoc*'  zum  Aus- 
gangspunkte nimmt. 

An  dies  schloss  sich  Professor  Riecke  mit  einem  Vortrag 
an  ,,über  die  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  des  Lichtes  aus 
der  Aberration  der  Fixsterne",  dessen  wesentlicher  Inhalt  inzwi- 
schen im  ersten  Hefte  des  ISten  Bandes  gegenwärtigen  Archivs 
öffentlich  bekannt  worden  ist,  und  in  der  Versammlung  selbst 
eine  kurze  DIscussion  zwischen  dem  Redner  und  dem  Direktor 
Hansen  veranlasste,  wobei  letzterer  besonders  auf  den  Einfluss 
aufmerksam  machte,  den  die  Stellung  der  Erde  in  ihrer  Bahn  auf 
den  vom  Lichte  zu  durchlaufenden  lutum  ausüben  könne. 

Direktor  Hansen  begann  hierauf  einen  ausfSbrlichen  Vortrag 
über  das  Planimeter,  ein  von  Wetli  in  Zürich  erfundenes,  vom 
Redner  mit  wesentlichen  Verbesserungen  versebenes  Instrument, 
welches  den  Flächenraum  beliebig  begrenzter  ebener  Figuren  durch 
eine  einfache  Manipulation  und  ohne  alle  Rechnung  zu  finden  er- 
laubt. Nach  einer  Erwähnung  der  frühern  Versuche,  das  zu 
Grunde  liegende  Princip  zur  CoQstruktion  von  Mess-  oder  Rech- 
nungsapparaten anzuwenden,  wurde  die  Beschreibung  des  Instru- 
mentes in  seinen  einzelnen  Tbeilen  gegeben  und  der  Gebrauch 
desselben  durch  die  wirkliche  Ausführung  einiger  Messungen  er- 
läutert. Die  ungemeine  Einfachheit  der  Manipulation,  verbunden 
mit  der  grossen  Schärfe  des  Resultates,  die  clurch  Wiederholung 
der  Operation  noch  bedeutend  erhobt  werden  kann,  erwarben  dem 
Planimeter  die  vollste  Anerkennung  von  Seiten  der  Versammlung, 
und  in  der  That  dürfte  sich  zur  Bestimmung  geographischer  Flä* 
cheninbalte,  so  wie  angenäherter  Werthe  schwieriger  Integrale 
kaum  irgend  ein  einfacheres  und  expediteres  Mittel  wünschen 
lassen. 

Unmittelbar  an  Vorstehendes  schloss  sich  ein  zweiter  Vertrag 
Hanse n's  „über  eine  eigenthümliche  Entwickelung  des  flaupt- 
gliedes  der  Storungsfunktion/'  Dasselbe  enthält  bekanntlich  den 
inversen  Werth  der  Entfernung  des  störenden  und  des  gestörten 
Planeten.  Diese  Entfernung  kann  als  die  dritte  Seite  eines  Drei- 
ecks angesehen  werden,  dessen  andere  zwei  Seiten  die  Radii- 
vektores  beider  Planeten  bilden.  Nennt  man  die  dritte  Seite  eines 
Dreiecks  />,  dessen  beide  andere  Seiten  1  und  a  den  Winkel  p 
einsch Hessen,  so  giebt  die  Entwickelung  des  inversen  Werthes 
▼on  D  nach  den  Potenzen  von  a  den  Ausdruck 

-g=:[l-aicosjti-|-a«]-4  =  l-H7ia+  PaO*+- ••+  ü»o"+  * 


wo  ün  eine  ganze  rationale  Funktion  des  nten  Grades  von  cosp 
ist.  Das  Eligenthümliche  der  Entwickelung  besteht  nun  darin:  f&r 
Un  Ausdrucke  anzugeben,  in  denen  Winkelfunktionen  erscheinen, 
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die  sich  agf  die  Vielfachen  der  Argumente  der  Breite»  nicht  aber 
auf  die  Vielfachen  des  Neigungswinkels  der  Bahnen  bexieheii.*) 


*)  Die  Theorie  der  Storangen  verlangt  eine  Zerlegang  von  cosjv, 
nach  welcher  dieser  Winkel  duich  die  Argnmente  der  Breite  beider  Pla- 
neten and  der  gegenseitigen  Neigung  ihrer  Bahnen  nusgedruckt  wird. 
Nennt  man  jene  Argumente  f/,  u',  diese  Neigung  /,  so  steht  p  im  sphä- 
rischen Dreiecke  dem  Winkel  /  gegenüber.  Es  ist  demnach  der  Ausdruck 

co8/i=  costicosu'  -f  sinusintf'cost 

in  den  Werth  Ton  ün  einzuführen  und  es  haben  Laplace,  Legendre, 
Jacolii,  Hansen  bewiesen,  das«  wenn  man  ^n  nach  den  Cosinus  der 
Vielfachen  der  Neigong  entwickelt,  und 

costt=ia:,    coau'zzzy 

«eist,  ein  Ausdruck  von  der  Form 

erhalten  wird.  Hier  bezeichnen  Un^  und  1/%^'  dieselben  Funktionen  von 
resp.    U   und    M',     welche   Un  tou  p  ist    in   der  Reihe,    die  oben  für 

jr  hingeschrieben  worden 'ist*   Für  die  Coeffictenten  a  ist  der  allgciaeiiie 

Ausdruck : 

sin^tt.sin""«' 
er«  = 


(n— fii+l)(«— m+2)...(ti+m)  * 


Dieselben  enthalten  also  Potenzen  4or  Sinus  der  Argumente  der  Breite. 
In  dieser  Form  nun  ist  die  £ntwiftkelung  für  die  Theorie  der  Gestalt 
der  Himmelskörper  brauchbar,  aber  nicht  für  die  Theorie  der  Störun- 
gen. In  letzterer  wird  gerade  umgekehrt  die  Entwickelung  nach  den 
Sinus  und  Cosinus  der  Argumente  der  Breite,  so  wie  nach  den  Potenzen 
der  Neigung  erfordert. 

Bezeichnet 

^=V^r*  -I-  ri^—2rr'co8p 

die  Entfernung  zweier  Planeten,  deren  Radii  Tektorts  r  und  r*  sind,  so 
folgt  durch  Einführung  von  U,  U'  und  /: 

^a=r«  +  ri«— 21^  [cos»  ^  *  cos(t«- ttO+sin«iicos(fi  +  u')  J  • 

Es  sei  nun 

« 

T3» 
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Professor  Stegroann  sprach  hierauf  6ber  die  toii  Foocanlt 
in  Paris  gemachte  Entdeckung ,  dass  die  Schn-ingungsebene  eines 
Pendels  vermöge  der  Rotation  der  Erde  sich  in  der  Richtung  von 


r'>r,    ^cos«ii=«,  ^,sin*4t  =  ß,    ako«+ß=p; 

so  ist: 


f^^  =  1  — 2acos(u-iiO— 2/?co«(tt+ tt')  +  («  +  ft« . 

Wenn  man  hier  a  oder  ß  verschwinden  lAaat,  ao  ist  die  urapringlic^ 
D*  angenommene  Form  erreicht.  Die  Entwickelang  einer  Polens  dieaea 
Aaadrucke«  hangt  von  zwei  Winkeln  u  und  u*  ond  swei  Parametern  a  and 
ß  ab.  Entwickeln  wir  nach  den  Potenzen  von  a  and  /?,  ao  bekommen 
wir  die  Rntwickelnng  nach  den  Potenzen  dea  Verhältniaaes  der  Radii> 
Vektoren,  wenn  wir  alle  Glieder  zoaammenfaasen,  in  denen  die  Exponen- 
ten Ton  a  and  ß  dieaelben  Snmmen  haben.  Die  Einfahrung  Imaginärer 
ExponentialfnnktioneQ  erleichtert  daa  Geachäft  weacntlicfa,  nad  iwar  er- 
hält man  fär 

x=^e  und    y^^e 

den  Werth: 

Man  wird  auf  diese  Form  geführt,  wenn  man  die  Entfernung  ^  als 
die  zweier  Punkte  mit  den  Coordinaten  Xiffi%j  und  x^p^%^  betrachtet. 
Nennt  man  XFZ  die  Differenzen  der  gleichnamigen  Coordinaten ,  ao  er- 
hält man  eine  Zerlegung  in  drei  Quadrate 

wofür  man  auch  achreiben  kann : 


C^'=G*^^-O0-^^O* 


zz 

r'r' 


Setzt  mnn  der  Kurze  halber 


und 


p+^->r^l=F=\-aa:-ßg 
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West  nach  Ost  dreht  and  dass  diese  Drehung  dem  Sinns  der 
geographischen  Breite  proportional  ist.  Er  gab  einen  auf  einfa- 
che Sätae  der  analytischen  Geometrie  gegründeten  Beweis  dieser 
Erscheinung,  und  als  in  Folge  der  über  diesen  Gegenstand  ent- 
stehenden Discnssion  Direktor  Hansen  der  Verscniedenheit  in 
der  Geschwindigkeit  erwähnte  ^  mit  welcher  das  Pendel  aas  der 
anß&nglichen  »Schwinguugsebene  entweicht,  so  wies  der  Redner 
nach,  dass  auch  dieser  Umstand  aus  der  von  ihm  gegebenen  ma- 
thematischen Darstellung  mit  Noth wendigkeit  folge. 

Professor  Unser  sprach  Ober  das  Wesen  der  von  Ampere 
gesehenen  Methode,  die  Gleichungen  vierten  Grades  allgemein 
aufzulösen  und  wies  nach,    dass  dieselbe  eigentlich  nichts  weiter 


wo  sich  F  and  F*  aar  dhirch  das  Vorzeichen  des  imaginären  Theils  unter- 
scheiden,  so  ist 

Die  Potenzen  des  ersten  Gliedes  FF\  die  bei  der  weiteren  Entwicke- 
lang  Torkoromen ,  lassen  sich  leicht  nach  den  Potenzen  von  a  und  /?  ent* 
wickeln,  and  zwar  enthalt  dann  bei  jedem  einzelnen  lin  a^ß^  multiplicir- 
ten  Gliede  der  Coefficient  lauter  Potenzen  von  X  and  ^,  deren  Exponen- 
ten resp.  zwischen  A^yt  and  zwischen  J^Jl  liegen  and  in  Abstufungen  von 
swei  Einheiten  fortschreiten.  Diese  Theilgiieder  verbinden  sich ,  wie 
man  leicht  sieht,  so,  dass  das  Imaginäre  fortfällt  und  reelle  Cosinus  von 
der  Form 

C08[x(tt'— t«)  +  il  (m'  +  tt)] 

orsdieinen.    Das  Uinzakommen  des  nächsten  Gliedes ,   welches 

y 


cr>-siiy 


enthält,  complicirt  die  Rechnung.  Dieselbe  vereinfacht  sich  indess  im 
Endresultat  dadurch,  dass  man  aaf  zwei  hyper^eomctrische  Reihen  im 
Produkt  [die  Ganssischen  Funktionen  F(affiyy,xf\  kommt,  deren  viertes 
Element  =1  int,  die  sich  also  snmmiren  lassen,  bo  ergeben  sich  schliess- 
lich einfache  Werthe  der  Coefficienten. 

Bei  der  vom  Redner  gegebenen  Entwickelung  von 

r'  o  OD  ^ 

wurde  der  Ausdruck  der  Coefficienten  [ttfX]  selbst  gegeben  und  dabei 
bemerkt,  dass  man  bei  der  Endform,  die  selbst  als  Doppelsuinme  er- 
scheint, zwischen  geraden  und  ungeraden  Indicibus  zu  unterscheiden 
habe. 
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sei  als  die  Zerfölluii?  der  vorgelegten  Gleichung  in  ein  Produkt 
zweier  trinomiscber  Faktoren  zweiten  Grades»  eine  Auflösung»- 
niethode,  die  schon  frflher  von  Euler  vorgetragen,  zuerst  aber 
von  Descartes  gegeben  worden  sei. 

Den  BeschluBs  machte  eine  Mittheilung  des  Direktor  Han- 
sen über  eine  bisher  noch  nicht  bekannte  Ableitung  der  Gaass^i- 
sehen  Gleichungen  der  sphärischen  Trigonometrie  durch  Anwen- 
dung der  Ausdrücke,  welche  den  Sinus  und  Cosinus  eines  Bogen« 
durch  Exponentialgrüssen    mit   imaginären  Exponenten  darstellen. 

•» 

Bretschneider. 


Bitte  des   Herausgebers« 

Es  sind  schon  einige  Mal  Necrologe  verstorbener  Mathemati- 
ker in  dem  Archive  mitgetheilt  worden ,  die  dem  Herausgeber  ent- 
weder freiwillig  zugesandt  worden  waren,  oder  die  er  sich  von 
ihm  befreundeten  Gelehrten ,  von  denen*  er  voraussetzen  konnte, 
dass  sie  zu  dem  Verstorbenen  in  näherem  Verhältniss  standen, 
besonders  erbeten  hatte.  Um  aber  dergleichen  Aufforderungen 
und  Bitten,  die  für  den  Herausgeber  zuweilen  mit  Schwierigkei- 
ten verbunden  waren,  för  die  Folge  überhoben  zu  sein,  wenn  die- 
selben auch  nicht  gerade  ganz  eingestellt  und  von  dem  Heraus- 
geber ganz  unterlassen  werden  sollen,  erlaubt  sich  derselbe  letzt 
an  alle  diejenigen,  welche  verstorbenen  Mathematikern  und  Phy- 
sikern näher  befreundet  waren,  im  Allgemeinen  die  ergebenste 
Bitte  zu  richten,  ihm  Necrologe  ihrer  verstorbenen  Freunde  ge- 
fälligst mitzutheilen,  und  verspricht,  dieselben  immer  gern  in  den 
literarischen  Berichten  de^i  Archivs  abdrucken  lassen  zu  wollen. 
Selbst  auch  dann,  wenn  der  Verstorbene  nicht  gerade  als  Schrift- 
steller bekannt,  aber  als  Lehrer  ausgezeichnet  war,  oder  sonst 
merkwürdige  Schicksale  erlebte,  auf  den  nähern  Kreis,  in  dem 
er  lebte,  besonders  wohlthätig  in  irgend  einer  Weise  einwirkte, 
werden  dergleichen  Necrologe  ihren  Zweck  nicht  verfehlen  und  in 
mehr  als  einer  Beziehung  für  die  Leser  des  Archivs  von  Inter- 
esse sein.  Der  Herausgeber  bittet  also  nochmals  um  Einsendung 
solcher  Necrologe  oder  dieselben  einigermassen  vertretender  No- 
tizen verschiedenen  Inhalts. 
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JLtterarlsclLer  BerlclLt# 


Cteschichte  der  Mathematik. 

In  A%m  Journal  des  Sarant««  Mari.  1882.  p.  134 
fadetinan  den  erateo  Theil  eiaer  von  Biot  verfaaaten  senr  intfr* 
CMwoten  Anseige  des  folgenden  fllr  die  Geschidite  der  Mathe* 
malik  wlcbttgen  Werkes: 

Correspondanee  of  Sir  Jsaac  Newton  and  Profes* 
$er  Cotes  etc.  Correspondance  du  cheyalier  Jsaa^ 
Ne#ton  et  du  professeur  Cotes,  aVec  des  lettres  de 
pinaienrs  autres  p#r8onnages  eninents;  le  tont 
lAprlm^    pour    la    premi^re     fois,    d'apr^s     les    ori* 

f;lnaux  conserv^s  dans  la  biblioth^que  da  eoh 
6ge  de  la  Trinite  k  Cambridge.  Plus  un  appendice» 
eotttenaot  d*autres  lettres  et  diTers  (Berits  de  Newton» 
aecompagn^  de  notes  qui  pr^sentent  le  tableau  de  sa 
Tio  seientifique  et  un  grand  nombres  de  detail«  bio« 
graphiques.  Publik  par  J.  Eddieston,  M.  A.,  fellow  d« 
eoUdige  de  la  Trinite,  avec  les  fonds  lib^ralement  ao* 
eordes  par  radministration  du  m^me  College.  1  va« 
lam«  in  8^  de  316  pages,  ornd  d'un  beau  portrait  de 
Newton.    Cambridge.     1850. 

Dies  ist  nämlich  die  französische  üebersetzung  des  Titels, 
die  ich  för  jetzt  nur  mittheilen  kann.  G. 


Ckiometrie- 

Theodosii    Tripolitae    Sphaericorum    libros    tree 
Ernestus  Nizze  recognovit,   latine  redditos   emenda- 
Tit,    commentariis  instruxit,    appendicibus  et  indice 
auxtt.     Cum    quattuor   tabulis   lap.  Inclsis.     Berolinl 
1852.    (Georg  Reimer.).    8. 

Die  Spbaerica  desTheodoaius  von  Tripolis  sind  jeden-' 
falls  eines  der   acMnsteii  UeberUeibsel  des  grieehiscben  Alter* 

Band  XIX.  74 
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thuros,  und  ihr  Studium  ist  li3r  einen  Jeden,  wer  sich  Ar  die 
»yntbetische  Geometrie  intereesirt,  ein  sehr  geeignetes  Hfllfsmittel 
zur  Uebung  in  der  feineren  Geometrie  überhaupt  Wir  haben  oas 
daher  fiber  die  vorliegende  neue  Ausgabe  dieses  griecfaiseheo 
Geometers  sehr  gefreuet,  und  der  schon  durch  andere  ähnliche 
Arbeiten,  insk>esondere«  durch  seine  Uebersetsung  der  Schrillen 
des  Archimedes  (Stralsund.  1824.  4.),  verdiente  Herr  Herausgeber 
hat  äch  durch  diese  Arbeit  ein  neues  Verdienst  um  das  Sfaidkni 
der  Geometrie  In  der  strengen  Welse  der  griechischen  Mathema- 
tiker en^'orben.  Wie  schon  der  Titel  besagt,  erhalten  die  Leser 
hier  den  griechischen  Text,  eine  lateinische  Uebersetsung,  einen 
Commentar,  und  einen  Appendix,  welcher  die  Ueberschrift  flihrt: 
Appendix,  Additamenta  complectens  tum  Arabis  integra,  toili  re- 
centiorum  selecta.  Ausserdem  ist  ein  Index  verborum  bcägegebm, 
welcher  die  m  dem  Werke  vorkommenden  griechischen  AnsdrOcke 
mit  ihren  Bedeutungen  in  lateinischer  Sprache  enthält,  unddieLeetflre 
des  Werks  in  der  Ursprache  jedenfalls  sehrsn  erleichtem  geeignet 
Ist  Die  folgenden  Ausgaben  sind  von  dem  Herrn  Heransgaber 
benutzt  woraen :  Ed.  princ.  Jo.  Penae.  ParisUs.  1568.  4.  —  j£dit» 
Josephi  Huntii.  Oxoo.  1707.  8.—  Sphaericae  doctrinae  proposttio- 
nes  er.  et  lat.  nunc  primum  editae  per  Cunr.  Dasypodium.  Argen- 
torati.  1572.  8.  —  Tbeodosii  de  sphaericis-libri  tres,  a  Jo.  Voege- 
lino  restitnti  etc.  Viennae.  1529.  4.  —  Theodos.  lat  p.  F.  Maoro- 
lycum.  Messenae.  1558.  F.  —  Wie  von  dem  geehrten  Herrn  Her- 
ausgeber uns  brieflich  roitgetheilt  worden  ist,  so  finden  sich  In 
der  Beilage  eines  Schulprogramms  von  Bruchsal  vem  Jahre  1847, 
verfasst  von  A.  Nokk,  ausser  den  bekannten  literarischen  Nach- 
Weisungen,  einige  Vorschläge  zu  Textesänderangen ,^  die  ven  ihm 
dem  gWisseren  Theile  nach  schon  angewendet  worden  sind,  ohne 
diese  ochrift  za  kennen,  welche  auch  ausserdem  noch  empfehlens* 
werthe  Vorschläge  zu  Teztesänderungen  enthalten  soll.  Wir  wün- 
schen recht  sehr,  dass  diese  neue  Ausgabe  einer  der  liesten  ans 
dem  griechischen  Alterthume  uns  übrig  gebliebenen  geometriachen 
Schritten  die  verdiente  Beachtung  finden  mdge.  Eine  deatsehe 
Debersetzung  des  Theodosius  hat  der  Herr  Yf,  schon  frifter  ge- 
liefert. 


Astronomie. 

Wunder  des  Himmels  oder  eemeinfassliche  Dar- 
stellung des  Weltsystems.  Von  J.  J.  v.  Littrow.  Vierte 
Auflage.  Nach  dem  neuesten  Zustande  der  Wissen- 
schaft bearbeitet  von  Carl  v.  Littrow^  Director  der  k. 
k.  Sternwarte  in  Wien.  Erste  und  zweite  Lieferung. 
Stuttgart.  Hoffmann.  Das  ganze  aus  sechs  Lieferun- 
gen bestehende  Werk  kostet  2^^  Thlr. 

Der  Werth  dieses  jetzt  in  einer  vierten  Auflage  erscheinen- 
den Werks  ist  allgemein  anerkannt,  und  wie  gross  die  Verbrei- 
tung ist,  welche  dasselbe  mit  Recht  gefunden  hat,  beweisen  seine 
wiederholten  Auflagen  genugsam.  In  der  That  hat  dieses  Werk 
einen  sehr  grossen  Werth,  und  wir  besitzen  in  unserer  Literatur 
kein  anderes  Werk,  aus  welehem  jeder  Geirfidete  sich  eine  so 


vollst£nilii;e  KeDnInts«  d«T  gesammten  Aatron'>inie,  so  weil  ilies 
mit  nur  ganz  elementaren  mathematischen  Kenntniasen,  die  sich 
fiLst  bloss  auf  die  bekannleslei)  iSätse  der  Elementar -(Geometrie 
und  die  einfacbeten  trii^anometriachen  Begriffe,  die  übrigens  in 
dem  WerLe  seihst  auch  grOsstentbeüs  erläutert  H-tfrden,  erati«' 
cken ,  müglich  ist,  verschaffen  kunnte,  wie  aus  diesem  Werke. 
Dabei  liefert  aber  dasselbe  keinestvees  eine  bluase  Topographie 
des  Himmels,  wie  so  viele  andere  Werke  dieser  Art,  sondern 
die  Kennlnisa,  welche  aus  diesem  Werke  geschöpft  wird,  darf 
wirklich,  iit  dem  >laasse,  wie  die  vorauseesetzten  matbepi atiseben 
Kenntnisse  gestatten,  mit  allem  Ket'hte  als  eine  nisscn- 
scbaftliche  bezeichnet  werden;  der  Leser  wird  durch  dasselbe 
auch  in  die  wichtigste»  astronomischen  B  eob  ach  tun  gsmeih  öden, 
mit  Rücksicht  auf  die  dazu  errorderlichen  Instrumente,  eingeßihrt, 
und  dadurch  in  den  Stand  gesetzt,  van  dem  Wege,  auf  welchem 
der  Astronom  za  seinen  Resultaten  gelangt,  sich  ein  hDchst  an- 
schauliches Bild  zu  entwerfen.  Wir  verweisen  in  dieser  Bezie- 
iiang  z.  B.  auf  diis  drille  Kapitel  über  die  jührliche  Bewegung 
der  Sonne,  wo,  nach  ErlSuterung  der  Einrichtung  und  des  Ge- 
brauchs des  Quadranten  zum  Höhenm«ssen,  die  Bestimmung  der 
Polbühedes  Beobachtungsorts  durch  Beobachtungen ,  der  Ueclination 
der  Gestirne,  der  Schiefe  der  Ekliptik,  der  Nachtgleichepunkte,  llber- 
baupt  die  Bestintmungderganzen  Lage  derEkliulik  gegen  den  Aequator 
in  so  vollstSndiger  und  sa  ungemein  deutlicher  Weise  gelehrt,  dann  fer- 
ner auch  die  Abnahme  der  Schiefe  der  Ekliptik  mit  den  n<>thigen 
bistorischen  Beziehungen  besprochen  wird,  dass  (iher  alle  diese 
Punkte  dem  Leser  nichts  zu  wünschen  übrig  bleiben  kann.  In 
gleich  ausgezeichneter  Weise  sind  aber  alle  übrigen  Purlieen  des 
Werks  bearbeitet,  und,  so  wie  IVlr  jeden  Gebildeten,  halten  wir 
dasselbe  daher  selbst  auth  fdr  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik 
an  höheren  Unterricbtsatislalten ,  die  öfters  der  Astronomie  ein 
ina  Einzelne  gehendes  streng  mathcmatir^ches  Studium  zu  widmen 
nicht  haben  Zeit  gewinnen  künnen,  gegenwärtig  fiir  eiiiK  der  pe- 
eignetslen  Werke,  mit  dessen  Hülfe  dieselben  die  erwähnte  Lüike 
ia  ihrem  Wissen  wenigstens  in  so  weil  vollständig  ausfüllen  kön- 
nen, als  es  der  Zweck  des  Unterrichts  in  der  Aslrononne  und  ma- 
tberoalischen  Geographie  an  diesen  Unterrichtsanstalten  erfordert. 

Nachdem  wir  so  über  den  Cbarukter  des  Werkes  im  Allge- 
meinen berichtet  haben,  müssen  wir  noch  einige  Worte  über  die 
Verdienste  sagen,  welche  sirh  der  ielzige  Herausgeber  des  Werks, 
der  verdiente  Sohn  des  leider  lu  früh  verstorbenen  J.  J.v.  Litlrow, 
um  die  vortiegende  vierte  Ausgabe  erwarben  bat.  Diese  Ver- 
dienste bestehen  bautitsScblicb  und  zunächst  darin,  dass  alle 
neuen  Entdeckungen,  mit  denen  seit  demt  Erscheinen  der  fräheren 
Ausgaben  die  Aslronomie  in  materieller  Rücksicht  bereichert  wor- 
den ist,  nachi^etragen  und  die  Dumprischen  Angaben,  in  denen 
das  Werk  gleichfalls  grosse  VollBtiiniligkeit  darbietet,  nach  neue- 
ren Bestimmungen  vielfach  berichtigt  und  ergünxt  worden  sind. 
Jedoch  ist  dies  keineswegs  das  einzige  Verdienst,  welches  Herr 
Carl  V.  Littrow  sich  um  die  neue  Ausgabe  erworben  hat.  Viel- 
mehr haben  neuere  Beobachtungsmelhnden ,  neue  Beweise  für  die 
Richtigkeit  der  Erklärungen  verschiedener  Erscheinunceo  Überall, 
wo  es  erforderlich  nar,  gehürige  BetficltsicbtiguDg  geAinden.    Um 
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iim  danuthaDy  kODoen  irir  die  Leser  auf  kein  beesoree 
hinweisen,  als  auf  die  in  6.  36.  8.  66.  bis  8.61.  gegebene  bGcbst 
anschaalicbe  Darstellung  der  neneren  Foncaulfschen  Pendd- 
versuche  som  Beweise  der  Axendrebang  der  Erde»  sngleicb  mit 
Erläoterung  der  Art  ond  Weise»  wie  diese  Versucbe  am  bestes 
ansostellBn  sind.  Jeder  Ijeser  wird  sieb  durcb  die  Darstellnag 
dieser  Versuche  gewiss  sehr  angezogen  nnd  liefriedi^t  fühlen. 
Dieses  Beispiel  soll  nur  dasu  dienen»  die  Leser  darauraornerk- 
sam  zu  machen»  dass  in  dieser  nenenf  Ausgabe  alles  Nene»  was 
seit  den  frfiberen  Ausgaben  in  der  Wissenseliaft  sich  geltend  ge- 
macht hat»  sorgfaltigst  bcrficksichtigt  worden  Ist 

M5ge  das  Werk  auch  in  seiner  neuen  Gestalt  zur  immer  wei- 
teren Verbreitung  einer  gründlichen  Kenntoiss  der  herrlichen  Wis- 
senschaft, welcher  es  gewidmet  ist»  beitragen!  Dem  Erscheinen 
der  folgenden  Lieferungen  sehen  wir  mit  Verlangen  entgegen»  und 
werden  dieselben  sogleich,  wenn  sie  in  unsere  Hände  gelangt  sind» 
in  diesem  Literarischeo  Berichte  anzeigen. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien.  Nach  dem 
Befehl  Seiner  k.  k.  apostolischen  Majest&t  anf  öffent* 
liehe  Kosten  herausgegeben  ? on  Carl  ▼.  Littrow»  Di* 
rector  der  Sternwarte  u.  s.  w.  Dritter  Folge  Zweiter 
Band.    Wien.    Gedruckt  bei  Sommer.    1853,    & 

Wir  freuen  uns  sehr»  schon  jetzt  den  fSr  Astronomie  sich 
fnteressirenden  Lesern  des  Archivs  das  Erscheinen  dieses  zweites 
Bandes  der  dritten  Folge  der  Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  zu 
Wien  anzeigen  zu  kGnnen»  weil  wir  auf  das  Erscheinen  dieses 
Bandes  schon  im  Liter.  Ber.  Nr.  LXXII.  S.  92L  aufmerksam  mach- 
ten. Dieser  Band  enthält  nämlich  die  Fortsetzdbg  des  aus  Arse- 
lander's  Zonenbeobachtungen  abgeleiteten  Sterncatalogs ,  über 
dessen  Entstehung»  Zweck  und  grosse  Verdienstncbkelt  wir  schon 
a.  a.  O.  berichtet  haben»  wesrntlb  wir  uns  hier  damit  begnflgen 
dOrfen^  den  Lesern  des  Archivs^  dieses  schdne  Unternehmen  Fon 
Neuem  zu  empfehlen. 


Termisclite  Schriften* 


Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  an  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  LXKII. 
8.  «2L). 

Jahrgan  ff  1852.  VIII.  Band.  l.  Heft  S.  62.  Hai  din- 
ge r:  Note  Ober  die  Richtungen  der  Schffingungeo  des  Licht- 
äthers In  geradlinig  noiarisirtem  Lichte.  —  S.  82.  Kuaaek:  Be- 
richt über  Stell  wag  s  Abhandlung:  »»Die  doppelte  Brechung  nnd 
da? on  abhängige  Pobrisation  des  Lichtes  im  menschlichen  Auge." 
—  8.  91.  Doppier:  Weitere  Mittheilungen,  meine  Theorie  des 
farbigen     Liebten    der    Deppelsteme    betreffrad.    — -      S.    07* 
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Haiiltni>er:  Ueber  den  Zusammenhang  der  Ki'riierfurben .  oder 
des  farbi«^  durcii»elassenen,  und  der  Olternjicltenriirben ,  oder  des 
farbig  KuTückfceworlenen  Lichtes  eenJsser  Kursier.  —  S.  134. 
('«tival:  Uelier  «in  allgemeines  Princip  der  Lndulationslebre: 
(ieseU  der  Erhaltung  der  iScbwinguiigHdnuer. 

Jahrgang  ]852.  VIII.  Band.  2  Hell.  S.  165.  Pohl: 
Nachtrag  zur  tliermo-ariioDietrtschen  ßierprobe.  —  S.  17Ü.  Stein- 
heil: RecflticatioD  de«  tiehaltmessers  der  optiMchen  Bierprobe. -* 
Ü.  176.  Doppler:  Ein  weiterer  Beitrag  zur  Be«timinung  der  Oiagr 
netischeii  Declination,  ans  einer  der  abaichtlich  angestellten  Be- 
obachtungen vorausgegangenen  Zeitueriode. —  S.'i4l.  Schrütten: 
Bemerkungen  zu  .lacquelain'a  Aequivalentenbestiiuinune  des  Phos-' 
phors.  —  Vorläufige  Mittheilun^en  aber  das  Phospnomxyd.  — 
0,  24A.  Uaidinger:  Farbenringe  durch  Anhauchen  auf  friscbeo 
Theilungsllikchen  des  Glimmers.  —  S. '273,  Pohl  und  Schabnat 
Tafeln  zur  Iteductinn  der  in  Millimetern  ahgelcBenen  Barometer- 
«tnnde  auf  die  Normaltemperatur  von  0"  CeUius.  —  Diese,  Be« 
obachtern  des  Barometer»,  »vekhe  die,  viele  Zeit  raubenden  Ro* 
dnctionen  der  abgelesenen  Barometerstände  möglichst  abkürEeB 
«rollen,  nebst  Ihrer  lehrreichen  Einldtuug,  sehr  su  empfehlendes 
Reductionstafeln  »ind  auch  in  einem  besonderen  Abdrucke  er 
schienen  und  zu  haben. 

Jahrgangl85-2.  VlII.Band.  3  Heft.S.331.  Pohl  u.Scha- 
bna:  Taleln  £ur  Vereleicbung  und  Keduction  der  in  verschiede* 
nen  Lfingenniaassen  abgelesenen  Barometerstände.  (Auch  diese 
Tafeln  sind  in  besonderen  Abdrücken  zuhaben.).—  S.413.  Krell; 
Ueber  den  Einfluss  des  Mondes  auf  die  horizontale  Componente 
der  magnetischen  Erdkruft.  —  S.  417.  Schaut):  Beobacmungen 
des  Encke'schen  Cometen  an  der  inlermistischen  Slernirarte  in 
Trieet.  —  S.  4'J2.  Sptteer:  Note  über  Uleichungcn.  —  8.  443. 
A.v.Ettingshauseu:  Beiiehl  Ober  ziiei  .Abhandlungen  Theod. 
iScIirinemann's:  l.  Ueber  die  Beziehungen,  welche  zwischen 
den  Wurzeln  irreducibler  Gleichungen  Statt  linden,  insbesordere 
wenn  der  Grad  derselben  eine  Primzahl  tsl.  2.  Von  der  Groplind- 
lichkeit  der  BrückeniTagen  und  der  einfachen  und  Kiisammenge- 
setzten  Hebel -Ketten -Systeme.  S.  445.  Pohl:  Beobachtungen  < 
wfihrend  der  Sonnenfinslerniss  am  '28.  Jnl)  1851.—  S. 437. Dopp- 
ler; Ein  Beitrag  zur  genaueren  Ermittelung  des  Keibungs-Cnein* 
deuten  zn-ischen  Eisen  und  Erde  unter  verschiedenen  Uinstündea. 

Besonders  abgedruckt   ist  auch  «rschienen : 

Karl  Pritsch:  Kalender  der  Flora  des  Horizontes  von  Frag. 
Entworfen  nach  zehnjjihrigcn  Vegetations-Beobachlungcn. 


N  e  c  r  0  I  o  g. 
lieopold  Carl  Scholz  von  Strasznltzbi. 
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MDSchaften  entriMenen  trefflichen  Schills  TooStrassoitski» 
dem  auch  das  Archiv  einige  Beitrftge  verdankt»  su  veraclMiBa, 
hat,  wahrscheinlich  auf  Herrn  von  Littrow*«  Veranlassiing,  Herr 
Ninion  Spitser  In  Wien  zu  erflillen  die  GOte  gebäht,  und  dee 
eingesandten  Necrolog»  den  Ich  nachstehend  atttheile,  mit  des 
folgenden  Zeilen  begleitet: 

,,Icb  erfuhr,  daas  8te  den  Wunsch  hatten»  eine  Biographie 
▼on  dem  leider  so  früh  verewigten  Professor  Schals  voa  Strass- 
nltski  zu  haben.  Ich,  sein  ehemaliger  Assistent,  war  in  der  Laiie^ 
mir  eine  sn  verschaffen ,  von  seinen  Sühnen ,  und  bin  so  frei,  oie- 
selbe  su  beliebiger  Benutzung  zu  übersenden.  Freilich  enthält  die' 
selbe  wenig  von  seinem  Wirken  als  Mensch,  und  als  solcher 
stand  er  wohl  am  höchsten,  vielleicht  unvergleichbar,  da«  Sein  edles 
Streben  war  nur  befriedigt,  wenn  er  UnglOcklichen  geholfea, 
wenn  er  Arme  unterstfitzt,  wnnn  er  Gebeugte  aufgerichtet  hatte. 
Er  war  der  Freund  und  Wohlthftter  seiner  sablretcben  SchOler, 
die  armen  hatten  an  ihm  einen  sorgenden  liebevollen  Vater.  W^ena 
anch  mit  der  Zeit  sein  Wirken  als  Lehrer  vergessen  werden  würde 
(er  war  in  Wien  als  ausgezeichneter  Pädagog  hochverehrt),  sein 
Handeln  als  Mensch  wird  denen,  die  ihn  kannten,  nnvergessltch 
bleiben. 

Wien,  am  15.  September  1852. 

Simon  Spitzer^ 

Supplent  der  Elementar-  und  höheren  Mathematik  am 

k.  k.  polytechnischen  Institute  su  Wien. 


Leopold  Carl  Schulz  von  Strassnitski  wurde 
31.  März  1803  zu  Krakau  geboren,  brachte  seine  erste  Jugendzeit 
in  Galizien,  theils  in  Zloczow,  tbeils  in  Stry  zu,  kam  in  einem 
Alter  von  9  Jahren  nach  Wien,  trat  ins  Gymnasium.  Bereits  In  der 
letzten  Gymnasial-Classe  sprach  er  dem  Professor,  der  seine  Schü- 
ler um  die  Wahl  ihres  kflnftigen  Berufes  befragte,  entschieden 
den  Entschlu9S  aus,  er  wolle  sich  zu  nichts  anderem,  als  zum 
mathematischen  Lehramte  wenden.  Seine  philosophischen  Stadien 
absolvirte  er  mit  Auszeichnung,  besuchte  vorzuglich  die  Vorle- 
sungen der  Herren  Professoren  v.  Littrow,  v.  Baumgartner, 
V.  Ettingshausen  und  Rembow.  In  derselben  Zeit  liess  er 
sich  auch  in  die  Collegien  Ober  praktische  Geometrie  und  Baukunst 
am  polytechnischen  Institute,  dann  fiber  Vernunflrecht  und  Stati- 
stik an  der  juridischen  Facultät  einschreiben.  Als  21jäbriger  Jüng- 
ling ward  er  zum  Adjuncten  fiir  die  Lehrgegenstände  der  Mathe- 
matik und  Physik  bei  den  Herren  Professoren  v.  Baumg artner 
(jetzigem  Österreich ischen  Finanz-  und  Handelsminister)  und  Jenko 
bestellt,  und  trug  in  den  zweiten  Abtheilungen  diese  Wissen- 
schaften selbst  vor.  Nach  mehreren  Concurs-Prfifungen,  die  immer 
zur  vollen  Zufriedenheit  der  Studien-Hof- Commission  ausßelen,  ge- 
lang es  ihm  endlich  im  Jahre  1827  zum  Professor  der  Mathematik 
am  k.  k.  Lyceum  in  Laibach  ernannt  zu  werden.  Hier  gab  er 
nebstdem  ausserordentliche  Vorlesungen  über  höhere  Mathematik 
and  populäre  Astronomie,  welche  letzteren  besonders  vielen  Anklang 
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iMiden.  Die  Laodwiithschaftxgcseltschaft  ffir  daa  Herzogtb.  Krain 
•rw&hlte  ihn  üii  ibreiii  Mitgliede,  und  »pAter  zu  ihrem  fiecrctair. 
Im  Jahre  1833  reiste  er  t.ut  Versamtnlung  der  INalurforecher  und 
Aerate  nach  Wien.  2»ei  Jahre  später  ward  er  zum  Professor 
dcfElemeotar- Mathematik  und  praktischen  (ieometrie  ao  die  Fran- 
se ne- Universität  El)  Lembers  beliirdert,  alKvo  er  dos  philoeophi- 
üche  Doctorat  ablegte,  und  das  Jahr  darauf  das  philosophiacbe 
Uecanat  versah.  8eitie  dortige  Wirksamkeit  dauerte  nur  4  Jahre, 
im  Jahre  IKiH  »ard  er  als  Profeäsor  der  Elemeutar- Mathematik 
sn  das  polytechnische  luntitiil  nach  >\'ien  versetzt.  Im  ätbuljahr» 
18^%]  tru^  er  zum  ersten  Mule  höhere  Mathematik  an  dieser 
Ijehmnütall  vor,  und  dann  abvi'evbselnd  ein  Jahr  Elementac-,  daa 
andere  Jahr  höhere  Mathematik.  Nelisidem  gab  er  an  8onn-  und 
Feiertagen  Vorlesungen  (iber  Arithmetik  und  Algebra  für  SchuJ- 
lehrer  und  Handwerker,  dann  auch  über  den  Gebrauch  des  engJi- 
Mcheii  IJecheoscbiebers,  musste  dieselben  jedoch  seiner  l'ortnäh' 
renden  Kränklichkeit  weeen  In  den  letzten  Jahren  aussetzen.  Län- 
jtcre  Zeit  «ar  er  Mitglied  des  Österreich,  (ienerbvereins.  Ini 
April  184!t  »ard  er  von  Seiten  des  polytechnischen  Instituts  zum 
Vorparlamente  nach  Frankfurt  a.  M.  gesendet,  besuchte  dann  in 
Heidelberg  den  von  ihm  hochverehrten  Geheimralh  Professor 
Schlosser,  und  miichle  neine  Rückreise  iit  Gesellschaft  mehre- 
rer anderer  Wiener  Abgeordneten  fiber  Cüln,  Hannover  und  Ber* 
lin.  Im  Mai  IS48  wählten  ihn  seine  Wiener  Mitbürser  (von  der 
Vorstadt  Wieden)  in  den  neu  geschaffenen  Gemeindeausschuas, 
in  nelchetn  er  vorzüglich  zur  Verbesserun:;  der  Lage  der  Classen- 
lehrer  (sogenannten  Schuicehülfen)  beitrug.  Im  Studienjahre  J8*'/m> 
besann  er  Vorlesungen  über  populäre  Astronomie,  sah  sich  aber 
bald  seiner  Gesundheit  wegen  genötbigt,  die  zwei  tvochentljchen 
Stunden  auf  Eine  zu  reduciren,  und  endlich  diese  Vorträge  ganz 
suriugeben,  Uie  auffallende  Abnahme  seiner  Körperkrälte  ivurde 
von  den  Acrzlen  nur  als  Folge  seirter  Obergrossen  Anstrengung 
dareeslelll,  und  ihm  der  Curort  Gastein  aiigerathen.  Das  dortige 
Baa  n'iikte  für  einige  Zeit  gßnstie  auf  seine  Gesundheit,  nach 
elnij^eti  Monaten  stellte  nich  jedoch  seine  frühere  Schwäche  wie- 
der ein.  Zur  neuen  Urganisirnng  der  Gymnasien  und  Realschulen 
ward  er  vom  hohen  Ministerium  (ür  Cnltus  und  Unterricht  vielfach 
zu  Rathe  gezogen ,  und  im  Februar  ]8ßl  zum  Commissir  für  Ma- 
thematik bei  den  Gymnasial-Lehramte-Prüfungen  ernannt,  »eiche« 
Ami  er  bis  (venige  Monate  vor  seinem  Tode  versah.  Im  Frühling 
1851  besserte  sich  sein  Gesundheitszustand  allmülig,  so  dass  er 
sich  stark  genug  fühlte,  der  Sendung  des  Unterrichts-Ministeriuma 
xor  Welt-lndustrie-AuBstellung  nach  London  nachzukommen.  Er 
machte  sich  dort  noch  ausserdem  niil  der  Einrichtung  der  verschie- 
denen Lehr-  und  Bildungsanstalten  Ikekannt,  vor  allem  interessir- 
ten  ihn  die  Adnit-Schnots  (Schulen  für  Frtvachsene,  die  bereits 
in  einer  praktischen  Thiitigkeit  stehend,  das,  was  ihnen  an  Theo- 
rie abgeht,  auf  diese  Weise  nachzuholen  streben).  Beinahe  alle 
diese  Anstalten  vrerden  in  Foaland  durch  Private  (Gesellschaften) 
unterhalten;  es  lag  daher  auch  in  seiner  Absicht,  unsere  Bürger- 
schaft und  vorzüglich  die  Wiens  durcli  eine  Broschüre  darauf  auf- 
nierlcsam  zu  machen,  und  einen  ähnlichen  Geist  in  ihnen  zu  er- 
wecken. Auf  der  Rückreise  hielt  er  sich  einige  Tage  in  Paris  auf. 
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berührte  einzelne  deoteche  StSdte,  vnd  war  in  Gotba  wieder  bei 
der  Versammlung  der  Naturforscher  zugegen.  Im  September  1851 
gelangte  er  nach  Wien  zurflcic.  Im  März  d.  J.  wmde  er  voo  einem 
ausgezeichneten  Wiener  Arzte  von  der  dasigea  Hochschule  aufs 
Genaueste  untersucht,  und  dieser  sprach  schon  damals  die  Haff* 
nungslosigkeit  seines  Zustandes  aus.  Durch  eine  zweckmässige 
Difit  und  vollkommene  Schonung  blieb  er  so  viel  als  raOglich  von 
Leiden  verschont,  so  dass  er  selbst  noch  fortwährend  hoffte»  asd 
sich  Alles  von  der  Wirkung  des  Vuslauer  Bades  versprach.  Doch 
nach  11  Tagen,  die  er  dort  zubrachte,  war  er  eine  Leiche.  Seine 
Krankhdt  bestand  in  einer  Entartung  der  Nieren ,  die  in  ihren 
abnormen  Functionen  den  Harn  fortwährend  mit  Eiweiss  schwän- 
gerten, allen  Organen  ihre  Kraft  benahmen,  und  zuletzt  ein  Lnn- 
genOedem  herbeiföbrten.  Er  starb  am  9.  Juni  18fi2  an  einem  Mitt* 
woph  in  Vuslau,  um  die  sechste  Stunde  des  Nachmittags.  Seine 
letzten  Worte,  beiläufig  um  11  Uhr  V.-M.  waren,  zuerst  läse,  dann 
aber  auf  Befragung  vernehmlich,  mit  Anstrengung,  jedoch 
mit  Bedeutenbeit  gesprochen :  „  Alle  guten  Geister  lohen 
Crottden  Herrn.'*—  Am  darauf  folgenden  Freitage  war  das  Leichen- 
begängniss,  zu  dem  ungeachtet  der  grossen  Entfernung  von  4  Mei- 
len, der  Director  und  alle  Professoren  des  polytecbaiscnea  Institn- 
tes,  dann  eine  sehr  zahlreiche  Anzahl  von  Studirenden  hioaos* 
kamen,  welche  letzteren  den  Sarg  trugen  und  ihn  ins  Grab  hinab- 
senkten. Die  Theilnahme  war  gross  und  allgemein  für  den  edlen 
Dahingeschiedenen. 

Seine  Werke  in  chronologischer  Ordnung  wareu  folgende: 

1)  Das  geradlinige  Dreieck  und  die  dreiseitige  Pyramide»  Wien. 
Heubnerl827. 

3)  Elemente  der  retnen  Mathematik  ffir  den  akademischen  Ge- 
brauch 1.  TM.  Algebra,  Wien,  Heubner  183L 

3)  Elemente  der  reinen  Mathematik  fOr  den  akademischen 

brauch  2.  Tbl.  Geometrie,  Wien,  Heubner  1S3&. 

4)  Neue  Methode  zur  Auffindung  reeller  Wurzeln  höherer 

rischer  Gleichungen,  Wien,  Heubner  184:2. 

5)  Anleitung  zum  Gebrauche  des   englischen  Rechenschiebets, 

Wien,  Lohrmann  1843. 

6)  Handinich  der   besondem   und   allgemeinen   Arithmetik   f&r 

Praktiker,  Wien,  Gerold  1844.    3.  Aufl.  1848. 

7)  Handbuch  der  Geometrie  fär  Praktiker,  Wien,  Gerold  18B0. 

8)  Der   mathematisch -astronomische   Tbeil    zu  Galettis  Welt» 

künde  (10.  Aufl.),  Pesth  bei  UtaÜfAtu,  auch  besonden 
abgedruckt  (Pesth  1847.;. 

9)  Grandlehren  der  Anaiysis,  verfasst  zu  Laibach  im  Jahre  I839| 

lithographirt  1843»  in  Druck  gelegt  1850  bei  GeroUL 
10)    An(angs§^nde  der  Geometrie  aus  der  Anschauung  begriis- 
mässig  abgeleitet,   im  Auftrage  des  Unterricbtsminlste- 
rlums  dir  die  1.  Grammaticalclasite  ausgearbeit^»  Wien. 
Gerold  1861. 
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JLIterarlsclier   Bericlit 


Oeschlchte  der  IHathematik  und 

Physik. 

Die  Fortsetzung  des  interessanten  Referats  von  Biot  über 
den  wichtigen  Brie&echsei  zniscben  Newton  und  Cotes  (m.  s. 
Literar.  Ber.  Nro.  LXXIV.  S.937.)  flndet  man  im  Journal  des 
Savants.    Avril.    1852.    p.  217. 


Lebenslinien  zur  Geschichte  der  exacten  Wissen* 
schaffen  seit  Wiederherstellung  derselben  von.J.  C. 
Poggendorff,  Mitgli  ed  der  Academie  der  Wissenschaf- 
ten zu  Berlin.    Berlin  1853.    4.     1  Tblr.  10  Sgr. 

Diese  Lebenslinien  zur  Geschichte  der  exacten  WissenschaC* 
ten  sind  bestimmt,  die  chronologischen  Data  ihres  biographischen 
Theils  zu  sammeln ,  und  sind  der  Vorläufer  eines  grosseren  bio- 
^aphischen  Werkes,  durch  welches  später  eine  fühlbare  Lücke 
in  unserer  Literatur  ausgeCSlIt  werden  soll.  Den  Inhalt  dieser 
Schrift  bilden  zunächst  drei  Tafeln:  die  eine  für. das  secbszehnte 
und  siebzehnte,  die  andere  für  das  achtzehnte,  die  dritte  f&r 
das  neunzehnte  Jahrhundert,  in  denen  in  einer  graphischen 
Darstellung  die  hauptsächlichsten  Lebensdata  yon  .150  Perso- 
nen, die  sich  um  die  Cultur  der  exacten  Wissenschaften  verdient 
gemacht  haben,  angegeben  sind.  Die  Namen  sind  alphabetisch 
geordnet,  auf  der  rechten  Seite  der  gezogenen  horizontalen  Li- 
nien stehen  die  Namen  der  Betreffenden ,  links  die  Geburtsorte, 
die  Endpunkte  dieser  Horizontalen  geben  in  Bezug  auf  den  oben 
und  unten  befindlichen  Jahreszeiger  oder  Jahresmaasstab  Geburts- 
und Sterbejahr  an.  Der  Grundgedanke  dieser  biographischen  Ta- 
feln ist  von  Priestley's  Chart  of  Blograpby  entnommen, 
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die  vor  etwa  einem  Jahrhundert  erschrenon  ist.  D«ti  Tafeln  vor> 
angeschickte  EclSuleruiisen  enthalte»  die  Namen  uieder  in  alpha- 
betischer Ordnung,  und  knrz  die  hauplxäcblicbsten  Leiiitung«n  der 
in  den  Tafeln  aufgetioramenen  Personen. 

Weil  mich  die  Schrift  interea^iirte,  ging  ich  mit  ihr  in  meine 
Bibliothek,  um  mich  einigeriuassen  von  iiirer  Voilstüntiigbeil  zw 
üb«rxeugen.  Da  fund  ich  aber  freilich  sehr  grosse  Läcften,  und 
MSnner  wie  folgende  dürften  doch  in  einer  »olchen  Schrift,  die 
manche  andere  viel  iveiiiaer  verdiente  Namen  aufgenommen  hat, 
wohl  schwerlich  fehlen.  Ich  Föhre  die  Namen  ohne  alle  bcslimmle 
Onliiuiig  an,  wie  sie  mir  j^erade  aus  meinen  Büchern  entgegen- 
treten. 

Hindenburg,  Georg  äimoii  Klaget,  Lacroix,  Montniort,  Fried- 
rich Theodor  Scbuberl,  Schonten.  Gregorius  a  St.  Viocentio,  Mon- 
tucta,  Soldner,  Littrow,  Gariliner  (sehr  berühmte  Logarithmenla- 
fein,  in  der  Mathematik  berühmter  als  die  des  aufgenommenen  Vega). - 
Sberwin  eben  si>,  Schumacher,  Le  Seur  und  Jarquier,  Don  George 
Juan  (berühmtester  m  a  t  h  e  m  n  t  i  s  c  It  e  t  Sdirirtsleirer  über  Schiffsbau 
und  Schiffsmanotuvr«).  Horreboiv,  Uelidor,  ja  sogar  tJbrietian 
Freiherr  von  Wolff  fehlt,  und  dieser  war,  nenn  er  aacb  nicht 
gerade  li^ntileckungeii  gemacht  bat,  doch  wohl  eine  wirkliche  Le- 
benslinie für  das  Studium  der  eiaclen  Wissenschaften,  wenigstens 
in  Deutschland;  deshalb  vertrieben  ihn  ja  auch  die  Theulogen  i 
aus  Halle  und  erst  der  alle  Fritz  rief  ihn  zuriick,  Tansende  vob 
Studenten  und  Bürgern  holten  ihn  ein  (der  Herr  Vf.  hätte  sollen 
Gottsched's  Lobschrift  auf  Watff  nachsehen),  Pasqnich,  Pe- ^ 
Irus  Ramus,  Job.  Keiil,  Pitiscus,  Reglomontan,  Adrianus  Roma-  , 
nus,  Jdh.  FaulbabFr,  Daniel  Schwenter,  Busge,  Jac.  Craig.  Steph. 
de  Angetis,  Hugh  Hamilton,  Moritz  v.  Prasse,  Mollweide,  Töpfer  , 
(Combinatorische  Analysis),  Tctens  (eben  so),  Keyneau,  Lorgna,  ■ 
Landen,  Conte  di  Fagnano,  de  Bougainville  (Calcnl  mtegral),  Paoli. 
Buzei^eiger,  Walmesley,  Manfrcdi,  de  Bnuuoy,  Langsdorf,  IVk» 
Ftiss,  Lexell,  W'eingärtner  (Comb.  Anal.),  J.  v.  Paeassi,  Ceomn, 
Spfilli,  Svanbei^,  l^osperbi,  Melanderhielm,  Hennert,  Lolof,  Mal* 
let,  Idelcr,  Lowitz,  Tac((uet ,  Dechales,  Job.  Caramuel,  Doppel- 
msyer,  Kahn  (Oeulus  artSttciali^),  Johann  de  Nacrobosco,  Ongtred, 
Adrian  Metlus,  DuFÜlard,  Rohertson,  Franchrni,  Girard,  Cb.  Kireh 
(Berliner  Astronom),  SlJberscblag  (Berliner,  um  Mathematik  und 
Naturwissenschaft  verdienter  Geistlicher),  Lord  Brounlier  (kette»i 
brüche),  de  Gua,  Bragelogn«,  Craroer,  Bruihenridge,  Christoph 
Rudolph  aus  iauer  ^berühmter  Cnssist).  Paul  Haiken  (eben  «■>), 
Job.  Scheybl,  de  Reaune.  Jehann  Hudde.  de  Sli'ise,  Thomas  Ba- 
ker. Campbell,  Loeny,  Foncenei,  Gursn^e,  Bachet  (berühmter 
Heransgeber  des  Dloohant).  Von  der  berühmten  Familie  d« 
BernoTdli'a  siebt  der  Herr  Vf.  nur  drei  an;  es  giebt  deren  aber, 
ausspr  dem  Stammvater  aller,  noch  Eehn,  deren  sehr  vollstKndige, 
von  Herrn  Professor  Bernonlli  in  Basel  mitgetheitte  Genealo- 
sie  der  Herr  Vf.  Im  Arcbii-  ThI.  V  ( II.  Literar.  Ber.  Nrfl. 
XXXII.  S.  481.  hätte  finden  kiinnen. 

Sntebe  Namen,  die  alle  in  den  ..Lebenstinlen"  Tehlm, 
pod  ikcilM'eiae  weit  berdbinle*  sind   als  die  sieh  dort  Imdenden, 


Messen  sich  noch  in  grosser  Men^o  aulTahren,  denn  die  Geochicbt» 
der  cxacleri  Wissenscharien,  iianientlich  der  Malheniatik,  Ut  un- 
gemein reich  an  lieruiiintpn  Namen,  elieii  weil  iliene  W'issenscbaf- 
fen  nur  sehr  langsaiti,  aber  in  stetigem  sichetcN  Fortschreiten  zu 
der  Höhe  ^etan^t  »ind,  auf  der  sie  sich  jetzt  heflnden,  nnd  weil 
oft  durch  ein«  einzige,  an  eich  sehr  einTuch  scheinende  Idee,  die 
in  der  Geschichte  nothvrendiK  den  IVsmen  ihres  Ertinders  trafen 
mos«,  grosse  Fortschritte  der  W'iMeiischall  herbelg^lührl  werden' 
sind. 

Bedauern  müsseD  nir  auch,  dass  der  Herr  Vf.  seiuß  „Le- 
benslinien'' nicht  noch  etivas  ireiter  rGckivärls  verlängert  bat, 
bis  er  zu  den  Arabern  Kclangl  ivüre,  die  jedenfalls  Vieles  ftir  die 
Zeit,  auT  welche  sich  die  Lebenslinien  nur  erstrecLen,  vorberei- 
tet haben.  L'nd  »as  für  .Schätze  nanentlich  jetzt  in  der  arahi- 
Bchen  Ijiteratur  aufgefunden  norden  sind,  ist  z.  B.  aus  dem  Li- 
icrariscbeu  Berichte  Nro.  LXVII.  S.  861  des  Archivs 
ni  «rseben. 

In  den  ErlQulerunDen  sind  uns  maochc  Ungenauizk eilen  auf- 
gedtofisen.  Der  betünnite  Verfasser  der  Mondtafeln  netsst  nicht 
„Burg"  sondern  „Uürg".  —  „Cavalieri"  ist  jedenfalls- 
falsch;  es  muss  heissen  „Cavaleri"  oder  auch  vielleicht  »Ca-, 
ralleri",  worüber  wir  eine  bestininite  Entscbeiduna  in  diesem 
Augenblicite  nicht  geben  kiinnen,  aber  „CavaÜeri''  ist  unter  je- 
der Bedingung  falsch.  Bei  Fermat  ist  als  üauptverdienst  die 
„Zablenrechnnug"  angeluhrt;  dJes  uuss  „Zab  lenlefare" 
oder  „Theorie  der  Zahlen"  beisaeii ; .  deun  „Zahleiirech - 
mudk"  giebt  einen  ganz  üiUchen  Begriff.  —  „Demoivre"  ist 
eine  bhDz  Tilsche  Schreibart;  auf  keinem  seiner  Werke  schreibt 
sieb  dfieser  berühmte  englisctie  Itlatbemaliker  (nach  iicburi  übri- 
gSDB Franzose)  so,  sondern  immer  „Ha  3loivre",  utid  er  heiiMtt 
in  der  Mathematik  auch  allgemeii»  kurz  „Moivre".  —  Eben  so 
i&t  „L'lluillier''  in  dDf)u«lt»r'  Weise  ganz  falsch;  es  muss 
„l>biiilicr"  betssen.  Auch  Hätte  bei  diesem  trefflieben  Matbe- 
nwttker  nicht  seine  „Exiiosition  ^lüincntaire  des  caIcuJs 
fiUp^tieurs",  sondern  das  neue  um)  grössere  lateinische  Haupt- 
werk: „Expositio  elementaris  Principioram  catculi  dif- 
ferentialis  et  integralis  etc."  angeführt  werden  sollen.  — 
„Mercator"  islaUErliuder  der  „Karlen  mit  wachsender  Pro- 
iection"  angeführt,  was  geradezu  einen  Nonsens  eutbült.  Diese  vor- 
aOglich  in  der  ächiffl'nhrt  bei  der  s'^enannten  runden  Schiflfahrt  ge- 
bräuchlichen Karlen  heissen  „Karlen  mit  wachsenden  Breiten" 
oder  „Heducirte  Karten".  —  Pin  gre'sCo  meto  grap  hie  ist 
nicht  1784,  sondern  Her  erste  Th<ül  schon  1783  erschienen. —  Bei 
dem  Astronomen  „Wendelin'  halte  erwähnt  werden  müssen, 
dass  er  zuerst  nach  Aristarcbs  Methode  die  Entfernung  der 
Sonne  von  der  Erde  durch  Kenbacbtungen  bestiiunit  habe;  dabei 
kommt  freilich  auch  eine  Moadbeobuchlung  vor,  aber  der  Zivcrk 
ist  dabei  gat  nicht  der  Mond,  sondern  recht  eigentlich  die  Könne. 
—  Hinter  „Stevinus"  schreibt  der  Herr  Vf.  „SIevens?" 
Wir  anlnorten  kurz:  „Sterin"  (m.  e.  das  treffliche  „Memoire 
sur  la  vie  et  les  travaux  de  Simon  Stevin.  Par  8tei- 
cb«n.    ßruxellGS.  ISiö.  342  Seilen;  auch  eise  fctirzcra  sebr 
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seUne  Sdbrift  tod  Qaetislet  über  dlesmi  berühmteii  nledetlän^i* 
dobeii  Mathematiker ,  der  aU  Ingenieur  im  Üienete  des  Priezea 
Morits  von  N-aeeau  stand). 


7<   , 


Schon  dae  Vorhergehehde »  weg  eich  leicht  noch  vermehren 
lieese»  wird  hinreichend  sein ,  nanä^ich  jungen  Mathematikern, 
die»  weil  sie  sich  oft  wegen  einerpweckmissigen  Anleitanc  zur 
Creschicbte  ihrer  Wissensdiaft  in  Verlegenheit  Ksfinden,  vielleicht 
am  Ersten  nach  diesen  Lebenslinien  greifen  dQrften,  in  jeder  Be- 
ziehung sehr  grosse  Vorsicht  bei  dem  Gebrauche  derselben  an- 
zuempfehlen. 6. 


In  den  nMittheilungen  der  naturforschenden  Ge- 
sellschaft zu  Bern.  No.  245  —  No.  247.  8.  184.'.'  hat  Herr 
R.  Wolf  ein  Bructistfick  aus  einer  von  Lhuilier  in  Genf  ge- 
haltenen akademischen  Rede  mitgetheilt,  welches  in  mehreren  Be- 
ziehungen ßir  die  Geschiebte  der  Mathematik  interessant  ist 
Dasselbe  enthält  eigentlich  die  Geschichte  des  mathematischen 
Lehrstuhl^  zu  Genf  w&hrend  nahe  einem  Jahrhundert,  und  da- 
bei sehr  interessante  Notizen  über  vier  verdiente  Genfer  Mathe- 
matiker: G.  Cramer,  J.  L.  Calandrini,  G.  Necker  de  Ger- 
roagny  und  vorzCIglich  C.  L.  Bertrand.  Der  erstere  dieser  vier 
Männer,  Enler's  Zeitgenosse,  ist  wohl  durch  seine  ausffezeich- 
nete  „Introduction  a  TAnalyse  des  lignes  conrnes  al- 
g^briques.  G^n^ve.  1750.  4/'  jedem  Matnematiker  bekannt; 
dass  die  beiden  folgenden  es  weniger  sind,  darf  nicht  befremden, 
da  sie,  bei  aller  Trefflichkeit  ihrer  Kenntnisire,  wenig  geschrieben 
haben;  dass  aber  auch  der  letzte,  nftmlich  Bertrand,  im  Allge- 
meinen nicht  sehr  bekannt  ist,  ist  sehr  befremdend  und  im  höch- 
sten Grade  zu  bedauern,  da  das  von  demselben  herausgegebene  grosse 
Werk:  „D^veloppement  nouveau  de  la  partie  ^l^men- 
taire  des  Math^matiques  prise  dans  toute  son  ^ten- 
due.  T.  I.  et  II.  G^n^ve.  1778.  4.''  einen  ungemeinen  Reich- 
thura  an  neuen  Ideen  und  Sätzen  enthält,  und  daher  von  Jüngern 
Mathematikern,  die  namentlich  in  der  Geometrie  leider  nur  au  oft 
bloss  nach  dem  Neuesten  greifen,  was  in  der  genannten  Wissen- 
schaft, wo  gerade  die  älteren  Werke  viele  GoldkSrner  enthalten, 
besonders  zu  bedauern  ist,  nicht  so  unbeachtet  gelassen  werden 
sollte,  wie  dies  jetzt  der  Fall  zu  sein  scheint.  Da  die  von  Herrn 
Wolf  gemachte  Mittheiinng  sehr  geeignet  ist,  das  Andenken  an 
die  genannten  trefflichen  MatH^matiker  zu  erneuern,  und  zugleich 
überhaupt  einen  interessanten  Beitrag  zur  Literaturgeschiclite  ei- 
nes kleinen  Freistaats  liefert,  der  von  jeher  durch  die  den  Wis- 
senschaften gebrachten  Opfer  sich  in  rfihmlichster  Weise  bervor- 
gethan  hat,  so  glaube  ich,  dass  es  den  Lesern  des  Archivs  ange- 
nehm sein  wird,  wenn  ich  dieses  Bruchstück  aus  Lhuilier*s 
akademischer  Rede  hier  folgen  lasse: 

„Avant  que  les  sciences  philosopbiques  eussent  acquts  l'eten- 
due  et  le  degr^   de  perfection  auxquelles  elles  ont  ^te   portees 
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(lans  ce  eiöcle,  oii  paiivair  peut^^tre  siiiia  (langer  confior  aux 
rotimes  inatituleurs  le  il^vel<i|ijiaiiieiit  tie  iluiix  suiemus,  qui,  imes 
pai  un  grand  »onib^e  <1e  poinU  «le  coiiliict,  se  pnetent  si  souvent 
un  eeeoura  mutiiel.  Autjsi  celle  re4inivii  a-t-elle  eu  lieu  dans 
notre  patne  jitsqii'a  raiiiiee  24ii]e  ce  «iecle,  A  celle  epotiue  urie 
beureuse  citcnnslance  lit  seiitU^u  ^  im  verneine  nt  l'importaht'e  ciii'U 
y  Btirait  k  delacliet  l'une  de  Tautre  ces  ileux  äi:iftii;es  ile  1  en- 
seigneinenl  pulilii:,  et  ä  ne  pa^  niettre  des  cntraves  aux  urogres 
de  i'iilte  et  de  lautre  en  ehargeaiitle«  niviuet«  professeurs  de  leurs 
däveloppeinent  G.  Cranier*)  et  J.  L.  Calaiidrioi  **),  deux 
amis,  nvaux  par  leur  tareots.  par  r(>teiidiie  He  leurs  coniiaiiiHiiii- 
cec'pas  proportioimees  ä  leur  jeunesse,  et  par  leur  babilile  ä  lee 
corainuniquet,  avnieut  eoutenu  avec  uu  e^iai  suec^s  les  epreures 
paar  obtenir  la  chaire  de  pbilosopbie.  Les  electeurs,  en  Gonfü- 
»nt  eelte  vocatioQ  ä  A.  De  la  Rive-f-),  repreterent  de  n'avoir  paa 
i  llonner  autant  de  suffrages  qu'il  y  avait  de  i^andidats.  Den  nia- 
gistrats  ^clair^s,  convaincus  que  la  cidture  des  eciences  dott  £tre 
uiie  des  sources  de  la  j^loire  la  plus  solide  a  laquelle  ndtre  pe- 
titbsse  noutt  permefte  daspirer,  et  une  des  bases  de  notre  prr>- 
sptfrite  publique,  sentirent  l'inipoTtance  d'atlacher  k  iiolre  Acade- 
rai«  deux  jeiinee  aavonts  qui  vüuaient  de  diinner  Irs  preuves  tpR 
plos  brillantes»  de  leur  capacite.  LVnseigiiement  des  niatbema- 
tiqnes  tut  des  lors  eepare  de  celut  des  aulrea  liranches  de  la  phi- 
losopbie,  et  les  deui  nouveaux  profcsaeurs  reiiiplirent  conjolnte- 
menl  les  funcliotis  de  la  nonvelle  chaire  iusqua  l'epoque  oü  la 
promntion  de  Calandrini  ä  la  chaire  de  philosopble  laissa  Cranier 
seul  en  pussession  de  l'enseigiiement  des  mathematiques. 

„Calandrini  n'esi  paa  «enlement  connu  de  »es  cfimpsttiptea 
auxmiels  il  a  rendu  les  Services  les  plus  distingues,  d'abord  dans 
aea  Tonclions  acailemiqiie<<  et  en  suile  dans  les  premi^res  niaces 
de  U  magistralure.  Malgre  l'extrvme  niodealie,  ijui  lui  Vaisait 
fnir  la  r^putatinn  exterieure  n  laquelle  ses  talents  lui  permettaient 
d*a*pirer,  —  il  ec^l  cenendaiit  cnnnn  par  quelques  productions  qui 
proovent  l'eteiidue  et  la  prorondeur  de  scs  connuissances;  le  cnm- 
mentaire  sur  les  priiicipes  de  Netrton  qui  a  paru  eous  le  noin  des 
P^rea  Le  Senr  et  Jac<|uier,  ennlient  des  developpetnenis  sur  les 
»«lieres  les  plus  dil'licdes  qui  soni  de  la  main  de  notre  catnpa- 
ttiote-!-!-) ,  et  il  a  le  preniier  montre  riDsuflinance  des  calcaU  da 
nutlitiniaticien  ani;laia,  relalirs  ä  au  des  pmnta  fondamentaux  de  Ik 
th^ori«  de  la  lune. 


•)  IT04~<  IT&2.  Sifhe  Seni-Iiier,  liUtaire  liili<rRite  de  Genü*B  111., 
IH,  und  Nilüieilungeii   trUS.  püg.  23. 

••)  I7U3  — i;56.  Siehe  Sviiebicr,  III,  II?,  iina  Mi  llh  ei  langen  i9l6, 
par  ai9. 

i)  1698—1760.     Siehe  Seoneliier  IH,  103. 

-f-f)  Atte  iiiil  einem  Ail^riq'ie  IienL-ichncten  Nuten  dieaer  achnneil 
Anigibc  der  l'rinci|>ien  aind  von  CalnnUrini. 
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,,  Cr  am  er,  profitam  da  loisUr  qoe  l«l  Amnait  raltemathra  da 
«es  foneCiona  acad^miqaea,  parcottrat  lea  priacipalea  iNNitrtfM  ie 
TBarope,  at  proton^tea  ^on  a^jour  dana  lea  villen  mi  lui  ofiraieat 
le  plua  de  relatlena  litterairea.  II  contiaeta  dea  Malaofta  lathnaa 
avec  lea  Berneolli  k  BAIe,  et  ue  dddaigna  paa  de  dateair  lear 
diactpie;  k  Limdrea  et  k  Paria,  M  ae  lia  avee  tea  bemaiiea  d^  M* 
trea  et  lea  inatb<^matlclena  lea  phia  prafonda  qvm  cea  rillea  r^otiia- 
aaieat  en  grand  aorabre.  II  devint  nembre  dea  aoei^tda  aavaots 
lea  pina  dlatlngn^ea  et  obtint  an  graad  notnbre  dea  titrea  de  iia> 
bleaae  litterairea  d'aotatit  plua  precieax  k  rhoomie «de -titrea  ^ 
en  eat  re?Ma,  qno  le  baaard  de  la  nataaanee,  et  le  merite  trep 
raremeat  hdr^ditaire  des  anc^trea»  n'en  affalbHaaeat  poiat  le  droit 
da  propriete.  Parmi  lea  Dombreax  eorrafifea  de  Gramer,  qu*ll  me 
aafdae  de  cfter  aon  Introductioo  k  Tanalyse  dea  Hgnea  eoarbea, 
qoi  pubK^e  en  m^me  temps  qoe  Tlntrodaction  ä  l'analyae  de  Pin- 
tiol  d'Euler,  rivaliae  avec  la  partle  de  ce  deraier  envrage  qai  eat 
relative  ao  m^me  objet. 

,,Apr^a  un  Intervalle  qne  Je  doia  paaaer  aooa  alleoee,  la  ebalre 
dea  roatb^atiqaea  fut  occap^e  nendant  «n  tempa  trop  eoart  par 
le  G.  Necker  de  Germagn^f^)  digne  ^l^e  et  man  d'Alembert» 
et  oul  a  donn^  dana  de^  ro^moirea  profoada  dea  preuvea  de  1'^ 
tenane  de  ses  coiinaiaaancea.  Mala  eeux  de  aea  coneHoyena  qal 
ont  le  bonheur  d'entretenir  avec  lai  dea  relatiana  qol  les  mettent 
en  etat  d'apr^ier  aea  qaalit^a  aodalea»  qui  eonnalaaent  le  ylf  In* 
i6r^t  qu'il  prend  au  bonheor  de  notre  patrie»  et  rempre«aement 
avec  lequel  il  dlrige  »es  facult^a  et  ae«  laml^ea  vera  toqt  ee  qal 
a  rapport  au  bien  public«  oublie  aea  titrea  litterairea  pour  oe  8*oc- 
eoper  qne  dea  droita  qu'il  a  comrae  citoyeo  k  lienr  eHtime,  a  leur 
attachement  et  ä  leur  reconnaiaaance« 

yyLe  C.  L.  Bertrand  '^*>,  dl^ve  d'Euler  et  digne  dea  lecona 
de  oe  grand  bororee,  membre  de  racad^mie  dea  aciencea  et  belfea- 
iettrea  de  Pruase,  cultiva  de  bonne  henre  lea  aciencea  ezaetea« 
Apröa  avoir  rempli  pendant  prda  de  treote-cinq  anndea  la  cfaaire 
dea  matb^roatiquea,  avec  un  Me  couronn^  par  le  aucc^a  avec  le- 
quel il  a  forme  de'  nombreox  diövea,  il  a  ddaird  jouir  du  repoa 
qoe  la  dur^e  de  aa  vocation  lui  avait  rodritd.  Ceux  de  nea  com- 
patriotea  qui  ont  eu  conime  rooi  le  bonbeur  de  profiter  de  aea  in- 
atructiona  Taccompagnent  de  leor  regreta  et  ae  leur  reconnata- 
sance;  je  ne  craina  pas  de  me  troroper  en  lea  jugeaat  d'apr^ 
roon  propre  coeur.  L'oripnalitä  de  aa  methode  qui  döc^le  le  gö- 
nie,  Texactitude  et  la  vigueur  de  ses  procddäa»  la  multitucle  de 


')  Lonic  Necker  wurde  1730  geboren,  lTft7  ProfeMor  der  Mathema* 
tik.    Siebe  Senebier  III,  145. 

**)  Lonic  Bertrand  wurde  ara  3.  October  1731  zn  Genf  geboren, 
▼ersah  Ton  1761 — 1795  die  Profescur  der  Mathematik  in  Geof  und  starb 
daaelbtt  am  15.  Mal  1812.  Siehe  fiber  ihn  Senebier  III,'  145,  und  na- 
meaüich  BiUiothique  brilaaBiquo.  Tom.  6e.  Soiencea  el  nrt«.  Pag« 
173—181. 


matieres  ioleressniiles  uu'il  a  ttaitees,  reiident  son  gran<)  i 

3noique  sous  un  tjtre  «lemeiiUire,  |)f«cieux  ui^me  ä  ceiu  qtii  out 
^ja  fait  de  prngres  dane  la  scieocc  *).  Les  applications  qui  y 
sollt  conteniis  aoal  proprem  k  piquei  la  curiosite  par  leur  itnpor- 
tarice  et  par  la  maniere  dont  ellee  y  »ont  pr^sentees.  It  contient 
len  geriiid«  iioinlircux  de  iiouvell«s  recberches,  et  depam  sa  publi- 
calion  le  C  Bertrnnd  a  poursiiivi  avec  succes  ses  iirorondes  ta4- 
dilations  eur  (|uelqiie»<-u(is  des  chefis  i|ui  y  son  (rait^s.  Nous  at- 
tendons  avec  uue  justa  impatienc«  een  Irat'uax  ifur  U  »olalion  ge- 
u^rale  des  equationa.  Lnr»  mim*  qu'il  ne  parviendrait  paa  h 
sarmonter  vuinpleteiiieiit  d«s  difriculttis  c|iti  jusiiuit  |ir^sent  nnt 
arr^l^  tous  \ea  matheniRliciens ,  l'ardeur  inrati|;atile  avec  laqiielle 
il  a  poarsiiivi  «es  calciilü  ne  dnit  notis  [aiBser  aucun  doute  iiu'ils 
a»  preaenteiit  des  decouverles  imp or taute s")- 

„Le  8i]cc6s  qu'on  obtient  dana  )a  cullure  d'une  i 
Uli  lien  qui  y  altucli«  fortement,  et  il  n'est  reserve  qu'ä  ua  petit 
iiombre  de  ^eiji<'8  privilegies  d't'lendre  et  de  tarier  leur  occupo- 
tion  Mur  ua  i>rand  nnmbre  d'objeta.  Le  C.  Bertrand  jnuit  do  cette 
bcureusG  diäpnsitiou.  11  ii'eat  etranger  ä  aucune  des  brancfaes 
des  Sciences  philosopb'iquca.  LeH  diataurti  qii'il  a  prononc^s  dana 
cette  cereinoiiie  lillerairt;  et  patrtotiqiic,  deceleiit  le  pbilosopbe 
roFond  et  iugenieux.    II  ee  plait  ä  reninuter  uux  causes  des  grands 


phenomeiies  de  la  iiatine  et  de  ceux  surCout  uui  cnncernent  plus 
par ticuli «rem eilt  le  globe  nue  nnus  babitons.  11  a  traile  de  1  ele- 
olricite  coninie  cause  de    la   foudre,    avant  que  les  principe«  de 


Franklin  el  le  succes  avec  tet]uel  il  «  d^sarme  les  cievc  fussent 
cannns  et  ailmis  aussi  universellement  uu'ib  märitenl  de  l'ütre, — 
et  ensuite  de  deox  lleaux  destmcteurs  <Ie  nolre  globe,  la  er^le  et 
les  trembleniens  de  terre.  Avant  Texpedition  de  Cook  datis  la 
mer  du  Sud,  il  developpa  les  raisoiiä  qui  le  portaicnt  ä  cro'iro  que 
cet  intrepide  navigateur  ne  irouverait  point  de  terres  australes. 
II  a  expose  avec  la  profoiideur  el  la  precision  qui  liii  sont  pro* 
pm  U  nature  des  differens  fluides  elostiques,  dont  la  decouverte 


X  vol.  il 


I   dam   laute   aoo   ^lendi 


**>  Da  die  BiliHuIh^quo  hri(anni(|iia  nlchl  immer  bei  Händen  iil,  «o 
mag  ihre  Notli  über  Bertrnnd't  [IciDÜhon|;en  um  die  Bligemeiae  Lnsung 
der  GleicIiuDgen  hier  beigefügl  werden:  „  On  (iiit  que  juiqn'ä  pr^ient 
lea  aotuliiins  gon^ralrs  Ae»  ^i|untioni  s'arrflcnt  nn  i|uatrienio  degr^,  et 
quB  lei  iionTnirs  de  l'anaijse  j  nnt  tronv^  leura  limite*.  m^ine  dam  la 
■nain  dci  plui  grand  inathuniaUcieD*.  M.  Itcrlrnnd  avail  en  le  courage 
d'entrer  dam  la  reute  qui  |iouvait  conduire  a  rette  eunqu^Ie,  par  la  ao- 
lulinn  d'an  probläme  qui  olTrait  quatte-vingt-dii-huil  ^qualinna:  il  tra- 
vailla  aani  interruplion.  pendant  aepl  iiu  huit  ann^ea,  4  l'elimitalion  dea 
inconnuea  de  cea  jqUHliuna,  avec  nue  aagacit^,  une  conalance  et  an  ordre 
qu'on  ne  peul  oaacz  admirer.  II  avail  j'eapoir  d'arriver  an  terrae  oü  il 
verratt  ■!  le  probl^me  ^tnit  di'terminä,  Inraque  lea  Ironblca  de  la  patrie 
■'arrach^renl  a  cu  occupatiuna  iranquillen.  Et  Tengagirent  &  en  faire  nn 
gtatrtm  «acriBce,  pour  ae  d^TOuer  aa  bleu  public." 
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a  cban^^  la  face  d*une  science,  qui  entre  lern  maros  des  chimi- 
stes  roodernes  devient  aassi  luinineoae  qn'elle  a  4t6  envelopöe  de 
tönöbrea.  L'activit^  de  son  genie»  oe  lai  permettant  paa  nne  re- 
traite  oisive^  il  a^  <^ccupe  da  d^veloppement  de  sea  vnea  g^olo- 
glques,  qui  ont  fait  le  sujet  de  son  dernier  discours,  et  il  nooi 
tarda  de  voir  parattre  le  frait  de  ses  recherches  et  de  ses  m^i* 
tations  *). 

„Je  n'entrepreodral  pas  de  d^peindre  comroe  litt^rateur  k 
Mathtfmaticien  pnilosophe  dont  nons  r^ettons  la  retraite.  Ceä 
dans  la  lecture  des  po^tes  les  plus  e^l^bres  de  Tantiqult^,  oail 
cherche  le  d^lassement  k  ses  travanz  les  plus  p^ibles.  Les 
ouvrages  qu'it  a  composes  sur  Finstraction  publiq^ue  sont  eatra 
les  mains  de  tous  dos  eoncito^ens;  conduit  par  le  patriotisnic^ 
appuy^  sur  une  beureuse  expönence,  il  y  plaide  avec  cbaleur  el 
avec  une  corinaissance  approfondie  la  cause  doot  il  est  le  dignt 
avocat. 

9,Ce  n'est  pas  seulement  aux  roath^maticiens»  aux  philosophes» 
aux  littörateurs,  que  la  retraite  du  C.  Bertrand  est  sensible;  eile 
doit  dtre  une  cause  de  denil  pour  tous  nos  concitoyens.  Dans  les 
dangers  imminens  de  notre  patrie»  il  lui  fit  le  plus  grand  des  sa* 
crifices  auxquels  puisse  se  resoodre  un  homnie  de  lettres,  qui  a 
cultiv^  avec  succ^s  des  sciences  amies   de  la  paiz  et  de  la  trän- 

3nillit<$.  Abandonnant  ses  «Stades  favorites,  il  sortit  de  la  retraite 
e  son  cabinet  pour  se  plonger  dans  le  tourbilloo  des  affaires  po- 
bllqnes :  dans  le  plus  fort  de  l*orage  il  mit  la  roain  au  gonvemail, 
et  n'^pargna  ni  soins  ni  travaux  pour  sauver  notre  Mle  naceUe." 


*)  Bertnind  legte  seine  geologischen  Ansichten,  In  deren  Bearbeitnif 
er  die  durch  die  Revolution  in  seinem  Vaterlande  hervorgeroleneB  Wir* 
ren  tu  Tergetsen  suchte,  in  dem  Werke:  „RenoBTollemeaa  pModifiei 
des  contioens  terrestres.  Paris,  an  VIII.  8.*^  nieder. 
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JLIterarlselier   Berlelit« 


Arithmetik. 

Sammlong  von  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und 
Algebra.  Für  Gymnasien  und  Ge werbschulen  bear« 
beitet  von  Friedrich  Hofmann,  Prof.  der  Mathem.  am 
Ic.  Gymnasium  zu  Bayreuth.  In  drei  Theilen.  Erster 
Theil.  ArithmetischeAufgaben.  Bayreuth.  Grau.  1852. 
8.    IS  Sgr. 

DcMni  Lehrern  der  Mathematilc  wird  hier  eine  neue  Sammlung 
von  Aubaben  aus  der  Arithmetilc  und  Algebra  geboten,  welche 
aus  dreiTheilen  bestehen  soll.  Der  erste,  die  arithmetischen 
Aufgaben,  a.  h.  der  die  Aufgaben  aus  der  gewöhnlichen  Rechen- 
kunst enthaltende  Theil,  lie^t  uns  vor,  und  wir  mfissen  gestehen, 
dass  uns  lange  keine  derartige  Sammlung  vorgekommen  ist,  wel- 
che uns  so  angesprochen  hätte,  wie*  diese.  Man  sieht  es  dersel- 
ben auf  den  ersten  Blick  an ,  dass  sie  von  einem  wirklichen  Ma- 
thematiker angelegt  worden  ist,  und  nicht,  wie  dergleichen  Samm- 
lungen grHsstentheils,  von  einem  gewöhnlichen  pädagogischen  Re- 
chenbfinstler,-  der  bei  aller  seiner  eingebildeten  mathematischen 
Weisheit  doch  meistens  nicht  zu  beurtneilen  versteht,  was  .dem 
künftigen  eigentlichen  mathematischen  Unterrichte,  wenn  derselbe 
namentlich  auch  für  das  Lebein  wahre  Frucht  tragen  soll,  nützet 
und  frommet.  Vor  allen  Dingen  müssen  wir  die  mathematische 
Klarheit  und  Bestimmtheit,  freilich  aber  auch  meistens  grosse 
Kürze,  hervorheben,  womit  alle  diese  Aufgaben  gefasst  sind,  in 
welcher  Beziehung  die  vorliegende  Sammlung  arithmetischer 
Aufgaben  uns  lebhaft  an  den  rücksichtlich  dieser  mathematischen 
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Klarheit  und  Bestimmtheit,  ~  Durchsichtigkeit  fiir  den  Schüler, 
mSchten  wir  sa^^en,  —  nach  unserer  Ansicht  noch  unübertroffenen 
algebraischen  Meier  Hirsch  erinnert  hat.  Ferner  ist  hervor- 
zuheben der  unausgesetzte,  überall  völlig  richtige  Gebrauch  der 
mathematischen  Zeichen,  wodurch  die  Schüler  frühzeitig  an  den- 
selben gewohnt  werden,  indem  sich  aber  der  Herr  VfT nirgends 
Willkührlichkeiten  im  Gebrauch  dieser  Zeichen  gestattet ,  wie  zu 
erossem  Schaden  für  den  künftigen  eigentlichen  mathematischen 
Unterricht  leidjer  bäuGg  in  Rechenbüchern  geschieht. 

Endlich  halten  wir  es  für  sehr  zweckmässig  und  fiiir  einen 
glücklichen  Gedanken,  dass  der  Herr  Vf.  in  den  Wortausd rücken 
der  einzelnen  Aufgaben  sich  überall  der  Buchstaben  als  allgemei* 
ner  Symbole  bedient  hat,  was  wieder  dazu  dient,  die  Schüler  schon 
früh  an  den  Gebrauch  dieser  Symbole  zu  gewöhnen,  was  för  den 
späteren  mathematischen  Unterricht  so  ungemein  wichtig  ist.  -Als 
ein  Beispiel  geben  wir  aus  den  Aufgaben  über  Multiplication  and 
Division  benannter  Zahlen  die  folgende  Aufgabe,  wie  sie  uns  ge- 
rade in  die  Augen  f^lt: 

„Wie  gross  ist  der  Umfang  einer  Welle,  wenn  sich  ein  Faden, 
dessen  Länge  a  Fuss,  b  Zoll,  c  Linien  ist,  n.mal  um  dieselbe 
winden  lässt  ?. 

a  ^  257  250  210  232 


6  =    10 

11 

11 

c  =      1 

7 

3 

n=  107 

71 

81 

56 


« 


Dass  hierdurch  zugleich  eine  sehr  i^rosse  Reichhaltigkeit  an 
Aufgaben  erzielt  werden  konnte  und  worden  ist,  versteht  eich  von 
selbst.  Bei  den  Geldrechnungen  hat  sich  der  Herr  Vf.  ganz  recht 
hauptsächlich  und  gleichmässig^  der  Rechnung  mit  Gulden  und 
Kreuzern  und  mit  Thalern  und  Silbergroschen  bedient.  Auf  Phy- 
sik und  Chemie  ist  vielfach  tlücksicht  genommen,  und  «owohf  die- 
ses wissenschaftliche  als  auch  das  kaufmännische  Bedfirfniss 
scheint  durch  die  angehängten  Tafeln  hinreichend  befüedigt  zu 
sein.  Resultate  sind  den  Aufgaben  nicht  beigefügt  Wenn  wir 
dies  auch  im  Ganzen  billigen ,  so  müssen  wir  aoer  doch  dringend 
wünschen,  dass  der  Herr  Vf.  die  Resultate  so  bald. als  irgend 
möglich,  in  einem  besonderen  Helle  herausgebe,  was  wir  ßlr  den 
Gebrauch  des  Lehrers,  und  i^uch  für  den  fleissigen  Schüler,  der 
pr  vatim  von  diesen  Aufgaben  zu  seiner  Uebung  Anwendung  ma- 
chen will,  unerlässlich  halten.  Wir  haben  bei  diesem  Elementar- 
buche uns  etwas  länger  als  gewohnlich  verweilt,  weit  wir  uns  für 
verpflichtet  hielten,  die  Lehrer,  welche  in  dem  Rechenunterrichte 
hauptsächlich  eine  Vorbereitung  für  den  künftigen  strcingen  maifte- 
matischen  Unterricht  erblicken,  im  Interesse  dieses  Unterrichts 
au  dasselbe  aufmerksam  zu  machen.  Die  folgenden  Theile  wer- 
den wir  sogleich  nach  ihrem  Erscheinen  anzeigen. 

Essai  sur  la  Metauhysique  du  caicul  integral.  Par 
C.  A.  Agardh,  Ev^que  de  Cartstad  etc.  Etudes  de  loisir. 
Stockholm.    1849.    8. 
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Apper^u    de    la   methode   des  series  pour  r^noudre 
les  f^quations  iiumeriques.     Par  C.  A.  Agardh,    Ev^que     - 
de  Carlstad  etc.    Stockholm.   1849.    8. 

Höchst  erfreulich  ist  es  zu  sehen,  wie  der  auf  anderen  wisseo- 
schädlichen  Gebieten  hochberuhmte  Verfasser  der  beiden  obigen 
Schriften  Im  höheren  Alter  seine  Müsse  mathematischen  Studien 
widmet.  Sind  diese  beiden  Schriften  auch  in  einem  älteren  ma- 
thematischen Geiste  Terfasst,  so  enthalten  sie  doch  manche  feine 
Bemerkungen,  wie  von  einem  in  vielen  Beziehungen  so  ausge« 
zeichneten  Gelehrten  sich  nicht  anders  erwarten  iässt,  weshalb 
wir  dieselben  den  Lesern  des  Archivs  recht  sehr  zur  Beachtung 
empfehlen.  Wer  wie  der  geehrte  Verfasser  auf  den  Titel  einer 
Schrift  sur  la  Metaphysique  da  calcul  integral  aus  Ueber- 
zeaguog  das  Motto  setzen  kann : 

„Haec  studia  senectutem  oblectant,  adversis 
rebus  perfugium  ac  solatium  praebent.  (Ci- 
cero pro  Archia,)" 

kann  wahrlich  diesen  Studien,  wie  es  bei  anderen  wissenschaftli- 
chen Beschäftigungen  nur  zu  oft  geschieht,  nie  fremd  geworden 
sein,  und  verdient  deshalb,  bei  so  eminenten  anderen  wissenschaft- 
lichen Verdiensten,  unsere  höchste  Bewunderung  und  Verehrung. 

Die  folgenden  auf  der  Universität  Lund  in  Schweden  neuer- 
lich erschienenen  analytischen'  Dissertationen  empfehlen  wir  der 
Beachtung  unserer  Leser : 

.    De  aequatlone  quinti  gradus  quousque  licet  redu- 
cenda.  Dissertatio,  quam  venia  ampliss.  Facult.  Philos. 

p.  p.   Mag.   Jacobus    Nicolaus    Granlund    et    Emil    Od-  ^ 

roaosson.    Lundae.    1852.    4.  * 

Elementära  Reglor  for  Ro tutdragning.  Akademisk 
Afbandling,  bvilken  under  Praesidium  af  G.  J.  Ds.  Hill, 
Math.  Prof.  för  Filosofiska  Doktorsgraden  utgifves  af 
Nils  Theodor  Sylvan.  Lund.  1852.  4.  I.  (II.  Fortsetzung 
Theodor  C.  H.  Wenster.    Lund.  1852.  4.  unter  demsel-  «. 

ben  Präses.) 

De  magnis  Logarithmi  integralis  valoribus  apte 
coraputandis.  Dissertatio  quam  publico  examini  sub- 
llcit  Fredr.  Theod.  Blomstrand,  Respondente  Arv.  Gar. 
iNerman.    Lundae.    1852.    4. 


Sur  les  conditioos   de  Tint^grabilite    de  i'equation 
diff^rentielle  du  second  ordre 

^n{x)   designant   iine  fonction  entiere  de  x  du  d^gre  n. 
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Par  A.  F.  Svanberg.  (Extrait  des  memolres  de  Ift  Soc. 
dtv  Science«  ä  Opsal.)    A  UpsaL    1851.    4. 

Den  besonderen  Fall  dieser  Differeotiaiglcichung,  weno 

9*^,(0?)  =  ip\{x)  =  9',  (x)  =  0, 

ist,  also  fpiix)^  9>9;(^)$  ^z(^)  respective  ganze  rationale  algebraiscbe 
Funktionen  des  Uten,  Isten,  2ten  Grades  sind,  hat  Lio'uville  im 
Journal  de  l'^cole  poJytecbnique,  Tome  Xlll.  behandelt 
Der  Herr  Verfasser  lehrt  aber  In  der  vorliegenden  Abhandlung  die 
obige  Differentialgleichung  zu^  integriren  ,  «venn  <Pi(x)i(pm(a:),  ^jCjt) 
ganze  rationale  algebraische  Fifnktionen  respective  vom  fsten,  2teD 
äten  Grade  sind,  sodass  also  die  von  Liouville  betrachtete  Glei- 
chung unter  der  von  dem  Herrn  Verfasser  behandelten  als  ein  be- 
sonderer Fall  enthalten  ist.  Wir  halten  daher  diese  Abhandlung 
fSr  einen  sehr  guten  Beitrag  zur  Integralrechnung,  und  empfehlen 
sie  der  Aufmerksamkeit  unserer  Leser  recht  sehr. 

Verhandeling  over  deMethode  der  kleinsteQuadra- 
ten.  Eerste  Afdeling.  Tneede  Gedeelte.  Door  G.  J. 
Verdam,  Hoogleeraar  aan  de  Universiteet  tee  Leiden. 
Groningen.    185:2.    4. 

Den  ersten  Theil  der  ersten  Abtheilung  dieses  grossen  und 
ausgezeichneten  Werkes  über  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
haben  wir  mit  gebührendem  Lobre  im  Literar.  Ber.  Nr.  LXIX.  S. 
884.  angezeigt,  und  freuen  uns  sehr,  dass  die  Fortsetzung  so  bald 
gefolgt  ist«  mit  deren  Inhaltsanzeige  wir  uns  im  Nachstehenden 
begnfigen  müssen : 

Zevende  Hoofdstnk.  Over  de  toepassing  des  hoofdregels 
van  de  methode  der  kleinste  quadraten,  Indien  aan  de  waarne- 
mingen,  met  welker  uitkomsten  de  lineaire  vergelijkingen  der  fei- 
len zijn  opgemaakt,  of  wel,  Indien  aan  die  uitkomsten  een  zolfde 
graad  van  naauwkeurigheid  niet  kan  toegekend  worden.  VeTk\a- 
ring  der  begrippen  van  maat  van  juistheid  en  van  gewigt.  Bepaalde 
aanwijzing  van  het  gebruik,  bij  de  berekcning  der  waarshijnlijke 
getalwaarde  van  een  enkel  dement,  enz.  —  Achtste  Hoofd^stuk. 
Over  het  bepalen  der  grootte  van  foutcn  of  feilen,  —  inzonderheid 
van  de  zoogenaamde  roiddelbare  en  waarschijnlijke  fouten  of  feilen, 
—  betrekkins  hebbende  tot  de  uitkomsten  van  waarneming,  en  tot 
die  van  berekening  der  getalwaarde  van  een  enkel  element.  For- 
mulen  of  regeis,  voorhet  berekenen  der  getalwaarden  van  de  grootte 
en  der  grenzen  van  grootte  dicr  feilen.  Voorbeelden,  opnierkin- 
gen,  enz.  —  Negende  Hoofdstuk.  Over  het  berekenen  der 
grootte  van  feilen,  maten  van  juistheid,  enz.,  der  waarschijnlijke 
eetalwaarden  van  functiän,  welker  dementen  onderling  orafhande- 
iijk  zijn ,  doch ,  zoowel  als  hunne  feilen  enz. ,  in  waarshijnlijke 
grootte  bepaald  of  gegeven.  Voorbeelden,  enz. —  Tiende  Hoofd- 
stuk. Over  het  berekenen  der  grootte  van  middelbare  en  waar- 
schijnlijke fouten  in  uitkomsten  van  waarnemingen,  en  inzonderheid 
over  het  berekenen  van  de  grootte  der  gewigten  en  der  waarsbijn- 
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lijke  foaten,  welke  betrekkiog  hebben  of  behooreD  tot  def  JMr«- 
kende  waarschijnlijke  waarden  der  onbekende  eleuienten  ei^niir  U- 
neaire  functie.  Kegels;  Voorbeelden  tot  opheldering  eii  toepassing; 
bijzondere  opmerkiiigen ,  euz.  —  Elfde  Hoofdstak.  Over  an- 
dere rekenwijzen,  zoo  van  Hansen  als  van  Gauss,  volgen^  ivelke, 
of  alleenlijk  de  getalwaarden  der  gewigren ,  aan  berekende  waar- 
den  van  elementen  toe  te  kennen,  worden  verkrefien,  of  de  geligk 
zoowel  de  waarden  dezer  elementen,  onat*bankelijk  van  elkander, 
als  de  groottc  de  watirschijnlijke  fouten,  enz.  Ander  allgemeen  be* 
wijs  van  de  waarbeid  der  forniule,  ter  berekening  van  de  grootte 
der  iBiddelbare  fout,  betrekking  hebbende  tot  de  uitkomsten  van 
waaniemingen,  door  weSke  de  waarschijnlijke  waanien  van  de  on* 
derscheidehe  elementen  eener  linetire  luuctie  ziin  bepaald  gewor- 
den.^ —  Twaalfde  Hoofdstuk.  Over  het  bepalen  der  waar- 
schijnlijke  getalwaarden  van  groothedep  of  van  elementen  eener 
functie,  die  niet  önderlinc  onafhankeiijk  zijn,  bijaldien  de  noodige 
uitkomsten  van  waarnemingen ,  of  die  van  berekening,  een  onder- 
scheideo  gewigt  hebben.  Over  de  grootte  de  middelbare  fout,  in 
dezelfde  onderstellingen  toe  de  kennen  aati  eene,  waargenomcne 
uitkomst,  welke  de  eenheid  tot  gewigt  heeft  Beschouwing  en  op- 
lossing  van  het  voorsted  der  bepaling  von  de  meest  naauwkeurige 
waarden  van  functien,  alsmede  van  de  middelbare  of  waarschijn- 
lijke fouten  in  deze  waarden,  Indien  de  elementen  geene  onderijng 
onafbankelijke  grootheden  zijn.    Voorbeeldefi ,  enz. 

Niemand  wird  dieses  grosse  und  ausgezeichnete  Werk  beim 
ausführlichen  Studium  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ent- 
behren können. 


niecliaiiik. 


Constfquences  necessaires  de  r^quation  de  la  con- 
tinalt^  des  fluides.  Expose  par  Er.  Edlund.  (Eztrait 
des  M^nioires  de  la  Societe  Royale  des  »Sciences 
d'Upsal.)      A  Upsal.    1840.    4. 

Wenn  auch  diese  Abhandlung  schon  vor  einigen  Jahren  er- 
schienen ist,  so  halten  wir  ihren  Inhalt  doch  für  so  interessant, 
dass  wir  ihr  hier  nachträglich  noch  einige  Worte  widmen  zu  müs-  , 
sen  glauben,  indem  wir  Zweck  und  Inhalt  derselben  in  der  Kürze 
nicht  besser  als  mit  den  folgenden  eigenen  Worten  des  Herrn  Ver- 
fassers glauben  angeben  zu  können: 

„L*integrale  des  äquations  differentielles,  desquelles  depend 
le  mouveroent  des  fluides,  contient,  comme  on  sait,  des  fonctions 
iarbitraires,  qui  devront  ^tre  determinees  par  les  conditions  du  mou- 
vement  sp<kial,  qu*on  consid^re.  Lagrange  a,  le  premier,  cberch^ 
k  les  d^terminer  k  Taide  des  equations  qui  expriment  que  les  par- 
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ticules,  sitoöes  au  comroencement  du  .mouvement  k  la  aufface  da 
vaae  ou  k  la  surface  libre,  se  meuvent  constamment  durant  le 
inouvenient  suivant  ces  surfaces.  Cette  hypotb^se,  bien  qu'elle 
contribue  k  la  d^termination  de  ces  fonctiona  arbitraires  et,  d'ail- 
leurs,  indique  une  propnet^  iniportante  des  fluides,  n'^tait  pas,  a 
ee  que  nous  savons,  dömontr^e  jusqu'ä  ee  que  M.  A.  F.  Svan- 
berg,  dans  une  dissertation,  insöree  auz  Memoires  de  rAcad^mie 
Royale  des  Sciences  de  Stockholm  pour  l'annee  1839,  l'avait  de- 
duite  comme  une  consequence  necessaire  de  la  continait^,  dans  le 
cas  d'une  niasse  fluide  inconipresfi(ible ,  la  surface  du  vase  ^taot 
engendr^e  par  la  revolution  unne  courhe  quelconque.  Dans  une 
dissertation  pröc^dente  nous  avons  demontre,  par  la  methode  de 
M.  Svanberg,  cette  propriete  pour  les  fluides  incompressibles, 
quelle  que  soit  la  forme  du  vase.  Ici,  en  generalisant  cette  de- 
monstration,  nous  ferons  voir,  que  la  proprietd  en  qnestioo  a  lieu 
n^me  pour  les  fluides  compressibles ,  en  supposant  toatefoia  qae 
r^uation  de  la  continuite  subsiste  toujours. 


Physik. 

Memoire  sur  la  Temperature  de  la  terre  a  diff^ren- 

o 

tes  profondeurs,  a  Upsal.  Par  A.  J.  Angst rom,  iMembre 
de  I  Acad.  des  Sciences  a  Stockholm  et  de  la  Soc.  des 
Sciences  a  Upsal.  Extrait  des  Acta  Rec.  Soc.  Upsal. 
A  Upsal.    J851.    4. 

Die  wichtigsten  Fragen,  welche  geothermometrische  Versuche 
zu  beantworten  versuchen  mflssen,  sind:  ].  Welches  ist,  unter 
verschiedenen  Breiten,  die  den  verschiedenen  Schichten  des  Erd- 
bodens eigenthdmliche  Temperatur  bis  zu  derGränze,  bis  zu  iiveV- 
eher  sich  die  Wirkung  der  Sonne  erstreckt.  2.  Welches  ist  die 
Wärmequantität,  welche  die  Sonne  im  Laufe  eines  Jahrs  zur  Erde 
sendet,  und  auf  welche  Weise  vertheilt  sich  dieselbe  auf  die  ver* 
schiedenen  Jahreszeiten.  3.  Nach  welchen  Gesetzen  verbreitet 
sich  die  uns  von  der  Sonne  gesendete  Wärme  in  den  unteren 
Schichten  der  Erdrinde  bis  zu  der  Gränze,  bis  zu  welcher  sich 
die  jährlichen  Veränderungen  erstrecken. 

« 

Diese  schon  friiher  von  Quetelet  in  Brüssel,  Forbes  in 
Edinburg,  Caldecott  in  Trevandruni  discutirten  Fragen  ei« 
ner  neuen  «iriindlichen  Beantwortung*  zu  unterwerfen,«  ergriff  die 
Königliche  Societät  der  Wissenschaften  zu  Upsal a,  welche  von 
jeher  sich  mit  dem  gWissten  Eifer  der  Förderung  der  Wissenschaf- 
ten widmet,  mit  Freude  den  Vorschlag  ihres  verewigten  Mitglie- 
des» des  treffilichen  Rudbeie,  neue  geothermometrische  Beob* 
achtungen  zu  Upsala  anzustefien,  und  stellte  demselben  zu  die- 
sem Zwecke  0  Geothermometer  von  I,  2,  3,  4,  5,  6,  8,  10  und  15 
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Schwedischen  Füssen  Länge  zur  VerfQgung.  Die  im  Dccember 
1837  begonnenen  Beobachtungen  endigten  am  Anfange  des  Jahrs 
1846»  und  wurden  im  Garten  des  chemischen  Laboratoriums,  wel* 
eher  an  derGränze  des  südlichen  Gebiets  der  Stadt  Uusala  liegt, 
in  einer  Hohe  von  50  Fuss  über  dem  Meere  angestellt.  Der  im 
Jahre  1839  erfolgte  Tod  Rudberg's  brachte  zwar  keine  wesent- 
liche Störung  in  die  Beobachtungen  selbst,  w&r  aber  die  Ursache, 
dasä  dieselben  einer  sorgfaltigen  Redaction  und  Discussion  bisher 
nicht  unterworfen  wurden.  Diesem  in  vielen  Beziehungen  schwie- 
rigen Geschält  hat  sich  nun  der  geehrte  Herr  Verfasser  der  vor- 
liegenden Abhandlung  mit  der  grössten  Umsicht  und  Sachkenntniss, 
ganz  im  neuesten  Geiste  der  Wissenschaft,  unterzogen,  und  da- 
durch eine  Arbeit  geliefert,  welche  wir  ftir  den  fraglichen  Gegen- 
stand'jedenfalls  buchst  wichtig  halten.  Leider  mQssen  wir  uns 
hier  begnügen,  im  Folgenden  nur  den  Hauptinhalt  dieser  ausge- 
zeichneten Abhandlung  anzugeben : 

Premiere  Partie.  Rösum^  des  observations.  1.  Con- 
struction  des  therniometres.  2.  Correction  des  thermometres.  3, 
Variations  annuelles  de  la  tempärature  de  la  terre.  4.  Temp^ra- 
tures  movennes  annuelles  —  variations  seculaires.  5.  Coniparaison 
des  TÖsultats  precedents  avec  des  observations  anciennes.  6.  Va- 
riations diurnes. 

Seconde  Partie.  Comparaison  des  resultats  pre- 
cädents  avec  la  theorie.  1.  Propagation  de  la  chaleur  dans 
la  terre.    2.  Temperature  de  la  surface  terrestre. 

Wir  wünschen  sehr,  dass  diese  mit  derselben  Gründlichkeit 
und  demselben  Scharfsinne ,  welche  alle  Arbeiten  des  verewigten 
Rudberg  bekanntlich  so  sehr  auszeichneten,  ausgeführte  Unter- 
suchung bei  allen  Mathematikern  und  Physikern  die  Aufmerksam- 
keit finden  möge,  welche  dieselbe  so  sehr  verdient,  und  sagen 
unsernDank  der  Königlichen  Societät  der  Wissenschaften  zu  Up- 
sala,  dass  sie  durch  ihre  kräftige  Unterstützung  die  Möglichkeit 
dieser  Beobachtungen  herbeiführte,  und  dem  Herrn  Vf.,  dass  er 
sich  deren  so  buchst  sorgfaltigen  Discussion  unterzog. 


Forsok  att  furklara  orsaken  tili  den  dynaniiska 
thermo -electriciteten.  Inbjudningsskrift  af  Pro  motor 
Adolf  Ferd.  Svanberg.    Upsala.    I85L    4. 

Mit  dieser  Schrift  hat  der  Professor  der  Physik  an  der  Uni- 
versität zu  Upsala,  Herr  Adolf  Ferdinand  Svanberg,  zu  der 
feierlichen  Magister-Promotion  am  15.  Juni  1851  eingeladen.  Diese 
Abhandlung  ist  sowohl  wegen  ihres  wissenschaftlichen,  als  auch 
wegen  ihres  sonstigen  amtlichen  Inhalts  interessant.  Der  wissen- 
schaftliche Theil  ist  zwar  nur  kurz,  beschäftigt  sich  aber  in  scharf- 
sinniger Weise  mit  der  mathematischen  Theorie  der  Thermo-Ele- 
ctricität,  und  muss  der  Beachtung  der  Mathematiker  und  Physiker 
empfohlen  werden.  Im  rein  amtlichen  Theile  finden  wir  aus  den 
13  schwedischen  Nationen  gerade  100  Promovirte,  voran  5  Jubel- 
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mapster,  der  eine,  .lohann  Ponteii.  8molandu8,  ein  vi-firdiger 
sch\%'edi8cher  Geistlicher,  noch  von  der  Universität  Greifswald  im 
Jahre  1800  proniovirt,  und  als  Philesophlae  Doctor  et  ar- 
tium  liberal ium  Ma{;istei»Honorarius  den  berühmten  Chri- 
stopher Hansteen  in  Christiania.  Uaes  aaf  den  schwedischen 
Universitäten  solche  amtliche  Schriften  in  der  Landessprache  er- 
scheinen, ist  gewiss  eine  sehr  schöne  Sitte,  da  im  Gegentheil 
der  deutsche  Professor  sich  fast  immer  noch  schfiroen  muss,  wenn 
er  bei  solchen  Gelegenheiten  nicht  mit  romischer  Zunge  auftritt. 


Am  5.  Juni  1849  wurde  in  Dornat  eins  der  grösttten  und  schön- 
sten HofphSnomene,  welche  überhaupt  vorkommen  können,  beob- 
achtet.     Dieses  merkwürdige  Phänomen    hat    der  Herr   Director 
Mädlerin  Dorpat  in  einer  besonderen  Abhandlung  beschrieben, 
und   Herr  Observator  Clausen   die  Theorie  dazu  geliefert,  auf 
welche  wir  die  Leser  des  Archivs  aufmerksam  machen,   da   die- 
selbe als  ein  Muster  für  die  Theorie  der  Hufe  überhaupt  betrach- 
tet  werden    kann,    um    so    mehr,    da    sie    möglichst    elementar 
eehalten  worden  ist.    Der  Abhandlung  sind  auch  drei  recht  schöne 
Figurentafeln  beigegeben  worden,  welche  sehr  zur  Verdeotlichunc^ 
der  Sache  beizutragen  geeignet  sind. 


Jheiim. 


\*a^ert  K^nhof, 
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